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PREDGOVOR

Ovo je trideset peto izdanje. Prvo izdanje je publikovano januara
1971. godine. Do sada je ukupan tiraz bio blizu 370000 primeraka, §to
je svojevrsan rekord!! Veéina autora u svakom novom izdanju dodaju
nove sadrzaje. To je slucaj i sa ovom knjigom. Broj zadataka se stalno
povecavao, pri ¢emu je zanemarivana provera ili poboljSavanje postojecih
zadataka. Zbog toga je proizasla potreba da se knjiga sistematski i de-
taljno pregleda.

Na inicijativu Zavoda ovo izdanje je kardinalno ispravljeno. Ovog
mukotrpnog i dugotrajnog posla prihvatio se prvo potpisani. Svaki za-
datak je detaljno resen i mnogi rezultati su provereni na racunaru. Pri
tome je primecéen i otklonjen veliki broj stamparskih i jo§ veéi broj
stvarnih gresaka. Naravno, tesko je ispraviti sve greske, pogotovo kada ih
ima mnogo. Kao uteha, ¢esto se kaze da nisu dobre one knjige u kojima
nema greSaka.

Do navedene inicijative je doslo i zbog saznanja da ova znacajna knjiga
ima veliku odgovornost i ulogu u procesu matematickog obrazovanja u
Srbiji, s obzirom da se decenijama preporucuje velikom broju ucenika.

Interesantno je da veéina ucenika srednjih skola gradivo iz matematike
savladuju isklju¢ivom upotrebom zbirki zadataka. Dakle, matematika se
uci reSavanjem zadataka. Mnogi nisu nikada otvorili udzbenik, ili za
njega nisu culi da postoji. Izgleda da je i nastavnicima lakse da tako
rade, zaboravljajué¢i da je dobra teorija najbolja praksa. To je dovelo
do toga da se prosek nivoa znanja matematike svake godine smanjuje.
U zadnjih nekoliko godina osvojeno je dosta medalja na matematickim
olimpijadama—svake godine sve vise i vise. Medutim, sredina je sve
slabija i slabija. To se najbolje vidi kada se pogledaju tekstovi zadataka
iz matematike sa prijemnih ispita na fakultetima.

Ova knjiga sadrzi pored jednostavnih i veliki broj tezih ali lepih za-
dataka. Upravo je to bio razlog da se otklone greske i mnogi nedostaci.
Nadamo se da ¢e ovako osvezena knjiga doziveti jo§ dosta izdanja.

Beograd, maja 2011. Dobrilo Tosic
Miloljub Albijanié
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IZ DREVNE ISTORIJE ALGEBRE

Isecak iz Ahmesovog papirusa. Ova stara knjiga cuva se sada u Bri-
tanskom muzeju u Londonu.
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U XVII veku pre nase ere egipatski svestenik Ahmes, po ugledu na
neki jo§ stariji rukopis, napisao je pomenuti papirus u kome je sakupio
uglavnom sva dotadasnja znanja iz geometrije i algebre. Papirus sadrzi
osamdeset zadataka iz algebre, svaki sa sopstvenim reSenjem. Mnogi od
tih zadataka bili su “Odredi broj”. Ovako je glasio jedan Ahmesov za-
datak: “Gomila, njene dve treéine, jedna polovina i tri sedmine, sabrane
zajedno daju 33. Odrediti gomilu”. Neki su bili oc¢igledno samo za
zabavu, na primer: “Ima 7 kuéa, u svakoj kuéi ima po sedam macaka,
svaka macka ubija sedam miSeva, svaki mi§ pojede po sedam klasova
pSenice. Svaki klas pSenice ¢e dati 7 hektara zrna. Koliko je zita spaseno?”
Veéina zadataka je vezana za svakodnevni zivot (za hleb, pivo, hranjenje
stoke, itd.). ..






ZADACI

I GLAVA

1. STEPENOVANJE I KORENOVANJE

Akojeae RAa#0in €N, onda:

def 1

=

Akosua,be RAa#0Ab#0)im,n <N, onda:

1° g™ - q" = a7rL+7rL. 20 g™ g™ = gm—": 3° (a'rn)n = g™m"n-

4° (ab)* =a™-b™; 5° (%)n = %.

def _
1°a® = 1;2° 0"

n

1. Izracunati:

1
50+372. (=
a) 5Y + (9

N2 1\ n\? -
9(z) -() e ((15) - )
2. Izracunati:
a) 0,17* 40,0173 4+ 0,00172 + 0,0001~* 4 0,00001°;
b) (z+4)° 40,2571+ (=0,5)"2 4 (0,001°)~* (z +y #0).
3. Izracunati:

e (3) v a(3-())
1

-1
) : b)(a—0)°4+0,172-10"" (a # b);




10 1. Stepenovanje i korenovanje

4. Izracunati:
a) 0,571 +0,2572 40,1252 40,0625,
b) 17142724370 + (—1)7H 4 (=2) 2+ (=3) 7%

-3
1
(E) 107 0,2572.1,7573 0,172 — (0,4)°
C) ,d) ) ) . e) ) )

1 \° 0,752-1,253 ’ 2 /9\ N
— ) -1000-5 2= (2) 4 (-2
1000 3\3 3

5. Uprostiti izraz:
((—12)*3)72 7571 (—4)0 1-1 492

a) A= (25-1)7- 65107 ib) A= N .
<§) +471.540,52

6. Izracunati broj v ako je: v? = 0,0000000004° - 8 100 000 000.
0,000 000 124

1\ /3) 5\ 7
7. Ako je a = 53 - (Z) . (5) ,b=103%- (5) , izraéunati a - b1,

8. Masa atoma vodonika iznosi 1,65 - 10724 g. Koliko nula ima ovaj
decimalan broj ako se ra¢una i nula ispred decimalnog zareza?

9. Date izraze transformisati u identi¢no jednake izraze u kojima ne
figuriSu stepeni sa negativnim izloziocima:
a) x4 b)a?h? ¢) 928372278 d) —4a2b3c-3a"5b%cL.

10. Osloboditi se razlomaka:

2a I r ab  2@—b? [(22+1 73.
b=2" @32’ a ™’ (a+0b)3 (a—0b)"V r—1 ’
T 2
(a—=b)7%" a’z(z —y)=*
Uprostiti izraze (11-14):
) -2, -3 -3 ,h—2 -5 2 2 _
11.2) 28 Y " gy atabT o r At
32— 4y2 9—443})-3 23

o (5)(5) 0 ()5



1.1. Stepen ¢iji je izlozilac ceo broj 11

12. ) (50° + 307 + 187) - (57 — 3%); D) (25% 4 20° + 167) - (5% — 47);
0 a+b7t B bt _—) ab=!t —a~b
a+clbc+1)"1  abc+a+c’ a=2—2q=1p~1 + b2’

2N\ 2 © 2
27 4277 27 — 277
8.0 (Z55) - (252)

zt—25y7% o1

b) 7Byl y(y + bx*)~h;
1 9b2 (b+3a) a2 4+b% [(a®+ b2\
°) a2 —3b-1 —26—1 ’ ) al+b 1 ab '

o ((5) <5m_1> )
()" (0 )
o (=) 25-2
9 ((;fb_i) 4 (=) ) Tt

ab2 - (a=1b)* - (ab~)?

a=2b- (a2b~1)3 - a~1b
vrednost za a = 1073, b = 1072

15. Uprostiti izraz A =

, 1 izracunati njegovu

16. Ako je
a72 _ b72
A= a1l _p1’
a! b! 1 -1 —2 | p-2y-1

dokazati da je A = B~L.
a) Proizvod 0,2-0,008 napisati u obliku A-107°, gde je A konstanta
koju treba odrediti.

b) Proizvod 0,04 - 0,006 napisati u obliku B - 1076, gde je B konstanta
koju treba odrediti.



12 1. Stepenovanje i korenovanje

L 3 1 -4

—-107 4+ --10

18. Ako je 10* = 2 2 , odrediti x.
55107

19.* Dokazati da je vrednost izraza

(00" (007 Jovrwen

pozitivna za svako ab # 0 i a # %b.

20.* Dokazati da sledeéi izrazi:
a)a *(a®*—1)"1=2@*®* - 1)1 +a %@ +1)° Y
1 1 1

b) 2(1+a*) 2(1—a*) a2*—1

) 3a™" 20" a” _ a”®
D\T = 14+a* a@2®—-1) aq*—q=

ne zavise od a i z ako je a® # 1.

21.* Utvrditi istinitosnu vrednost implikacije
2z —2z x —x T
a™ —a a® —a a® +1
0N |a® 1) = : =
W@ onle £ 1) = (S - )
a”+a " -1 a®*—a " 1
b)(a#OAla”I%l):>< P a”+a—"+2a”+1);

b

— _ozn 1
¢) (a#0NA|a*| £1) = 2(“;7“2)

a® — a—23; -1 L
_ —x (T —x -1 _ 9.
(a2z+2ax+3) +(a +1) (a’ +a +1) _27

1+4a™® 1—-a"" 4a=%

-z —x —2x __

d) (a#0Afa7| £1) = L0 Ea— 7L _y
—a a
1 _
+ a—2a; a—a;+1

1—$_2 I—n_i_y—n -2

22.% O _(l-2))——>— b1 (—=>"2 ) ;
a) ($ ( $) ) 1—2¢ 1’ ) T — oy ’

a+a1v? " _ n -1

Q) (2(a” +a=) ) 7 - (207 —a=)") 2



1.1. Stepen ¢iji je izlozilac ceo broj

13

142! 2z — 1 2 \*
23.* Izracunati: a) % (1 _ ) za T = ( ) :

1+ (a+x)t 1— (a® + 2?)
by ——M— (1l —-——=
1—(a+z) ! 2ax

24. Dokazati da je:

b lra P\ falab T bl gt
<7ab_1+ba_1) +< . > -t =2 (b £0).

),zax:(a—l)_l.

Uprostiti izraze (25-27):

25 x — a2 x—ax ! ) 1—z71
"\ 242141 142242 1) 1421

a+al—-1 a—a ! a”?
26. — : .
a+a? a+al+2 1+a1
(xyfl + 1)2 l‘d _ yfd -1 $3y7‘3 +1
27. . : .
zy=l—az~ly 2?y24ay 41/ zyl4+aly—1

Dokazati da vrednost izraza ne zavisi od a, b, ¢ i x (28-35):
a/fl; + b—fL b—:C

28. — .
a® + cz(bzcz + 1)71 azh®cr + a® 4+ c*
2 4 ! 4
’ 1 ’ 1 p—x(g—zph—Ta— —z —z\)"
a= + ————— a_x—’—lr—x b=*(a=*b " c " +a " +c77)
b=+ —
c—T
20.% ((a;c71)37a;c((ax+1)(ax73)7ax+6))2" ﬁ n
° (aa:)nJrlbz . ax(bz)nJrl b .

e —qg -6 a*-1

*
31. a=?r —4 2—a—®
32.*% 1 + 2 + L )
a72a: —ac 1— a72a: a72a: +a-®
3 3-57% 572 4 2.57% 44
4343576 53 5E_§  5wy3
577 42 2.57% 42

520 4+ 4.5%+4
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3% (2 )
1fa—$ 1+a z 1+a z 1—a—%
6
-3~

277 44-377 37°
35.( + xQI)-

2.3-=@
(1 2~ x—2 3.9~ x+4-3—2w)

2—2:1; _ 4 . 3—2:8
5n . 0, 2n+1

36. Predstaviti kao stepen osnove 5 izraz W,

n € 7.

37. Predstaviti kao stepen osnove 2 izraz

4m . ,253-m . (, 1252

23m—5 ; ME Z.

38. Uporediti po veli¢ini algebarske izraze

1\10-2
A= (4 -0,5%v77 (12 (§> )) i
1 5x—1 1 1 5z—3
Uprostiti izraze (39-42):
39.* — : )

3" 3" 4.3™" 37" —14
40.* : .
<6_3.3—n+3—n+2+3—2n_4> (3—n_2)

3 N 37 a 42744
g1 a7 =2 a=3% — 8 a=% +2
) 207 + 2 3
a2 +4a""4+4 a7 +2
2.-57%—1 1 2.577%

42.*

2.5-% 2.5 %_4.52 2.5 _]
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43. Dokazati da je za svako x € Z \ {0} vrednost izraza

76— 64 z? 422 (271 +2)
44221 +272 441422 z—1 -2

neparan broj.
44. Za koje je vrednosti z jednakost

(a+bbt—(a—ba™!
(a+b)a=t+(a—bbt z+1 (ab#0),

identitet?
45. Izracunatiz = a®> +a 2 iy=a®>+a 3, akojea+a ' =5 (a #0).

46. Vrednost izraza

a” a " a™ a "
A= —
(1_a—n+1+a—n> <1+a—n+1_a—n)

je ceo broj ako je a # +1 i n prirodni broj. Dokazati.

Izvrsite naznacene operacije (47-57).

2.77°% 37724277741 TTT4+1
47. — - .
7T — 1 7751 -1 7721 + 7Tz + 1
48 1 + 1 " 2 " 4 " 8 + 16
T1-3% 143 14372 14374 438 ] 431627
a9, |14 ! o S
LA Lhd= [\ T Tioa
4-= 4=
2 22 3 . n -3z _ 93y
50. +2°4+2° + +2 os1. 3 2 .
2—1 + 2—2 + 2-3 4+ .4 20 3o +9.9-v 1 3. 2—2y
37— 2V
5a=% +5
—2a _ 54— 1
52. — ¢ ¢ "+
1 " 3a™"
a1 a1
t3 22—l —2 522 4 5° -2
53. + . +

5% 4+ 1 t3_2t2 1492 ¢ 142
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y 2 2

(1 + y72>(x72y72 _ 21.74) y74 + y72 _ 2x72y72 — 9r—2

54. — T
el
y2+3
55 ! + : + !
T2mE(2mr 4 1) (27T 4+ 1)(27T+2) (272 42)(27% + 3)
1 1
+ + :
(27 4+3)(27*4+4) (272 4+4)(27*+5)
56 1 B 1 . 1
. 3_w(30—x + 55— 4 2—;5) 90—z 4 1 . : - SEI
33—z
+r=
- 72 +y_2 _ 2
57 2o~y
° (xfl +y71)72 _ 272 :
4—2y—2

operacije sa stepenima i korenima

Definicija 1. Neka je a pozitivan realan broj i n prirodni broj. Pozitivno
reSenje jednacine

(1) 2" =a

po x naziva se n-ti koren broja a, u oznaci x = /a. Iz ove definicije
proizilazi da je

(2) (Va)*=a
Definicija 2. Ako je a bilo koji realan broj, onda

(3) Va2 = |al.

Definicija 3. Ako je a > 0, a m, n prirodni brojevi, onda

m

(4) an = {/am.
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Neka su a, b pozitivni realni brojevi, a m, n, p prirodni brojevi. Tada je:
1° Vab= /a¥b; 2° Wfa: Vb= Va:b; 3° (Ya)" = Vam
4° 3/ Rfa= "fa;  5° Wam = Yamr.

Izracunati (58-67):

1

81
58. a —; ¢) 100° d) —/0,49; e) —/2,25.

)f b) V=8 ¢ V16 d) —V64 e) — V-1
) )% b) V(=5)% o) —/(=6)% d) -
61. a) av/128; b) 4V8a3; c¢) 3v/25a%02; d) Hav9ab?.
)
a)

@

59.

60.

53

62. a) 221/18a%y3; b) ay/T2a3x2y3; c¢) 4ay?\/2a5z2yt.
63. a) 2v/27a%x% b) 3axv12a3x*; c¢) /8022y*25.
1 /2722 5z [ 3a?
4. — — .
64-2) oV 5 P TV o
9a® 75 |a®  a?
65. a) \| —— +da%; b) —4/ = — =
)\ e D) ey T g

66. \/(2a“j33—1) (1+2).
67. a) /36 — 2v/25 + V16 — V/32; b)ﬁﬂ/}%;
A VT VE VGV O

68. Za koje vrednosti realnog broja x imaju realnu vrednost koreni:
a) vz, b)Vr—4; c) vVaz—1; d) Jz+2; e) Va2+4?

69. Za koje vrednosti promenjive x vaze jednakosti:

a) y(x—1)2=xz—-1; b)/(x—5)2=5—-x; ¢) J(x—2p3=2—u;

d) /(22 —4)2 = 22 + 47
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Odrediti vrednosti izraza i rezultat graficki prikazati u ravni zOA (z € R)
(70-72).

70. a) A=+/(z —5)2+/(x+5)% b) A= /(v -3)2—
A=+va2—6a+9+ Va2 d) A=z+ Va2 —dz+4.

70.A:\/m72\/:c_2+\/m.

72. A=Va2 +4x+4—-2Vx2 — 22+ 1+ Va2 — 122 + 36.

Primenom definicije korena ({/a)™ = a (pod uslovom da postoji {/a)
izracunati (73-74):

73. a) (V5 +V3) - (VE—V3); b) (5+V3)-(5-3);

) (2v5+v19)- (25— V19); d) (3v6 —2v16) - (2V16 + 3V6).

74. a) (V3 —V3—1x) - (V3+V3+1x)zax <3;

b) (VAz +5—2yx) - (Vizr +5 + 2v/x);

c) (\/330—2—\/3x—5)-(\/3x—2+\/3m—5);x>g.

Dati su izrazi A i B. Dokazati da izrazi A i B imaju jednake vrednosti
(75-80):

75. A\/i \/ 1*3alga71+3a).
¢<1—><a—5§>1

ab|a — b 1 1 2()2(a +b)2
B= I TP
a2 ab 9

O-’)

n 1 1
9 2722 )’

N qntl 2q™ 1 qnt! ) a a2
78. A= + + iB=y¢ a”*lzc"( +—) .
xn—Q mn—l xrn mn—l xn
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1 2 3 1

CA=(2-2 )5+ iB="/27— <.

79. A <2 3) 5+ciB=/27- 3
1 1 1,/ 11
A=(1—2) @5 (14+<)iB=(14+-]){1-=.
s. 4= (1-3) il (1eg) 5= (144) {1 5

Izraze ispred korena uneti pod koren i uprostiti ih (81-83):

81. E,g 3L.
Yy T x4 — 202y2 + ¢4

2 2
a\ s/ a*+ab+b a
82. (14 — — .
( +b)\/a2+2ab+b2 a+b

83 a?+1 a n 3a 2a
. la— — .
2a a—1 a+1 a2-1

84. Ako je

A:xia" (E_l)lf’n . B:Z2ia2 . lanfl 7
a a a (x +a)*(xz —a)n !

tada je A = B. Dokazati.
85. Ako je

a,/ab® —bon"t a a*ont! 1 1
A= L p=Ti/ 0 (=4
b anb _ a”_l 1 b \/an-i-?; + an—le a4 + b2 ’

tada je A — B = 0. Dokazati.

Racionalisati imenioce razlomaka (86-109):

a) %; b) %; ¢) %; d) 5—16—3~

87. a) %; b) %; ) %; d) %

88. a) %; b) %; c) %. 89. a) \/%; b) %; ¢) 3—\/\/5.
90. a) 5\/3_2—\9/? b) 4¢5—2i\/5.
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6 V3 15

9
91.a)%; b)5\/§——2, c)7+2—\/§.
6 4 12 10 14 i
92. a) 3—\/5, b) \3/_17 C) 3—\/5 93. a) 4—25, b) \S/—g, C) 36
10 15 15 N 6 50 . 12
94. a) oe b)%, c) 7 95. )%, b) Tk )454.
ab 3a%b 4a 6a>b
96. a) Vo b) Yk c) Tou d) Voo
97. a) avb—bya b) (a—1)va+1
' Vab Va+1
08 Loyt ,_u
. a) 724_\/? )\/5_1, c -1
2 1
T B S MR TV Fuvoy )
V3+V2 3v2+2V3 5-TV3 3-2v5
100.&)\/57 = b) NCEOV 101. a) v b) e
V-3 3(V5403)
102. a)\/§+\/§, b) N
3-V3, V6 +3v2
103. 2) “= b) o
V6+3v2 23 - 3
4(3a—1) a® —azx
105. a) N iy b)a+\/5'
a+2(1++va+1) a—2
106. a) N ; b)mf?
a+1l—+va+1 a
107. a) NS b)\/mH.
a—+va—1 Vr+m+ vz —m
108. a ﬁ, b) \/x+m—\/x—m
4 1 -3
109. a)

wnor VEen Ywmoe
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110. Dokazati jednakosti:
a) VT—4v3=2-v3; b) VT-4/3+VT+4/3=4
) V12+6V3—V12-6V3=2v3; d) V7+5/2=1+V2;
e) V3+2v2-V3-2v2=2
111. Skratiti razlomke:
)F—F b)3—2\/§. 0 2+ 2z
V12—8' V2—1" 7z +2z
Q) at+b+2vab . avb+bya
avb+bya’ Va+ b
112. Obaviti naznacene operacije
a) V6-v24;  b) 2v/5-3V10; \/W\/—
d) VA8 :V6; e) Vadb:Vab; f) 2:Va—b.
113. Akoje A = a-Va? i B:\/a_3 Ya - ¥Ya, tada je A = B.

Dokazati.
114. Ako je

A= Vadat - Va*z? - ¥Ya i B= Vaz?- Va2z? Vaz?- V',

tada je A — B = 0. Dokazati.
115. Ako je

A= 3 a2 4 3()3 6 Sa . B— 8 a2 12 3a4 4 bg 24 8
VT Vel Ve PP Ve Var Vet Vo
tada je A = B. Dokazati.
/2a 4203 / ./ b [3a® 4 9b?
116. Akoje A = el iB= 2 Vo Ve tada

je A= E Dokazati.
117. Ako je

P_g/any s b i o= ]® [2a°b 420 2] ab?
N b2 a’xy? Va2 x a3 222’

tada je P - @Q = 1. Dokazati.
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/1 3, 1 L1
118. Ako je M = 5 4 2<1+5 +271
N§'/1+—-\/1—~</1§~64 1+— tada je MN = 1
2 3 4 5 ’ '

Dokazati.

119. Ak M = 1/ \/——215/

9. o je 5\/; b3 3a

N = 1/ \/> 112/ Ufa 1/ tadaJeM N = 0. Dokazati.
/ a my .

120. Ako je P = 2+m2 \/ —fz) i

atm ’3/ a— ”a—i— , tada je P = Q =1 za (Jm| # |al,

a+m a—m

m7§0

. . . / ax by Ty
121. Dati su izrazi L = ab poTo ac2y2 . \/ab—i—xy . \/:cy (1 — %)
Vab + xy [a
i K= atalc —er:?CJ < by b2 ax2 aT ), njihove vrednosti su

recipro¢ne. Dokazati.

Izvrsiti naznacene operacije (122-133)
122. a) /2, 5:c3y 30, 22y7 — /1623y3 - 3/dxdy3;

y\/a2;c 1 \/a6 Ty 3.4°3 \/a4 q 4x—10 \/a3¢ 9,,3— 2;
. al7p3cd asc5x d at— 4b7 b7 6
C) x8y5 : b6 5 ; cT— 6az

123. a) V6 - ¥/2- V54, b) Va-Vab-Vab3 - ¥a7b7 (a>0,b > 0);
¢) V2a-v2a3-3a- V18a; d) 2va3 - 4at - \/z - V2427,
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124. a) {’/a{z/b_s~ Va3{7a7~ \5/b2\3/%;
b) Ve VS VTS T
O Vet Yo ie - et ads - e ava T

125. a) V124 2V11- V12— 2V11;  b) V/5+V17- /5 — V1T,
c) \L)'/Z\/ﬁf5~:\‘/2\/ﬁ+5; d) \/a+\/a27b2~\/af\/a27b2.

126. a) /o +VB8ta- Vo — B+

b) VYVt +vm—z-\/Vm+z—m—uz;

) VVIZ—2- V/VI2+2+ V9 +VIT- /9 - VIT;

d) VVB VT VVB+VTH V52T Vv2+T.

22

1 . 1
127. a) 3 - JW'P'W'
(x #0, z # a);
b) v41+2x+12~\/x5+x14~\/1 f% (x> 1).

xr2 — x2

Obaviti sledeée operacije (122-133):
128. a) VA: VG b) VI5: V3 <) VIS: VB d) VBL: VIT.

129. a) Va3b: Vab (aibistoga znaka); b) Va2 —b2:a —b;
c) Va3 —b3: Va2 + ab+ b2.

a3 WP ,\/aw_‘lb? \/b7—xcﬁ
130. Y ¢/ ———; b) 4 — . 4 .
30 a) \/ xSyS \/bbyS ’ ) cx—6qx a4
131. a) Vas3nt2 . +/ a2n+2; b) Vadn—3 . Y q3n—3.
3 4
132. a) ( x5\/x_2) Va2 (\/:cj) ;i b) (3 xQ\/E(\g/:E_Q) ) VT

133. (x\/f)dii w3y/x Vs (x> 0).
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134. Dati su koli¢nici:

2 1 _
) 15/2_2 . mlw; 43/a /b5’ Yant3pzn—1 . X/qn+t6pd3n—2

Dokazati da su njihove vrednostl geometrljske sredine pozitivnih brojeva
aib.

%p ab? a’b a’b?
135. Ako je A = f’/a—-\/— : \3/—-\6/— i
35 ©Je ( 2¢ 2¢ 4c 4t )1
s 3a2b ab ,fbc) [ a’b?  1,/81b° ) .
B(\/ e 4/?4/@2 A/ 50 H1607 , gde su a, b, ¢ pozi-

tivni brojevi, tada je A = B. Dokazati.

7 (a — b)? a+b ] (@+0)?
136. Dati su izrazi V = a(a T by \/ afb a6(afb)1
(a+b) )10 2(a—b)7
. ;2 . dokazati da je V =
1574 \/a(a—b) (a—l—b) b okazati da je

W—1, pri ¢emu je a > b > 0.

Uprostiti izraze (137-143):
137, 4 a3—6a2m+12ax2—8m3. a— 2z
) b2(a + ) Voobw
138. ¢ a? —dax+42* | [ab+2bx ,[a® —4x?
’ ab + 2bz "V (a—22)2° b2
139. 140. ¢ z + L : 22+ 4
r+2 (422 V42
1 1 1 a®—a+1
6 .
141. \/E—Eﬁ-;.\/T.
1 1 1 2
142. f/‘” : 1——+—:§’/a7.
a a a2 a?—a-+1

143 \S/a2(9a —6a+1) \/ 3a’+a §/ (3a—1)4
’ 3a+1 27a3 + 2702 +9a+1 "V 9a3 +6a2+a’

8=
\
@IH
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144. Ako je

45_3;3:6253;4 .125_x+36§,
8y 32y V 2y Yy
16 - 2 8 ’
tada je AB = 1. Dokazati.

n—1 2—n
145. AkojeU§/<a+1> ~7\’/a<1+1> i
a a

V¢61,V@+n“*u@+n

tada je U = V. Dokazati.

a+1 (a—1)(ya—1)n1"~
146. Ako je
V:acixx3 1 1 2
3vaz
v J¥¢_¢ f+f)

tada je V — W = 0. Dokazati.

Izvrsiti sabiranje i oduzimanje korena (147-161):

147. a) 5v2 +3v8 — /50 — V98;  b) V2 — 2v/8 + /50;
¢) V3+3v27 - 2V48;  d) 2v50 — V32 + V72 - 2V/8.
e) V45 + /12 — (V48 + /125) + /20 + /108;
f)\/_5*(6\/_ 7V3) — (V28 — v/343).

8 5
148. 3\/ﬁ+g\/ﬁ77\/§+§\/2_—1\/4_8.
149. a) 8 11@%@4

o

E;
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150. a) /108 — 53/384 + 2¢/500 — 3/256 4 8/6 + 4¢/162;
b) 3%/4 —4 /27 +83/16 + 5 ¥/81 — 11 ¥/32;

c) 8 /32 —9Y/9 — 4 V16 +4 V27 + 12 V8 + 5 VL.
151. /16 — 23/250 — /128 + 5/54.

152. 7(v/2 +4/8) — 6(8V/16 — 3v/4).

153. 3v/16 — v/625 + 2v/125 + /8.

154. 5(v/25 — 2v/8) — 2(v/125 — 4V/4).

155. 3v/4a — 5v/12a + 5v/9a + 2v/75a — 2v/81a.
156. 9\/a — 3¢/a — Va2 — T/a+4a + Vad.

157. 4(V/81a? +2v/3a) — 3(3V/27a3 + 2V/9a2).

158. /3a — 4V/27a3 4 5v/3a — V942

3/125a%b°  5/a?b?*(8a — 5b)? s/ a?b*(a — 5b)3
159. 3\/ 2 + 2 +2 — a2

160 i,/64a2b2(a+b)3 o </27a5b2 B €/8a2b5

C

2 2 o2
a 9a a 4a 8a 25a ./125a
161. ¢/ — +4/— — &= +1/— 3V = + 1/ == v/ .
64 + 4 \/; + 9 + 27 + 36 + 64
162. Dati su izrazi

A = V49a + 98b + v/ am? + 2bm?2 — V4a + 8b — \/36a + 72b,
B = /9am?2 + 18bm?2 — v/25a + 50b + /16a + 32b — \/4am? + 8bm2.

Dokazati da je A — B = 0.

163. Dati su izrazi

A=1/9a%+9+\/ab +3a* +3a2 +1 - /(a? = 1)(a® - 1),
B = \/16a2416+ /81a2(a2+2)+81 — ¥/64(aS+1)+192a2(a2+1),

pri ¢emu je |a| > 1. Dokazati da je A = B.
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164. Dati su izrazi

A=3%(a—2)(a3 — 242 — 4a + 8) — /8a* + 1643 + V/125a + 250,
B = {/(a® = 3a2 4 3a — 1)(a + 2) — V/27a* + 54a® + /(a2 + 4a + 4)2.

Dokazati da je A+ B = 0.

165. Dati su izrazi

(a+3)(Va* — 3¥a) + (a — 3)(Va* + 3a)

A =
2(a?-9)
B 3Va™ + V64a* — /27a — {/a(a® — 15a* + 75a% — 125)
B 2(a+1)2 '

Dokazati da se izrazi A i B mogu svesti na isti oblik.

166. Dokazati da su vrednosti izraza
A=VE VBB, B=vVE VI VIl i C=V3VEVT

prirodni brojevi.

167. Dokazati da su izrazi
A=VE VBB B=vE-VE B i C=VE VA0 VIS,

iracionalni brojevi.
168. Dokazati da su izrazi

A=v3-V15-v20 i B=+5-vV10-V3- V6,

racionalni i jednaki.

Dati su izrazi A, B, C. Dokazati da su njihove vrednosti iracionalne i
jednake (169-174):

v B B -2 BT
170.A¢5\/;\/;B\/;\/;\/§
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e 3BT Ti0- BT R

172. A=2(3-3)(1+3)iB = (3v2+V6)(vV6 — V2).

173. A= (2v2 - V3)(V3+v2) - (V3+V2)(V3-V2) i
= (V3+2)(V2—3) +V3(3 +4V5) — V2(2 + 3V2).

174. A= (3+V5)(2—-V5) —(5+V5)(2—+5) i
B=(V5+1)3V5—-1) - 6(v5+V2)(V5 - Vv2).

175. Dati su izrazi A = (vV5—2v3)(v/5+2v3) — (V3 +2V5) (V3 —2/5)
= (\/§ + 2)(\/§ —-2)— 2\/§(\/_ —V3) + 2(\/ﬁ + 2). Dokazati da su

vrednosti izraza A i B prirodni brojevi.

. 5 2 1 1
176. DatisuizraziA:f/l—§-§/2(1+§).§/2(5_ﬁ)i
.1 2 1 2 1 1
B=y¢/z+=-¢ N ~+-).D i je A-B=1.
2+5 \/3(4+7) \/5(4+3) okazati da je

177. Dati su izrazi

=Wat+b+tz+vVat+tb—z)Vat+tb+z—Vat+tb—a) i
= (Vz +a)(Va —a) - (a+ Va)(a— Vz) +20°.

Dokazati da su njihove vrednosti medusobno jednaki parni brojevi za
svako x € Z, v > 0.

178. Dati su izrazi

:Wz.%_z.%_z B#az.#g.vg_z
3 5 2 9’ 7 3 3 2 3 5

Dokazati da su A i B racionalni i jednaki.

Uprostiti izraze (179-184):

:c+2y+ ——2x+y (x >y >0).
\/ A 23— 2 — zy? \/

180\/ \/ 271 (x >y >0).
fU‘f'y x? —y? z+y \y
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1&_¢ab\A§:;;T;,¢gjzz (@>b>0).
182 \/abb \/aJraCi)b \/b abb (a>b>0).
18 1+— F F (x> y>0).
F¢ e
Tty 2(xy — 1) (xy+1) Ty + 1

(x>0,y>0,zy>1).

1
185. AkojeA:1/7Gx+a$-\/ 14 2) (1—5)-\/” i
a—x a a a—+x

2 1 a-2
B = Vazx a+ 1,gdeJea>x>1tadaJeA B .
a—
Dokazati.
186. AkOJeA—,/am+m S iy ki
a—x a+m
B\/am m’ )L +ax.\/a +am ,gdejea>m>0,a>z >0,
a? a? —m? a? — 22

tada je A — B = 0. Dokazati.
187. Dokazati implikacije:
a)xr >0 =

% 9x<6\/§<3\/?+2\/3_x> I‘r’x)\/m\/f;
M(a>0Ax>0é6v@§ ¢€§- V% 2x¢h_
¢) (z>0Aa>0) = lgx\/i—m \/74—6\/7 2a\/7+3\/_ VT

(a>b>0)

\]

—2

(a —b)?
—3b pra—y
+b 3\/ 72 + 3a s
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Korenovati sledeée korene (188-194):
188. a) V/V/8; b) VV16; «¢) v/ V32
189. a) vV V8a3; b v V16a%; c¢) v/ V8d>.

190. a) Ya- /Ja- Va3, b) av/a®+/a.
191. V Was - N Ve - VP %/ K.

nf . -
192. a) \VaVa Var—m;b) "lai]=.
a

193. ¢/ /223 - Wy vz /.

1
194. Ako je A = Va2Va?, B = Ua3 5 C = {|a? 4,tadaJe

A = B = C. Dokazati.

1 .11
195. Ako je A = ?/xy,/xy-”xy{‘/;y, B = /zy - x{/g VUL =

gde je xy > 0, tada je A = B. Dokazati.

: b
196. Ako je M = /9&3/?13/3\/: :«JE\/?i
b\l y zV a y\ y
4 . 4
:43—a3—x'dif/ﬂ,tadajerN:O. Dokazati.
bV 9y 2y \ 3bx

Uprostiti izraze (197-199):

197.
\/bQ bx \/ V
198. ¢/ 3+1 \/ —a+1) (a—i—l)
(a+D) afb a+b afb
199. &
\/a—b V a+b \/ a+b)

=
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. / 1 . / 1

3 bd 2 b b2
B§/a+ i’/ a+ , tada je A = B = 1. Dokazati.

201. Ako je S—\/a?’ 1“/1)3 \/ .
tada je S —T = 0. Dokazatl
202. Ako je
\/ab fa+Db \3/a+b fa—1b
B:a_26 at+bsla—b sfa—b,latb ola’(a+b)’
b a a+b b a—>b" b ’

tada je A = B. Dokazati.
203. Dati su izrazi

dokazati da se izrazi V i W mogu svesti na isti oblik.
204. Ako je

ida—x [a®—x? nla—+x a? — z?
o V. oar a® V' ax
" " " a+zx
B= 5 T 5 +x —x ,
ant2 —2aqntlg+anx atr

gde je a > x > 0, tada je AB = 1. Dokazati.
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205. Ako je
A anj@+T fo+T ja—x LJa—T ja+x .
= . : 1
a—x a™ ax " ar

B . (al.n)Q + 2al.2n+1 +x2n+2
- a2nt2 — 9gq2n+1 1 (anx)Q )

gde je a > x > 0, tada je A = B. Dokazati.

Izracunati (206-207):
206. a) (V3++v2)% b (V3+2)% ¢ (VE+V3)% d) (V3-v2)%

e) (\/2+\/§+ \/2—\/5)2; f) (\/6—2\/__\/6+2\/5)2;
g) (¢7—2\/6+\/7+2\/6')2.

207. a) (\/x+\/x2—4_ x—\/m2—4> (&> 2):

2 2

b) (\/a+1+2\/5+\/a+1—2\/5)2 (a>0);
o) (Vatbt2vab+Vatb-2Vab) (ab>0).

Izracunati (208-211):

W=

1
1 1 1 1 1\3 2\ 3
208. a) 42 +83 + 164 +325; D) (75> . (2—) .

1
+10003; d) 3296 — 16975 + (1,44)%5.

1 1
1 2\ "2 1\ "2
209. a) | 165 + (27—3> 905 — <§> ;
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o
N
/N
2
/:
>
S~—
Wi
|
w
A 7 N
DN | =
N~
|
L
~
ot
=+ S—
“
N
+
~
[\
=
R

1 1 1
a—> a—>b 1-a 2 a2+4+a 2
210.a) ——+——; b) — —
a2 + b2 a2 — b2 a2 +1
1
2 +1 1 a+1 a—1
) 1 a5 V71—~ 1
r+x2 +1 a3 —a3+1 a—a2
1 -1 1
3273 z3 1—-22\
211. a) [ — 1| s
xr3 —2x 3 r3 —x3
2 4 9 3 0
m3 m3 m —
b) P T~ "1 1 (m—3+2m_1)—( 5)
m3 —2m~3 m3 —m3 m+

212. Uporediti brojeve \/2 +42 i 3/3 +/3.
213. Dat je broj A = (\/6' + \/5) (V3 - 2) -/ V3 4 2. Izracunati A2 i,

na osnovu toga, odrediti vrednosti broja A.

214. Dati su brojevi

a=\4—\104+2V5 i b=1\/44+1/10+2V5.

Izrac¢unati a® + b2, abi a + b.

215. Dati su brojevi

A:f/\/9+\/ﬁ-\/9—\/ﬁ i B:\/§/11—ﬁ-€/11+\/ﬁ

Dokazati da su A i B racionalni i jednaki.
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Dokazati (216-218):

216. \/2+\/§-\/2+\/2+\/§-\/2+\/2+\/2+¢§
-\/2—\/2+\/2+\/§=1.

217. a) V/20 + 14v2 + /20 — 14V2 = 4;

b) V/5vV2+7— V5v2—T7=2.

218. a) (44 VI5) - (VIO - vB) - VI— VI5 =2

b) (V3 —=V5)-(3+V5) (VIO -v2) =§;

c) 326+15\/§'(2*\/§):1; d) ({‘/7+5\/§).(\/§71)

=1

Vit2vs 3
Izracunati (219-220):

8 2 1 1
N 2w vE D VE2 ez
gL L 1 g2 6 4

34VT 3-VT T VB+V3 3-V3 3-V5
220. a) (\/(‘sli1+\f4_2_3_12\/6)'(¢6+11);

2 3 15 .
b) (\/§1+\/§2+3\/§>~(\/§+5) ;

1 2 1

© (\/5\/§+\/§+\/ﬁ)'\/§’
d)2—\/§+f—\/§+2+\/§+\/§+\/5
2+V3  V3+Vv2 2-v3 VB2

Obaviti naznacene operacije (221-222):
221. a) \/5+\/§1+f¢y< VI Y )
T+ /Ty 2\/xy rT— /Ty T+ \/TY
(x >0,y >0)
b) 2\/x N (a\/ﬁ—i—x\/a_:
VarvE \Vat v

—\/ﬁ) :(a—2x), (a>0,b>0);
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a+m - VER\ AER
VaZ—12 a+va-82) B ¢ ’

> N vava .

( Tt em) e @

a—+ 2
T V) ()

mzzu(j?rl—Q?fl—aal)-ikl(a>&a¢1%
0 (et 20) (1) @< lal £ 1)

1 1 2/a 10
C)(\/EHfa—1+al):\/ﬁ+1

(-) »

(va—+vb)2+2vVab

(@>0,a#1);

(a>0,b>0).

Izrac¢unati vrednost izraza (223-224):
223. a) 22 — 2z —lzaxz =1+ 2

: 1
b) 4$5*8$2+2:E+3za:c:1+§\/§;

c) (x+1)" —|—(y—i—1)’1 zax=(2+vV3)tiy=(2-V3)""!
d)2? —3zy—y?zarz=5+2V6iy="5—2V6;
e) x® — 222 +6x+6zax=3—+3.

@ DVB ot Bir—2- 5

22—z +1

vV 2 b
b)mzale. \/E\/i (a>0,b> 0);
z+V1+a? 2 b a

va+x++a—=x 2an

224. a)

= 1, a > 0);

) Varr-va—z P w1 02 he>0)
; 5 2

g Yotbetve-be o 2em o gy

Va+bxr —a—bx b(1 4+ m?)
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2 12— 1 1 1 1 1
e)acy ’ Y zam:—(a+—),y=—(b+—)a(CLZL
zy+ Va2 —1-y/y2 -1 2 a 2 b

b>1).
225. Dokazati implikaciju:
a) (a£bANa>0Ab>0) =
<\/_\/5 N \/5+\/l_)>.a\/l_) 2b
avb+by/a avb—bya) a+b a-—b
b) (a#bANa>0Ab>0) =
(Va—vb)?®+2vVa3+bvb  3vab—3b
av/a +bvb + a—b
226. Uprostiti izraz: \/z 4+ 2z — 1 + \/x —2yx —1, ako x € [1,2].

227. Dokazati identitet (Lagranzev identitet):

/2 /a2 _
\/ai\/gz\/a—i_ 2a bi\/a 2a b (a>0,b>0,b<a?).

=2

3.

Koristeéi Lagranzeov identitet, uprostiti i izra¢unati, sa tacnoséu od 0,01
izraze:

a) 11+ 4V7; b) 24+ /3; c)\/5f\/ﬁ;
d) V7T+4v3; e) V31 +12V3.

Primena Lagranzeovog identiteta (229-232):

229. a) \/37\/5; b) \/6+\/%; c) \/7+4\/§.

230. a) V12 +4v5; b) V6 — 4v/2.

231. a) V7 +2V6; b) V8 —2/15.

232. V/3+2v2 - V6 +2V5.

233. Akoje A= v6+ V11, B=V7—33+V2+ 3, tadaje A = B.

Dokazati.
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234. Ako je M = /9 , N = \/3+\/_7\/7+\/_ tada je
M + N = 0. Dokazati.

235. Akoje A = V9—-VT7Ti R = \/7—\/3_—\/5—\/ﬁ, tada je
A — B = 0. Dokazati.

236. Ako je V = 2v/4 — /15, W = /11 + 2v/10 — V/7 + 2V/6, tada je
V = W. Dokazati.

237. Akoje A= 13+4v3 —1/2(2+3) i

B =1/8+2V15 -6 —2v5— 1, tada je A = B = /3. Dokazati.

238. Ako je
2 4 1 1
:,/5——+—\/§—2\/1+——2 =
1
Y L L
\/2 2
. 1 1 .
tadaJeAB\/;JrQ\/;. Dokazati.

Primenom Lagranzeovog identiteta ili na neki drugi nacin uprostiti izraze

(239-246):
239. a) Va+ Va2 — 0% b) Va+b—2ab+ b2
240. a) Va+b+2Vab; b) \/2z — 2/22 — 2.

241. /24 —2va2 — 1 —\/2a+1—2Va? +a.
242, Akoje A=\a+b——\V2a+1—-2Va® +abi
= a+ b2 +2bya+ ab— 2bv/ab— b2 — \/b(a — b),
tada je A = B = y/a. Dokazati.
243. Akoje A=vVa+2+2V/a+1—Va+2—-2Va+1 i

B=va—s+2va-s-1-Va—z—2va—s-1,
tada je A = B = 2. Dokazati.
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244. Akoje P=+\/x(2y +1) + 222y —/r +1 -2z i
Q = \/x2 +2zy + 142 22y(z®+1) — Va2 +2-2v22 + 1, tada je
P = Q. Dokazati.

245. Dato je V = \/ac2 +2avx? —a? + \/2302 —a? —2zvVx2 —a? i
W = Va2 +x+2a/r + /22 + x — 22/z, dokazati da je V = W =
a—+x.

246. Ako je
S:(\/2a+2 a2—x2+\/2a—2\/a2—x2)\/aix i
T(\/aJr\/_\/a\/E) v 2a + 2V a? — z,

tada je S =T = 2y/z, (z > 0). Dokazati.
247. Dokazati da je vrednost izraza

24V3 . 2-V3
V2HV2+V3 a2 B

iracionalan broj.

1
248. Razlomak predstaviti kao razliku dva re-

(n+1)-vn+nvn+1

dukovana razlomka. Primenom dobijene jednakosti izracunati sumu:

1 1 1
S = + +-- 4+ )
2W1T+1v2  3v2+2V3 100v/99 + 99/100

249. Akojeax® =by? =cz® iz ! +y 14+ 271 =1, onda je

Yaz? + by? + c22 = Ya+ Vb + e

Dokazati.

250. Izracunati vrednost funkcije f(z) = 2% + 12z, za

T = i‘/4(¢3+ 1) — i‘/4(¢3 —1).
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251. Izrac¢unati vrednost funkcije y = 23 + ax + b, ako je

T b2 a® s/ b ¥ a?
S e R a7 A s T TS

252.*% Dokazati da je

VA+¢§ JA- VB

= +
A-—+vB A+ VB
N . 2(A%? + B)
nula funkcije f(z) = 2% — 3z — g

—b
253. Data je funkcija F(z) = 2”242 — 2qz + av/b. Dokazati da su

Vb
/ \/% " \/%

= —— 12" = ——— nule funkcije (¢ > 01ib > 0).
Vi b T e (

254. Dokazati da je:

2) <3x+2\/5 /T VT > 2+3y/z 1

1—9r T243v: 2-3vz N z’

X

av/a a a 2y/a+1 1
b) (2\/51_2\/a+1_4a1)' N

255. Dat je niz brojeva x, definisan rekurzivnom formulom

o \/§+xn71
1- \/g'mn—l'

Dokazati da je ovaj niz periodican ako je x1 = 1.

Tn

Izracunati vrednosti izraza (256-260):

B 14+ 2z + 1
y71+\/1—|—2x 1—+/1=2x

2

1—2z 1+ 32 V3
257. : _ Vo
1+2¢ V1—322"" %

256. — é

zZa X =
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osg, (240 00+ (@ —a?) 0N P a2\
: ($2 + a2)—0,5 _ (x2 _ a2)—0,5 ’ - 2mn, ’

(a>0,n>m>0).
259. ((z = 1)+ @+ 1)7%) : ((z = )7 = (@ +1)7%?),
za x = (a® +b2) : (2ab), a > 01ib> 0.

260. (z+ (22 —1)%%) : (2 — (22 = 1)%5), zaz =27 (a + a7 1), gde je a
realno i razli¢ito od nule.

261. Ako je x = = <\/7\/7> a>01ib>0,onda je:

(14 22)% : (z+ (1 +22)%°) =a+b.
Dokazati.

Dokazati da su vrednosti sledeéih izraza prirodni brojevi (262-274):

262. (V54 v3)? + (V5 - v3)?) ( h@) VT

2
o (3 30) (202 -
s aen (T3 o3 o2
265. 3+ V5)3—-V5)(9+V5). 266. 7(2+v2)%(3 —2V2).

267. (2+ V2)4+V2)2-V2). 268. (7T— f)(2+f)
269. /3 — 2v2 V17 + 12V/2.

270. /3 +2v2-V5+2V6- V3 —2V2- V5 —26.

271. V9 +4V5 -6 —2. 272. L L

+ .
H@ 1_£

e T (\[ \m
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274. f/(3+8‘/3)3 : i/(g _1\6/5)4.

Upostiti izraze (275-280):

1 1 1 [2 3 5
275. /= 4+ - —— -4/ 4+ 2. .
s \/2+3 4\/3+4 6 3+ V5

276. (2 4+ V3T —4V3 — V2 + V2 V6 — 4V2.
277. (V5 —V3)V4A+VI5+ (1 —V2)V7+5V2.

o7, | V3-V24+1  V34+V2-1
"2\ \VBHV24+1 VB3-v2-1)
Va2 + V02 = Ve (Ya+ Vb)? = Ve
27, <1+ a ) ADELES

280. 3V/ /7 — 3V /7 +2 /T - V7.
281. Akoje A= V/52+7-V5v2 -7+ \4/2(3+\/5)-€/2(3—\/5),
B = (3+2V5)v29—12V5 — (V10 + V8 — 3v2)(vV2 + 1,6 + 3,/0,4),

tada su A i B prirodni brojevi i jednaki. Dokazati.
282. Akoje A= V5 V55 V595 — /220,
B= (3\/¢3- Y5 \3/5\/5) . /255, tada je A = B = 3.

Dokazati.

Uprostiti izraze (283-292):

283. 535 — i V5 + 43/ V5925 — 41,
284. \/W—7W+4m—5“ a\/a.
285. \/Vas - {/a- {/\/ﬁi‘/{‘/ﬁ

286. Vava®  Vava®  ¥/a2\/a- W
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o877 a 1 a?+1
Va2 Fl-—av?2 Vaz+1-+2 a+1
2 2
288. sla 1 /a“+a 1 ./ G
a—1 a+1Va—1

289. <a\/§+ b\/%>2 + (a —b)2.

: ((\/5+\/5>2+(f\/5>2><< §+\/§> M)

.(\/E+ﬁ)2—\/@<\/%+\/§>.

292. \/ab+ 1+ 2vab+Vab+ 1 — 2v/ab.

29

=]

29

=

Dokazati da je (293-299):

25v2 + 24/5 Q 5
5

3. ——— = — +—=+2=-1.
V250 + 5v/8 V2

294, ¢ 9_5‘/3—‘/3_1:0
9+5V3 V3+1

sos, Vi V@ 1w o

— = (Ja] < 1).
(Va—- Vo) 2+ (Wat Vo) (a-b N7 _,
29:.) N .(\/a+\/5) =2 (a,b >0,
a#b).
297 1+v3__2+V3 =0
T 2v2 Y0+12v3
2(2*\/§> 4 _ _
298. NN W 17— 12v/2 = 0.
299.M:¢3+1.

/10 + 6v/3
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Dokazati da je vrednost izraza iracionalan broj (300-304):

300.A:\/(2+\/§)- T-4V3+(V3-V2) - V5+2V6.

301.*A$\/32\/§ 3+2v2

17—-12v2 \17+12v2°

VB WV VVET

302.% A =
V8- VV2+1
soss 4 VYT VI 1-Jvoi- Va1
VYT - V2B 1
304.% A = V8- VV2 il

Va1 -1
Uprostiti izraz (305-307):

3V5+5 2v/3+3 3—5 V3
305'\/ s N\ T \/ 2 +\/17'

306. \IS\/§+\/2+2\/§~\/3+\/\/_2\/§+\/188\/§.

307. V/ 5x/3-\/\/1+§+w:\/1(\/57—1)2.

3 16

Racionalisati imenilac razlomka (308-321):

2 . V30
308. a)2+\/_7\/5, b)\/_i\/ng\/ﬁ.
5 V3 3v2

09. \/5+\/§+\/57\/§. 310. 1 V5 2v5 — vio"
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2 —V2 1
311. AkojeA:m, B=-— tadaje A— B = 0.
2 Vorva | Ba
Dokazati.
2 21 —
312. Ako je A = M, ~ 3 tadaje d = B
2+ V3 - VT7 VT -2
Dokazati.
313. Ako je M:M, N:ﬂ,dokazati da
V2 V2+VE+ VT
jeM+N=0.
314. Ako je V = m+2\/ﬁ+2\/§+7, W = ﬂ,tada
V5 + /2 V6 — V5 + V2

jeV=W= V6 + V5 + V2. Dokazati.
8

1
. 316.% :
VI+ V6 + V4 V15+v5 -3 -1
6 2

VL VT 423+ 2 318. Vi2+3-v2-1
7 390, W2+ TV3+ VT
1-vV2+V2 W24+ V3 -7
9v2
1+v2-2v6—-V10

322.% Ako je \/302 + Jrty? + \/y2 + /2%yt = a (z,y > 0), tada je
Va2 + {/y? = va2. Dokazati.
a9 as

1 al a/TL .
o Je by by bs b, ada je

315.*

317

319.

321.

Viar+as +az+---+an) - (by +ba+ b3+ +by)

:\/a1b1+\/a2b2+\/a3b3+~~~+\/anbn.

Dokazati.

Uprostiti izraze (324-342):

324.A< vitn l-n ) (ENE I
Vitn—vV1I-n V1-n24n-1 n n

0<n<1).
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(\/(1n)~\3/1+n.3/ 3n? )_1
n 4 — 8n + 4n?

325.% A = (0<n<1).
(=)
2v/1 —n?
1+a Y1+a
326. A = 1/ \/9+18a_1+9a_2 (a > 0).
327. A= (p° +¢*°)" (‘1+q‘1)+7(p075+q075) (7" + ),
(p>0,¢>0).
328”4:((“6/%\3/5@%%)_1_%).
329.A=m3-((%+€/z>++\/(;/_w) )-330\/5 (z,y > 0).
222 (1+xm 1—m2
330. 4= \/9+18x+9x2'\/ 23;
cas (s, ) VB,
331. AZ(W”ﬁ) (4 — Vx3)~1 <\F+2 _mo,5>.
\/_7\/5 Q+W 4 (A 4
332. A= \%_\%<ﬁ+%\/ﬂ>.(\/— 7).

333.%F A = 1§/§x(a+\/a2 —4m4) . i/\/3a+6m2—\/3a—6x2, ako je
a>2x2ix>0.
\/6+2-(\/6+\/§+\/§)—\/6—2-(f—\/§+\/5)

7 )
335.A:(€/5+2\/6+€/\/§+\/§)~€/\f7\/§.

336. A — (€/1+2\/67 €/25+4\/6)~ J2v6 — 1.

334.% A=




46 1. Stepenovanje i korenovanje

337. A= (%/9+4\/5+ \3/2+\/5)-€/2—\/5.

V3 + V11 +6v2 - /5+2/6
V246 +2v5 — V7 +2/10

339. A:2\/3+\/5— V13 + V/48.
340. A = \/13+30\/2+ V9 + 4v/2.

341.*A:(6\/3+2\/§+ €/1+\/§)-€/1—\/§.

338.% A=

342. A= \/\/3 \/3f V29 — 12v/5.

343. Izracunati vrednost izraza

_ Vi —2v2 _ Vz+2v2
\/302—430\/54-8 \/m2+4x\/§+8

za xr = 3.

Svesti na najjednostavniji oblik izraze (344-353):

1 1
Vi—a+ —— N
" Vita, 1-a N
344. + . 345.
L vi—a L1
Vv1—a? 1—m?2
2am 2am a 1 1
et T e \vat
346. n M- 347, ZAVE VS
14 2am o 2am lJr 1
1+m?2 1+m? r  Vax
vatvh, Ja- b \/1+2‘/a+ L
348, VI=Vb Vatvh g atl atl
Va+vbh  Ja—+b \/Hwa NG
Va—vb  Ja+ Vb a+1 a+1
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Va—1
350. \B/a_2+%+1
\3/ a _\3/ a _a2—a—1
(a—1)2 a—1 (a —1)2
r+a
3@_@)%9@2_ 2, [
351.

a2 I,L
— +4(a+m) b 7
354. Ako je
2 2 2 2
A= 2z \/a R +1+\/a g,
2ax 2ax
B = r—a n r—a ’

tada je A — B = 0. Dokazati.

Uprostiti izraze (355-370):

a b a b
= s aet s 5 5/55 5/Em
355, Vo Vb Va Vb gee VoAU 4+ V5 .
Ja—-Vb  Ya+ b Lot
(\/i+\/§) -
357 VY
(VT - /y)?
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358.

359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366

367.

V27— /8 B V27 + V8
V6 V6
\/§+\f—\/§+\/§ f—\/§+\/§_\/E

U5+ i3 Y5 iB
V533 5t 3

V5B _V5i i3
Vi V5B
1 1 2 4 8 16

+ e
1=Ya 1+%a 14V 14Yat 14+Va® 14 Val®
1 1

1
Vo(Vb+1) +1(\/E +1)(Vb+2) +1(\/E +2)(Vb + 3)5

T V3ot d) (B d(ot5) Vb(ot5)
1 1 1
IVEE VTR p L o
it W

- — R TS CEA S C S O)
\3/§+L \3/?;
7z
[T Y
Yy :U+ 2 Wy N
1 1 1 1 ’

1
G VTl Ve
3

I 3 yo 2Va—1
<<75+1 \4/a_3+1+\4/a_2\4/5+1> (f \‘75+1>'
1

1—v/4
. .

1- V16

1+ V4 +
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11
ags. VPV a2y YTy
%_i_é (Vr+ ¢y)? =3¢y Va2 — 3/y?

2o, < VT T >_1+<667T+4y1>_1 Y- VT
Vay=t 4+ ya! 2 V(@y)~!
o V-1 < Vb _1>.V—W—\3/b_4+\3/5
S Vab+ V62 \Vb-1 1— Va2 '
371. Dokazati da je vrednost izraza
1 1 2 4 8 16
I VZ 142 14VE  14VE 14VE 14V

racionalan broj.

37

Uprostiti izraze (372-377):
gra, [VE+VEEVE VB4 VE- B\
CA\VBEVEZ-VE VBHV2HS
_(ﬁ+ﬂ+ﬁ ﬁ+f—ﬁf

V3+vV2-V5 V3+v2+46

1 3
3 (FrvErT  WETET o
3 2(V5+v3) -1
+(\/3+\/§)2\f\/§+1>'<\/3+f VE+V3+1 )

374 \4/1+<‘/§+1+ 6(VI+V3) 2(VA+V3)-1

CVA+VB42 (VA+VBR -1 VA+B-2

375 3 _3(Vat Vb) +3(Ja+ Vb)*+3
Va1 (at oy ~
(Va+ ¥b)'— Ya— )\ Ya+ Voo (at Vb)
(YVa+Vb)3+1 3 ~
1 (V5+ V1)  + 35+ Vit 1

376

CWBrvA-1) | (VB vA) 1
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2VI5_ W g
V5+ V3 V5+/3
377. — + :

BB V5 VB-2v6

1.3. Kompleksni brojevi i osnovne operacije sa njima

Definicija 1. Skup svih kompleksnih brojeva, u oznaci C, jeste skup
uredenih parova z = (z,y) realnih brojeva za koje vaze sledece aksiome:
1) Aksioma sabiranja: (z1,y1) + (22, y2) = (21 + Z2, Y1 +y2).

2) Aksioma mnozenja: (z1,y1) - (T2,¥2) = (172 — y1y2, T1y2 + T2y1).

Definicija 2. Kompleksan broj (0, 0) naziva se kompleksna nula, a broj
(1,0) kompleksna jedinica.

Definicija 3. Kompleksan broj (0,1) naziva se imaginarna jedinica i
oznacava se sa i.

Stav 1. Svaki kompleksan broj (x,y) moze se predstaviti na jedinstveni
nacin u obliku x + iy, koji se naziva algebarski oblik kompleksnog broja

(z,y).
Definicija 4. Neka je dat broj z = z + iy (z,y € R). Broj z = x — iy

konjugovan je broju z.

Definicija 5. Modul ili norma kompleksnog broja z = x + iy je realan
nenegativan broj /z2 + y? 1 oznacava se sa |z|. (Cesto se |z| oznacava

sarilip, tj. |z|=r=p= 22 +y2)

378. Izracunati:

a) V=36 — /=16 — V64 + /—49;

b) V=18 — /=50 + /=72 — /=98;

¢) V—aZ = vV=a?+2ab— 0% + V=12, (a > b >0).

Izracunati, tj. svesti na oblik z + iy (379-383):

379. a) (3+2i)+ (5+8i); b) (7T+2i)— (4+ 3i);
c) (84+4i)+ (7T—2i) + (=6+14); d) (7+3i)— (2+8i)+(9—12i).
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380. a) (—5+2i) - (3+2i); b) (6+2i)(6 — 2i);
c) 3+414)-(2+3i)—(1—1i)% d) (5+1i)-(1—2i)+ (5+ 3i)2

3+ 2 2414 2430 5—2i
381. a) oLy 2Ly ZE0 gy 2
141 2—1 2—31 1—12
241 2—1 1 ) —4+i)(—4—1
382, a) 201 2oty LES (AROCAZD),
2—4 241 (=1 —1)2 141
C)lf?)'z‘i i'; a) (1+z‘)-(3'+22‘).
142 2+1 2—1
2 23 4 ;5 6 7 ;8 ;60 L+i 1=t 94 33 .49
383. a) i%,4°,4%,i°,45,47,i%,i%; b) -+ —— 1t 100
1—7 141

384. Odrediti module brojeva:

a)3+4i; b)4—3i; c¢)5+12i; d)8+15i; e)d+1i; f)7—2i.

385. Dat je kompleksan broj z:
3+1 3—2i 2—4 . .
m; b) z = SR +3+i' Odrediti Re(z) i Im (2).

386. Data je funkcija formulom:

a) z =

f(z) = 2% —4iz — 7 — 4i.

Odrediti f(2 4 3i) i f(—2+ ).

387. Ako je f(z) =2+ z + 322, izracunati f(2) i f(2) za z = 3 + 2i.

388. Izracunati vrednost kompleksnog izraza:

a) 11;%2 zaz=14+1i; D) 22123 za z = —% + %z

389. Resiti po z jednacinu (z =z +iy): a) (2+14)z = 5 + 44;
b) (2+i)z+ 2z —3 =4+ 64;

c) 22(3 — 5i) + z — 1 = —30 — 654;

d) (z+4) - (1+20)+ (1 +2i)- (3—4i) =1+T7i.

390. Resiti po z jednacinu (z = x + iy):

a) 2 +22=6-1i; b)Zz+4z=20+18i.

391.*% Dat je kompleksan broj z; = 2 — 3i. Odrediti kompleksan broj

z = x+1y koji zadovoljava konjunkciju Re (z-21) = 18 A Im (i)
21

1



52 1. Stepenovanje i korenovanje

392.*% Dat je kompleksan broj z; = 2 + i. Odrediti kompleksan broj
z = x + iy koji zadovoljava konjunkciju:
a) Re (Zil) = 72 ANIm(Z-2z1)=1;
b) Re(z-21) =1A Im (i) = f§.
21 5

393. Odrediti realne brojeve z i y iz jednacina:
a)3r+ai—2y=12—iy—i; b)bx—3yi+2i=06—ix —y;
c) (z+iy) - B—=Ti)=2+4i; d) (z+iy)-(2+4) =1+ 3i.
394. Rastaviti na kompleksne ¢inioce sledec¢e binome:
a) x> +1; b)a?+81;¢) 42 +49; d) a®+b* e)a+bd.

—1+4V3

395.* Ako je z = — dokazati da je 22 +2+1=012%= 1.

396.* Dokazati:

(28] (252 -

o () (252

4 4
o LHivT) (1=
2 2 -
d) V1+ivV3++v1-iv3= V6.
397. Dokazati da je z = (1 +1)* — (1 — i)* realan broj.

(1414)% — (1 — )6
(1+4)6-(1—4)

398. Dokazati da je z = imaginaran broj.

399. Dokazati da je:
a) (1 +i)* realan broj ako je k prirodan broj;
b) (1 +i)*+2 imaginaran broj ako je k prirodan broj.

400. Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja

1 -\ 1 F\ 1
a) z = (1+Z) ; b)z= (1(—’—%, ako je n prirodan broj.
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401. Ako je z =z + iy i w = a + bi, dokazati da je:

z|_ |2

) feowl = J2| - ful; b) [ 2] = 2

144\

402. Izracunati 3 -+ JF,Z .
1+ 21

403.* Dokazati da je (\/§+ i)% + (\/5 —14)0 = —46.
404.% Ako je z = 2+ 114, onda je /z + /Z = 4. Dokazati.

405. Odrediti kompleksan broj z = x + 1y koji zadovoljava konjunkciju:

z4+2 z 1 z—3 z
:1 _— = — :1 _— :2
8 |17 ARG(2+3¢) EA Py /\Re(2+i)

Resiti po z jednac¢inu (z = x + iy) (406-411):
406. a) |z|+2z=2+14; b)|z|—2z=1+2i.
407. z+ |z + 1| +i=0.
408. |z|> = 2iz+2i =0. 409. 22 =1+ 2vai —a (a > 0).
410. 22 =1 —ab—2Vab i, (a >0, b > 0).
411. a) 22 =3+4i; b) 22=1-2iv2; ¢) 22 =—1+2iV6.
412.% Odrediti kompleksan broj z ako je
|z —2i] = |z| Az — 1] = |z — 1].
413.% Odrediti realne brojeve a i b tako da je kompleksni broj
x = a + bi koren jednacine 22 — 3z +3 4 i = 0.
414.% Ako je 21 =3+ 31, 20 =5 — 1 i 23 = 3 — 41, dokazati da je

V13
ot

21 — Zo + | 23]
z3

9 9
—1+i 1
415.* Dokazati (%) + <J> —9.

2



IT GLAVA

2. KVADRATNA JEDNACINA I KVADRATNA
FUNKCIJA

2.1. Kvadratna jednacina

Definicija 1. Jednacina oblika

(1) ar® +br+c=0, (a#0)

naziva se kvadratna jednacina, gde su a, b, ¢ realni brojevi a x nepoznata.
Ako je ¢ = 0, jednacina (1) svodi se na oblik (nepotpuna kvadratna
jednagina)

(2) az® + br = 0.

Ako je b =0, onda se jednacina (1) svodi na oblik

(3) ar® +¢c=0

Resenja kvadratne jednacine (1) z1 i 22 data su formulom
(4) T12 =

Definicija 2. Izraz D = b? — 4ac naziva se diskriminantom kvadratne
jednacine (1). Priroda resenja kvadratne jednacine (1) zavisi od diskri-
minante D, i to:

1° ako je D > 0, reSenja 1 i 3 su realna i razlicita;
2° ako je D = 0, reSenja x1 i x2 su realna i jednaka;
3° ako je D < 0, reSenja x1 i z2 su konjugovano kompleksna.

Ako kvadratna jednacina (1) ima oblik az? +2kz +c = 0, (b = 2k), onda
su reSenja

—k+VEk?% —ac

(5) T1,2 = 5
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Ako kvadratna jednacina (1) ima oblik 22 + 2kz + ¢ = 0, reSenja su
(6) x1,2 = —k £ vV k‘2 — C.

416. Resiti nepotpunu kvadratnu jednacinu:

7 2 5 2
a) 4% — 9 = 0; b)4x2—2§=0; c)lg—ﬁﬁzlg;

d) 0,042% +0,7225 = 0; e) 522 +180=0; f) 0,122 = 14, 4.
417. Resiti jednacine:
a) 372 — 5x = 0; b)gacQ—l—éac:O' 0)2302—130:0'
) 3 5 b 3 b
3

2 1
d) 112 —137= §x2 +a; e) (z—2)%+ (22 +3)? = 13 — 4ua;

f) (22 —15)(2x — 7) — (x — 36)(x — 8) + 36 = 0.

418. Resiti po z jednacinu (a, b, m, n parametri):

a) a’z? + bx = b*x? + ax;  b) max? — mix = na? — n’x;

) (y—m)®+(y+n)?=m?>+n% d) (z—a)-2x(—a)+d;

e) m?(22 —25) =n?(22 - 25); f) (z+a):(x—b)=(b+2):(a—2);

g) (a—2)(b+z)+ (1 —ax)(1 +bx) = ab(1 — z?).

419. Odrediti skup resenja jednacine:
r+4 x—4 1 34 2¢+1 20 — 1
= — b = :
ey ey Sk TR el e il P
)57:c+5+:c 100 d>x+2+x—2 21
c = : —9_.
xr+5 5—x 25—g2’ r—2 x+2 6

420. Odrediti skup resenja jednacina

322 -1 2z+1 22-2 1 (2z+3)?  3z+2
= — b —_ :2—'

e T3 P 5 5’
r—1 1, 3@—-1) x+11
3t T s T T

1 1 1 1
d =0;
):c+1+:c+2+:cfl+:cf2 '

20 — 1 3xr+1 x — 20

) i3 @-D@=5 P-2-15
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421. Resiti po z jednacinu (a, b parametri):

2) 20+b+y y—2a+b b) b+x_b—x_(a2—b2)x2_
y+2a—b 2a+b—y’ a—z a+z  a®2—22
C)x2—a2 2 — b2 $2+a2+62_0.
b2 a? ab 7
22 —a®> 2a®+2b%2  b% —2?
d — = 2.
) b2 ab a? +

422. Koristedi ekvivalenciju AB =0 <= A =0V B = 0, odrediti skup
reSenja jednacine:

a) (1-2)(4v2—-2x)=0; b) (z—2)2-9=0;

¢) (4z —12)(zvV2—-1)=0; d) (z+1)? —25=0;

e) Br+4)2+25=0; f)(x—5)2+5=0.

—bEVb2 -4
423. Koristec¢i formulu z;,2 = 2—ac za reSenja kvadratne
a

jednacine ax? + bz + ¢ = 0, resiti jednacinu:
a)z? —5r+6=0; b)a?—-3r—-28=0; «c)22%—5r—25=0;

1
d) 22—-0,112+0,001 = 0; e)4a?—172+4=0; f) 1279§:c+1 =0.

b b\ 2
o y(5) e

a
jednacine ax? + bx + ¢ = 0, resiti jednacinu:

a) 22 +12x —13=0; b) 22 — 62+ 58 = 0;
c) 9y? —36y+37=0; d)22—8z+41=0;
e) 0,222 — 1,34x — 0,42 =0; f) 22 — 242 + 108 = 0.

425. a) 22 — 9z + 18 =0; b) 52% + 17z + 6 = 0.
426. a) 622 —5x+1=0; b) 622 — Tz — 20 =0.
427. a) 522 — 142 +8=0; b) 822 +10x —3 =0.
428. a) 2 — 302 +221 =0; b) 2% + 142 — 207 = 0.
)
)

424. Koristeéi formulu x1 2 = za reSenja kvadratne

2
429. a) 22 — 122 +31=0; b) 2?2 —6v22+6=0.
2

430. a) 22 — 452 +11=0; b)4a? - (4V/3 -1z —+/3=0.
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431. Resiti po = jednacine:

a)2® — (3+2V5)z+7+3V5=0; b)a®—(3-2v2)z+4—-3v2=0;
¢) (1+v2)z2 —2(1-v2)z—3vV2+1=0,

432. Resiti po z jednacine (a, b realni brojevi):

a) 22 + 2bz — a? +8ab— 156> = 0; b) 2 —3axr +2a%+a—1 = 0;

¢) 22 +a"z = a®x +a*;  d) (a® — b?)2? — (a® + b?)z + ab = 0.
433. a) 2522 — 30mz +9m? —4=0; b) 22 — daz + 4a® — b2 = 0.
434. a) 12 — b2 =2a(b—1z); b) 2% —4dmz +4m? —1=0.

435. a) m(n+ 2% + 2 —m(m — 1) = 0;

b) (a? —m?)z? — 2(a® + m?)z + a® — m? = 0.

436. a) 2z —a)? =2(x+1)—a; b)z(a+b)*(x—1)+ab=0.

437. 2% + ab(a® + 2ab + b?) = oz + b*x + 2abx.

438. Jednacine amz? — (a? — m?)z —am =0, am(2? +1) = a®z + m*z
imaju dva jednaka korena a druga dva suprotna. Dokazati.

439. U jednacinama z? — 5mzx + 4m? = 0 i 22 + 3mx — 4m? = 0, prva
reSenja su jednaka a druga suprotna. Dokazati

440. Date su jednagine 22 —2az+a%—b% = 01 (a®> —b?)2? —2az+1 = 0.
Dokazati da su reSenja druge jednacine recipro¢ne vrednosti reSenja prve.
441. Jednacine 22 —damar+(4m?a®—b?) = 0i 22 —2bz—(4m2a?—b%) = 0,
imaju dva jednaka korena a druga dva suprotna. Dokazati.

_4 _
TTR 279 14?4 dazr—21a2 imaju dva jednaka

442. Jednacine
a T —4a

reSenja a druga dva suprotna. Dokazati

Jednacine u zadacima (443-456) transformisati u ekvivalentne kvadratne
jednacine i zatim odrediti skup njihovih resenja:

443. a)(2z — 3)% + (22 — 5)? = 4(x — 3)% + 30;

b) (z—3)2+ (2 —4)2 = (2 —5)?+5.

444. (z - 1)z —2)+ (2 —2)(z—3)+ (z —3)(x — 1) = 0.
445. (z+ 1)z +2)(z+3) — (z+4)(x+3)(z+2) =z — 5.
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2 1 1 1 3 y+1 3(y—1)
446. a) =22 —1-2—1-=1-2-32; b)Y Z—4+ 22 (4 -3)241.
a)g:c 21 1 Sx 34, ) 3 + 1 (y—3)*+
447 2,2 22 11 +572 2_ 17 +1
CgY Ty T QYT T gy TRy T
2z + 1 r—1 r+3 44z
448. - — - :
a) z+3 2-9 33—z 3+2’
b) bx 5 _430—5
22 —x—1 2z+4+1 22-1°
2 2495 5 5
449, a) =2 T+ - :
r—9 22—-81 zz+9 x—-9
b) 20+ 1 _ r—1 6

2+r-6 22-bx+6 22-9
x(x+5) r+1 2x—2 12(x = 1)

450. 22 -8z +12 z4+7 x4+7  22—-8zx+12°

451, 2x—5+ -3z  xz—4 (x —3)2 .
x—11 (z—6)2+1 =x—-11 (z—6)2+1

459, z(z+5) @ _ 4 3x+416 .
22-8x+29 x+5 x+5 22-—8r+29

453. ! — 1 = 1 + L .
22 -3z —-10 224+72+10 22—-4 z22-7x+10

454, z+1 T 2x — 3 18

23z 2?18 a2+3r 10230

455. a) |z — 1|+ 2?> =32 +2=0; b)z?-3lz|+2=0.

c) w2 —8lz|+15=0; d)z?+22—-3|z+1|+3=0.

456. a) v — 1| |z +2|=4; b) |22 =3|z|+1]=1;

¢) |z =8z + 12| =22 — 8z +12; d) 2z|z — 3|+ |z + 5| = 0;
e) ¥2 + |z + 3| + |z — 3] = 4,5|z| + 6.

Jednacine u zadacima (457-467) transformisati u ekvivalentne kvadratne
jednacine i zatim odrediti njihov skup resenja (a, b, m, n realni brojevi):
a b (a+b)? a? 4 ab® v+t B

457. + = 458. 1+
a—z b—x ab ar a T

459. % 1 B 2a+b
T 2c2 2z(da+2b+c2)  c2(4a+2b+c?)
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_ 2 4 12 _
460‘a z ab _a +b _b x.
b—ax a?+10b2 ab a—2x
2 _
461 a+m  a+2m _ b—m b+m

200+x) a+b+x a+b+az 20b+x)

x(m—l—i) l(1—%) m—z
462. am:s — 4 a’l m

@ m?> m
b > 3
2 2 1 1 1 1
463.8) 1 + ¥ i 4ne b)) —— 1 _1. 1
m-—-x xT—m rT—m x—-nm m n
_ _ 1 _ 1
464.a)m n+ac m:_O; b)x—l-m_ac n:l_,
r—m r—n 3 r—n r+m 2
a+4b a—4b b a+6b a—6b b
465. - - —4-: b)) — " —6=
3L):ch2b x—2b a’ ):c+3b x—3b a
a—2% 1 a—1
466, 2) 20 1 ___ 71
2) (a—2x)2 a a®—ax(2a—2x)
by L 1 2(n+3)
2n+nr 2x-—x2 3 —dx’
-1
467. a) — 2 a :

nr—x x2—2nz? + n2a?

S

22 — 2ax + a? 92’

468.* Data je jednacina 222 — (a+b)z ++Vab(a+b—2x) =0, gde su a i
b realni brojevi. Dokazati da je jedno reSenje date jednacine aritmeticka,
a drugo geometrijska sredina brojeva a i b.

469.* Data je jednacina
2(a+b)x? — (a4 b)*x — 2ab(2x —a — b) = 0,

gde su a i b realni brojevi. Dokazati da je jedno resenje date jednacine
aritmeticka, a drugo harmonijska sredina brojeva a i b.

2 1 1 1
470.% Ako j = a2? 1 -— -
oje flz) = (e + )<x+1 x? 2x2+2x+x3+x2)’

resiti jednac¢inu f(z) = z — 3



60 2. Kvadratna jednacina i kvadratna funkcija

22— 10z +9
(x—1)2 — (1—2)(3—22)’

472. Akoje f(x) = {;:E+23 i i ; resiti jednac¢inu (f(x))? = 4o+ 1.

471. Ako je f(z) =

resiti jednac¢inu f(z) = 3.

473. U slede¢im jednac¢inama odrediti parametar m tako da resenja po
x budu jednaka:

a)4z? —2(m+1Dz+m?—3m—1=0; b)z?-2(m—2)z—(2m—4) = 0;
c) 22 +2(3—m)z+2m—3=0; d)3mz®+20Bm+4)z+3m—5=0;
e) (m+1Dz2+2(m—1)x+4m+1=0;

f) 2m - 122+ (m+2)z+m—1=0.

474. Zavisno od parametra k odrediti prirodu reSenja kvadratne jed-
nacine po x:

a) (k—2)22 — (k+ 1Dz +k+1=0; b)(k—-2)2%— (k+1)z+4=0;
¢) (4k — 3)2? +2(3k — 2)z + 7 — 6k = 0;

d) k222 — k(5k + 1)z — (4k +2) = 0.

475. Ako su a, b, ¢ merni brojevi stranica trougla, onda su koreni
jednacine b?z? + (b? + ¢2 — a?)x + ¢*=0 kompleksni. Dokazati.

476.* Data je jednacina a(b—c)x? +b(c—a)r+c(a—b) = 0. Dokazati da
su za svako a, b, ¢, (a(b—c) # 0) reSenja date jednacine realna. Odrediti
ta reSenja.

477.*% Ako je a + b # 0, jednacina

(a+b)%2® — (a — b)(a® — b*)x — 2ab(a® + b*) = 0
ima realna reSenja. Dokazati, a zatim resiti datu jednacinu.
478.*% Date su jednacine
(1) 2? + 272 +a=0,
(2) (1+a)(z® + 22 +a)—2(a—1)(z* +1) =0,

u kojima je a realan parametar, a x nepoznata. Dokazati da su koreni
jednacine (1) realni i razli¢iti ako su koreni jednacine (2) kompleksni i,
obrnuto, da su koreni jednac¢ine (1) kompleksni ako su koreni jednacine
(2) realni i razliciti.
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479.* Ako jednacina
(1) 2> +pr+q=0 (p, qrealni brojevi)
ima realna reSenja, onda i jednacine

(2) 2* + (p+2a)r+q+ap=0 (arealan broj),
(3) 32° +2(p+a)x+q+ap=0
takode imaju realna resenja. Dokazati.

480.*% Ako jednacina

(1) 22 +pr+q=0 (p,q realni brojevi)

ima realna resenja, onda i jednacina

2
1 1
(2) m2+(kz+z)px+p2+q(/€—z) =0,

gde je k realan broj, takode ima realna resenja. Dokazati.

481. Ako su a, m, n realni brojevi, dokazati da su koreni jednacine
1 1

+ realni.
r—m T—n

==
2.2. Vietove formule. Rastavljanje kvadratnog trinoma na
linearne ¢inioce

Vietove formule jednacine ax? + bxr + ¢ =0 (a # 0) glase
) c
(1) T+ To=— 1 T -T90=—.
a a

Cinioci trinoma az? + bz + ¢ su:
(2) az® +br +c=alx — 1) (x — 29).

482. Formirati kvadratnu jednacinu z? 4+ pz + ¢ = 0 ako su poznata
njena reSenja xp i Ta:
2 1

a)xy =—-7,20=-3; b)x = 25, XTo = 15;
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5+ 3v2 . 5—3v2
= ) 2 — )

¢) 1 =5+V2, 21 =52 d) zy

6 6 ’
e)x1 =2+3i, 20 =2 —3i; )z =343, 20 =3 —V3i;
) x -2 Ty = b
g 1_a+b7 2_a7b'
2++/5 2 -5 5 5
483. a) r1 = , Ty = i b))z = , Ty =
N T v, Wi R
4 + 51 4 — 59 3+1iv3 3—1v3
484. a) x1 = —gl,mgz 3 Z; b) 1 = +5Z\/_,x2: 5Z ;

485. a) 11 = 3a, 13 = g; b) z1 =2m, z3 = —zm

3 2 3m —2 —
486. a) 1 = m+ , Ty = m ; b)x1:a+m,x2:a m.
5 5 a—m a+m
m—1 m a+2 a—1
487. = =—— b = = .
a') Tl m y L2 m+17 )ml 2 y L2 2

Ako je dat zbir reSenja s i proizvod p kvadratne jednacine, odrediti njena
reSenja (488-497):

4 2
488. — 4. p=1Db)s=—.p==.
a’)s 7p I )S 37p 9
8 5 1—+v5 5 6
489. a)s: +\/_,p: \/_; b)s:——(\/6+1)’p:£'
2 2 6 6
4v/3 +2 2v/3+3 5v5—1
3 3 2
a a—2> 2a a? — b2
491- a)5:57p b ) b)s_—,p— m2
492 a)s—ga_b 7a2—ab. b)5715a—4 73a2—2a
) o2o2m 7Y 2m? - 6b 7T 2p2
1
493. s =2b—m, p = —(4b? — 4bm — 3m?).

3
1
494. s=a+b,p= §(2a2 + Tab — 4b?).

1 2 2
495. 5=a+2m,p=1(3m + 8am — 3a?).
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2
196, s— MM E2V3)
mv3+3
497, 5= 77a—26m7 b 6a? — 116;m—|—4m2

498. Data je jednagina 322 — x — 7 = 0, ¢ija su redenja x i 2. Ne
reSavajuéi ovu jednacinu, odrediti numericke vrednosti izraza:
a) P + x5 b)ad-ad; o) 4 + 3zial + 3w lwg + das
499. Ako su i zp reSenja jednacine 5z — 3z — 1 = 0, ne resavajudi je
odrediti numericke vrednosti izraza:
a) 2 — 3wy + 225 — 3r107;

T T T T 1 1)?
b) =+ —— 2 [ — ) .

To x9+1 a1 w1 +1 1 X9
500. Neka su x; i 2 resenja jednagine 622 — 5 + 1 = 0, ne redavajudi
datu jednacinu formirati kvadratnu jednacinu po y, ¢ija su resenja

1 +1 To+1
Y2 =

Y1 =

xl—l’ xg—l.

501. Data je jednacina 3z + 5z — 6 = 0. Ne reSavajuéi ovu jednaéinu,
formirati kvadratnu jedna¢inu po y, Cija su reSenja y; i y2 povezana sa
reSenjima 1 i x2 date jednacine pomocu

1 1
n=x1+-—, Ya=r2+ .
X2 Z1

502. Ako su z; i x5 resenja kvadratne jednacine 3z? —x —7 = 0, napisati
kvadratnu jednacinu po y; ¢ija su reSenja

3 3 3 .3
Y1 =27 +23, Y2=27]  Ty.

503. Napisati kvadratnu jednacinu ¢ija su reSenja ¢etvrti stepeni reSenja
jednacine x2 + px + ¢ = 0.

504. Resenja x1 i 2 kvadratne jednacine zadovoljavaju uslove:

a) 1 + x2 — 2x129 = 0, mxixe — (1 + 22) = 2m — 1;

b) z1 4+ 22 + 122 = m, 122 — Mm(x1 + T2) = —1;

Napisati ovu kvadratnu jednac¢inu i odrediti za koje vrednosti parametra
m ta jednacina ima realna resenja.
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505. Ne odredujuéi resenja x1 i xo date kvadratne jednacine po x, sas-
taviti kvadratnu jednacinu 32 + py + ¢ = 0 po ¥, ¢ija su refenja y; i
Ya!

a) 322 —5r—2=0,y1 =21 +2, y2 =22 + 2;

b) 322 —dx +1=0, y1 = 21 + T2, Y1 = T1T2;

X X
¢) 42% — 132 +3 =0, y1 = —, g2 = —
To I
2 2 2 1 1
d)2l‘ 73Z+5:0ay1:1’1 +x2,y2:—+—.
X1 i)

506. Neka su x; i zo redenja jednacine x2 + 2px + ¢ = 0 Odrediti jed-
1 1

nac¢inu az? + bz + ¢ = 0, &ija su reenja z; = 1 + —, 20 = T3 + —.
i) X1
507. Neka su x7 i z2 koreni jednacine x5 — (p + 1)z + p? = 0:
T x
a) odrediti jedna¢inu az? + bz + ¢ = 0, &iji su koreni z; = —1, 29 = =2 ;
T2 I
b) u tako dobijenoj jednac¢ini odrediti parametar p tako da jedan koren

te jednacine bude Z;
¢) za dobijenu vrednost parametra p na¢i odgovarajuée vrednosti x; i xs.

508. Ako su z1 i o2 koreni jednaéine 322 — (m+3)x+m = 0 (m realno):

a) formirati kvadratnu jednac¢inu ay? + by + ¢ = 0 po y, €ija su resenja
2 2
ylzl——;?ﬁ:l__?
I T2
b) u dobijenoj jednacini odrediti parametar m tako da jedno njeno resenje
bude dva puta veée od drugog;

¢) za tako nadeno m odrediti odgovarajuée vrednosti 1 i xa.

509. Neka su 1 i 29 koreni jednacine 222 — (p + 2)x +p = 0:

a) formirati kvadratnu jednac¢inu az2 +bz +c = 0, &iji su koreni 71 = x2,
29 = 33

b) u dobijenoj jednacini odrediti parametar p tako da jedan njen koren
bude éetiri puta veéi od drugog;

¢) za dobijenu vrednost parametra p odrediti odgovarajuée vrednosti 1
1 Z2.
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VE-1 o Vbl
V-3 " VE+3

510. Proveriti da li su brojevi 21 = reSenja

jednacine 2 + 2 — 1 = 0?
511. Ako je a + b+ ¢ = 0, odrediti korene jednacine ax? + bz + ¢ = 0.

512. U jednaéini 22 +ma +8 = 0, odrediti realnu vrednost broja m tako

3
da je zbir recipro¢nih vrednosti resenja jednak T

513. U jednacini 22 — 5z + n = 0, odrediti realan broj n tako da je zbir
kvadrata resenja jednak 13.

514. U jednacini 22 — sz + 8 = 0, odrediti vrednost realnog broja s tako
da je suma kvadrata resenja jednaka 20.

515. Data je kvadratna jednacina 22 — (k + 3)x +k + 2 = 0, gde je x
nepoznata a k realan parametar. Odrediti parametar k tako da je suma
kvadrata reSenja jednaka 26.

516. U jednacini 22 — (m — 4)z +m — 6 = 0, odrediti realan broj m tako
da je zbir kvadrata reSenja 12.

517. Data je kvadratna jednacina z2 —2(3m — 2)z +4 —m? = 0, odrediti
realan parametar m iz uslova:

a) da su reSenja realna i jednaka; b) da su resenja suprotni brojevi;

¢) da su reSenja reciproéna; d) da je jedno resenje jednako nuli.

518. Data je kvadratna jednaéina (m+1)z?—2(m+3)z+9 = 0. Odrediti
realan broj m tako:

a) da su reenja realna i jednaka; b) da su resenja suprotni brojevi;

¢) da su reSenja reciprocna.

519. Data je kvadratna jednacina 5z2 — 2maz + m? — 4 = 0, odrediti
realan broj m iz uslova:
a) da su reenja realna i jednaka; b) da su resenja suprotni brojevi;
¢) jedno resenje je nula; d) jedno resenje je 1;
53

e) suma kvadrata resenja jednaka je 50"
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520. Data je kvadratna jednacina
4r% —2(2a — V2)z + 20% — 2av/2 — 1 =0.

Odrediti realan broj a tako da vazi:
a) reSenja realna i jednaka; b) reSenja suprotni brojevi;
¢) jedno resenje je jednako nuli; d) jedno resenje je 1.

521. Ne resavajuc¢i datu kvadratnu jednacinu, odrediti m tako da njena
reSenja zadovoljavaju uslov:

a) 222 — +5x +2m? —4m +2 =0, 11 — 2w3 = 1;

b) (m + 3)x2 — 3mx +2m =0, 221 — 19 = 3;

c) 3(m—1)2% —4(m — 1)z +2m — 1 =0, 13 = 3z1;

d) ma? —2(m+ 1)z +m —4=0, (4z; + 1)(4ze + 1) + 2 = 20;
1 1 )

e) (m72)z272(m—1)z+m:0’x—12+$_22:1;

f) 22 —mz —m? —5=0, 2v1 + 222 — 1172 = §;

g) 22 —2mz+m2+1=0, 22 + 2 = 16;

h) (m — 2)z? — 2mz +2m — 3 = 0, 322 + 322 = 10x2x;

i) 22+ (m—3)zr+1—-2m=0, —+—+6—O
T

al—z+m=0,z23+2 =T,

k) mz? — (2m+ 1)z +1=0, 212057 + 2229 = 4.

522. Data je jednacina (m — 2)z% — 2(m + 1)x + m + 3 = 0. Odrediti
parametar m tako da zbir kvadrata njenih resenja bude jednak 52.

523. U jednacini 22 — 2(3m — 1)z + 2m + 3 = 0 odrediti parametar m
tako da je zbir kubova reSenja date jednacine jednak zbiru reSenja.

524. Neka su x1 i o reSenja jednacine ar?+br+c=0 (a #0). Izraziti
u funkciji koeficijenata a, b, ¢ vrednosti sledecih izraza:

1 1 1 1

2 2. by . 3 3. ) — 4+ —

a) i + x5 )Z2+Z17 ) T + x5 ):E13+x23
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525. Za svaku od sledeéih jednacina nac¢i vezu izmedu njenih resenja
koja ne zavise od parametara:

a) 3(m — 1)2? — dma — 2m + 1 = 0;
b) ma? — (2m — 1)z +m + 2 = 0;
3
c) (m+2)z2 — (2m+ 1)z + = 0;
d) 22 —=2(a+ 1)z + 3a + 2 = 0;
e) (k—2)z?—2(k—1)ax+k—-3=0;
f) 822 —4(p —2)x +p(p — 4) = 0.
526. U jednacini (k — 1)z? + (k — 5)z — (k + 2) = 0 odrediti parametar

k tako da je:

1 1
a) -+ ->2% b o a3 <2 o) wfzytaad <2

527. Data je jednaéina 2 — (m+3)xr+m+2 = 0. Odrediti sve vrednosti
realnog parametra m za koje je ta¢na konjunkcija

1+1>1/\ Zrxl<b
—+—>- Az T ,
Tr1 X9 2 ! 2

gde su x1 i z9 reSenja date jednacine.

528. Ako su a i 3 koreni jednacine x? + ax + a® + b = 0, dokazati da
vazi jednakost o + a8 + 3% +b = 0.

1
529. U jednaginama 22 —ax +b—4=0iy> —by+a— 1= 0, odrediti

realne brojeve a i b tako da koreni jedne od tih jednacina budu jednaki
recipro¢nim vrednostima korena druge jednacine.

530. U jednacini 22 — (m + 1)z + m = 0 odrediti realan parametar m
tako da razlika kvadrata njenih korena bude 15. Za tako nadeno m resiti
datu jednacinu.

531. Za koje vrednosti parametra m jednacine:
a) 222 — (3m +2)z +12=01i 422 — (9m — 2)z + 36 = 0;

b) 22 + mz — 2m = 0 i 22 — 2ma + m = 0, imaju zajednicko regenje?
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532. Ako koeficijenti kvadratnih jednacina

P 4pr+qg=0 i 224+pxt+q =0
b

zadovoljavaju uslov ¢ + ¢1 = %, onda su reSenja bar jedne jednacine
realna. Dokazati.

533. Kakvi moraju biti realni brojevi p i ¢ da bi koreni jednagine 2% +
pzr 4+ g = 0 bili takode p i g?

Primenom formule az? + bz + ¢ = a(r — x1)(x — x2) rastaviti sledeée

kvadratne trinome na ¢inioce (534-539):

534. a) 22 + 22 —48; b) 22 — 192 +88; c¢) 422 + 3z — 85;
d) 22 — 5ax + 6a%; e) 322 + ar — 2a%; f) a®b? — Tab + 10.

535. a) 422 — 192 — 5;  b) 3a% + 20a + 12.

536. a) 12m? — 25m + 12; b) 12a? + 32a + 21.

537. a) x? — 3ax — 5bx + 15ab;  b) ma® — (m? + 1)a + m.
538. a) 2b®> — 5ab — 12a%;  b) m22% — 2m3x + m* — 1.
539. a) 22 — 62 +7; b) 4y* — 8y + 1.

540. Skratiti sledeée razlomke:
4z — 192+ 12 a’? +6a+8 22 — dax + 3a?

b) — ; ;
2) 1222 —2—6 ' )a3+5a2+4a 2 x? — (a + b)x 4 ab
d) xzt — 723 4+ 1222 ) 222 — 3ax — 14a?
< e :
3r3 —48x 22+ (2a+ T)z + 14a’
f) (322 — 48) (422 — 162 + 12)
(822 — 162 — 24)(222 + 22 — 24)°
4a® — 1 2a® — 5a — 3
541. Dati su razlomci v = m, = %, dokazati
da se izrazi mogu svesti na iste oblike.
. 2 —br+4 2 —x—12 .
542. Ako Je M = m, N = m, tada Je uslovno

M- N =0.
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2 —12a+ 36 21
543. Akoje P = %, Q = m, dokazati daje uslovno
PQ =1.
2a + 5b 3a—2b
544. Ako je A = B = tad AiB
01 A= 52 L 17ab + 502 942 — 3ab _2p2 CAPH AT

istog oblika. Dokazati.
545. Dokazati da su razlomeci

m2z2 4+ 3maz + 2 m2z? — 2mz — 15

 m222 4+ 5ma+ 6’  m2z2 —4mz—5

)

reciproéni (pod odredenim uslovima).

1022 — 3mx — m? 1522 — 17ma — 4m?
546. Ako je P = = tad
0Je 622 — 11lmx + 4m?’ @ 922 — 24maz + 16m2 o
su P i @ istog oblika. Dokazati.
1222 + 252y + Ty? 592 + 6y — 2722
547. Ako je A = = tada j
e 422 + 3zy — Ty? 5y? — 14xy + 922’ ada e
A+ B =0 (uz odredene uslove). Dokazati.
12a® — 11ab — b? 9a? — 24ab + 16b>
548. Ako je P = = tada j
e 302 —Tab+ 40" @ T 362 —abap—ap2’ P

PQ =1 (pod odredenim uslovima). Dokazati.

549. Odrediti tri broja od kojih je srednji po veli¢ini za 5 veéi od naj-
manjeg i za 5 manji od najvecéeg, ako se zna da je proizvod najveceg i
najmanjeg broja jednak nuli.

550. Ako se od kvadrata nekog broja oduzme proizvod toga broja i broja
7, dobijena razlika je tri puta veca od samog broja. Odrediti sve takve
brojeve.

551. Zbir kvadrata tri uzastopna parna cela broja je 200. Odrediti te
brojeve.

552. Odrediti tri uzastopna cela broja ¢iji je zbir kvadrata 110.

553. Razlika kubova dva uzastopna cela broja je 91. Odrediti te brojeve.

554. Naci dvocifren broj ¢ija je cifra jedinica za 1 veta od cifre desetica,
a proizvod trazenog broja i zbira njegovih cifara jednak je 616.
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555. Cifra desetica dvocifrenog broja je za 2 veéa od cifre jedinica. Ako
se taj broj podeli zbirom njegovih cifara, dobija se koli¢nik za 40 manji
od broja napisanog istim ciframa obrnutim redom i ostatak 4. Odrediti
taj broj.

556. Dva planinara su istovremeno krenuli na kotu udaljenu 30 km od
njih. Jedan planinar prelazi 1 km viSe na sat od drugog planinara i zbog
toga stize na kotu jedan sat ranije. Koliko kilometara na sat prelazi svaki
planinar?

. 7 . .
557. Dve slavine pune bazen za 1- ¢asova, a jedna slavina moze sama

da napuni isti bazen za dva sata brze od druge. Za koje vreme svaka
slavina posebno moze da napuni isti bazen?

558. Dva radnika treba da zavrse neki posao. Ako rade zajedno, zavrsice
ga za 12 dana. Za zavrSetak tog posla jednom od njih je potrebno 10
dana vise nego drugom. Za koje bi vreme svaki od ta dva radnika zavrsio
taj posao?

559. Visina jednakokrakog trougla jcdnaka je % osnovice. Odrediti
stranice i visinu tog trougla ako je njegova povriina 48 cm?.

560. U kom mnogouglu je broj stranica jednak broju dijagonala?
561. Koji mnogougao ima 170 dijagonala?

562. Stranica jednog kvadrata je 2 m duza od stranice drugog kvadrata.
Odrediti stranice tih kvadrata ako se njihove povrsine odnose kao 9 : 4.

563. Data je polukruznica nad pre¢nikom AB = 2R. Iz tacke M te
polukruznice spustena je normala M N na tangentu u tacki B. Odrediti

9
duz AM = x tako da je AM + MN = ZR.

2.3. Neke jednacine koje se svode na kvadratne
2.3.1. BIKVADRATNA JEDNACINA

Definicija. Jednacina cetvrtog stepena sa jednom nepoznatom koja
sadrzi samo parne izlozioce naziva se bikvadratna jednacina i ima oblik

(1) ax +bx? +¢c=0 (a#0).
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Bikvadratna jednacina (1) ekvivalentna je jednacini

(2)

a(x?)? + bz +c =0,

koja je kvadratna po nepoznatoj z2.

Resiti sledeée jednacine (564-596):

564.
565.

566.

567.
568.
569.

570.

571.

573.
574.

575.

577.
578.

579.

580.

581.

a) 2t — 422 +3=0; b)y* -5y —36=0.
a) yt —9y2 +20=10; b)x*+402% + 144 = 0.
1
a) 2 — 10922 +900 = 0; b) x4—9§—x2+1:0.
a) dz? — 1722 +4=10; b) (42? +5)(2? — 5) = 622.
a) (22 +2)% + (22 — 3)2 = 625;  b) 25u* — 299u? — 324 = 0.
(42% — 5)? + (2% + 5)? = 2(8z* — 83).

4 +3 (29> +3)* _ y' —6y°
4 12 3

x? | 3

579 20243 522 —16 30 — 222
2—-1 a2 2 "5 10 22-6
(322 —5)% — (32% — 2)? =3 — 4a’.

(22 —1)(2% — 2) — (2 — 2?)(2% — 4) = 6(22% - 5).

1
b2t — (b* +a?)2? +a?? =0. 576. 2* — <a2 + —2) 22 +1=0.
a

(22 — 22)% — 2(2? — 22) = 3.
(222 + 37)% — 34(22% + 3x) + 280 = 0.
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582.

583.

585.

586.

588.
589.
590.

591.

593.

594.

595.

596.

241\° 241
2(35 i > 9(35 + >+100.
T x
1 1)° 1 2 4 2z — 1
L Y Ll . (G
x 2 (x —2)2 2z +1 3x—4
72 16
(2 -1)2x—-9) 20-9
2?(x+4)  16(x +4) 3 x? 22z —1)
= — . B8T. = .
x? — 52 x2—-52 x—4 22z +1) x?
a?b?z* — (a* + b*)z? + a?b? = 0.
zt —2(a® + 1)2® 4 (a* — 1) = 0.
(a® —m?)zt — 2(a® + m?)2? 4+ a® —m? = 0.
2

- ~1
2t 20222 4ot —pt =0, 592 T _ T .

m+1  a22—-m
20 \? L,
a—2 2(a —222)

A +b)a—b) (ot bv2)(a — bv/2)
a? — 2b2 42
a?b?

(a—0)
2

mat o p) (M g
ab ¢ ab 7m(a+b)127

2(a — b) = “aba—p) @70k

20+ 9 —

=2

(a —b)%z* + = (a? + b?)22.

Skratiti sledeée razlomke (597-598):

597.

598.

599.

2o 00 16
x4 — 1322 + 36’ 4b* — 1702 + 4
a* —5a+4 3m® — 5m3 + 2m
;i b) .
a* —29a2 4 100 3m* —11m?2 +6
2t =322 —4 x* — 3422 + 225

20211000 © T sz 9

a)

a)

Dati su razlomci p =

dokazati da je PQ = 1.
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a* —13a% + 36 9a* + 5a% — 4 1
600. Akoje V = = tadaje V = —.
01 T 94t " 4042 1 16° ad—8q2 _g T Ty
Dokazati.
dm* +11m2 -3 8m*+6m2—5
601. Ako je C' = = ———— tada je CD
©Je AmA 1+ 1Tm2 + 15 8mt —6m2+ 10 o
= 1. Dokazati.
z* — (a? — 1)2? — a? ot — (a® + 1)2? +d®
602. Ako je E = F =
0Je a2zt — (1 —a2)z?2 - 1’ a2zt — (a® + 1)22 + a3’
tada je E = F. Dokazati.
603. Ako je
_ a* — 3m2a? 4 2m* _ a* 4+ 3m2a® — 4m*
~ m2at — (2m4 + 1)a? + 2m?2’ ~ m2at + (4m4 — 1)a? — 4m?’

tada je S — T = 0. Dokazati.
604. Odrediti realne vrednosti parametra a za koje jednacina:

a) 22+ (3—-a?)x+1=0; b)a®2x? - 162+ 3a%2 +4 = 0 ima jednaka
reSenja.

605. Povrsina pravougaonika je 60 cm?, a dijagonala 13 cm. Odrediti
stranice pravougaonika.

606. Povrsina pravouglog trougla je 54 cm?, a hipotenuza 15 cm. Odre-
diti njegove katete.

607. Krak jednakokrakog trougla je 20 cm, a povrsina 192 cm?. Odrediti
osnovicu tog trougla.

Resiti jednacinu (608-614):

' +2(a—b)a®+ (a—b)? a
2t —2(a—b)22 + (a —b)2 b’
609. 22 +x+a t+272=4. 610. 422 + 122 + 1201 + 4272 = 47.
611. z(z +1)(z + 2)(z + 3) = 0,5625.

612. z(x — 1)(x — 2)(z — 3) = 1680.

613. x“ix*‘r’ + x2+3::c—5 +4=0,

614. 22 + 22+ 7= (2% + 2z + 3)(4 + 2z + 2?).

608. (a>b,b>01ia#b).
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2.3.2. BINOMNE JEDNACINE
Definicija. Jednacina oblika
(1) Az"+B=0 (A>0iB>0)
naziva se binomna jednacina.

B
Primedba. Smenom z = y{/ 1 binomna jednacina (1) svodi se na

ekvivalentnu jednacinu
(2) y"£1=0.

Odrediti skup resenja slede¢ih binomnih jednacina (615-628):

615. a) 523 +2=0; b)8z®—11=0.

616. a) 823 —27=0; b) 12523 +8¢* = 0.

617. m?z3 — (m +n)® = 0.

618. a) 162* —81=0; b) 112* —17=0. 619. b*2* — (2a —c)* = 0.
620. a) 2° —729=0; b) 2®+64=0. 621. 2382 +1)—1=8z>.
622. 51225 — 6423 = 27(1 — 82%).  623. 23(323 + 5) = 1922° + 320.
624. 12(27 — 2%) = 108 — 42°.

625. (z—a)®*+ (z—b)>=0. 626. (a —2)*—(b—2)*=0.

627. 22— 53+ (5bz—2)3=0. 628. (22 —3)3—(9—z)®> =0.

2.3.3. TRINOMNE JEDNACINE
Definicija. Jednacina oblika
(1) az®™ +bz" +c =0,

gde su a, b, ¢ realni brojevi razli¢iti od nule, naziva se trinomna jednacina.

Trinomna jednacina (1) ekvivalentna je jednacini
(2) a(z™)? +bz" + ¢ =0,

koja je kvadratna po nepoznatoj x™.
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Odrediti skup resenja jednacine (629-635):
2 2
6 3 S T _ 6a
629. a) z° 4+ 72° —8=0; b) PORREYC R S
630. a) 2% —92° +8=0; b) 2® —172* + 16 = 0.
631. a) a?b?2* — (a* + bY)2? + a?b? = 0;
b) c*zt + % (a? — b?)2? — a?b? = 0.

632. a) 825 — 3523 +27=0; b) 51225 + 15223 — 27 = 0.

3 + 216 . 24+3 284217
633.a) —— =36—23 b = )
a) = 36 —a°; b) = 5
8(z* +2
634. (2% +5)(x? —5) + 8" +2) =0.

o
(42* — 3)? 1

635. 2 1) (22 = 252) = )

Uvodenjem odgovarajuce smene resiti sledeée jednacine (636-644):
636. (22 + 2a% +m?)? — 4(a® + m?)(2? + 2a% + m?) + 3(a* + m*)
+10a*m? =0 (2m? > a?).
637. (22 —a? — 1) — a(a® — 3a+2)(2? — a? — 1) + 2a3(a® — 3) = 0.
2

2 2,2 2.2
638. (n:c a>a<nz a)+2an2n2<nx a>+2a2.
a a a

639. (22 —2m)? —5(2? —2m) +4 = 0.
640. (22 — 3a%)* — 37a*(2? — 3a%)? + 36a® = 0.
1
641. (3 24+ ——— =100,01.
(B+z)* + EEwSE

642. (222 — 3z +1)? = 2222 — 332 + 1.
643 (x72)2+# _ % 644 (x+a)2+# —p2

' (r—2)2 9° ) (x+a)2
2.3.4. SIMETRICNE (RECIPROCNE) JEDNACINE
Definicija. Jednacina oblika
(1) ax™ +bx" fex" P4ttt brta=0,

gde a,b,c,... € R, naziva se simetri¢na (reciprotna) jednag¢ina.
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Primedba 1. Naziv simetri¢na potice iz osobine simetri¢nosti njenih
koeficijenata.

Primedba 2. Naziv recipro¢na potice iz osobine: ako je x = « koren

jednacine, onda je i x = — takode koren date jednacine.
@

Primedba 3. Simetri¢ne jednacine neparnog stepena imaju uvek koren
z=—-1liliz=1.

Odrediti skup resenja sledeé¢ih simetri¢nih jednacina (645-679):
645. 32° + 1322+ 132 +3=0. 646. 122° — 1322 — 132+ 12 =0.
647. 223 —T2? + 7z —2=0. 648. 1523 +192% — 192 — 15 = 0.
649. 62* 4+ 523 — 3822 + 52+ 6 =0.

650. 122% — 2523 + 252 — 12 = 0.

651. 122° + 162* — 3723 — 3722 4 162 + 12 = 0.

652. 62° — 2* — 4323 + 4322+ 2 —6=0.

653. 22° + 52* — 1323 — 1322 + 5z +2 =0.

654. 25 4+ 42° — 62* — 2823 — 622 + 4z + 1 = 0.

655. 22° + 322 —3x—2=0. 656. 1223 — 3722 + 372 — 12 =0.
657. 22 — 72 + 922 — Tz +2=0.

658. 24 — 15,373 + 54,5222 — 15,3z + 1 = 0.

659. 2* + (n —n " Had — 20222+ (n—n"Hz +1=0.

2 2522 282
660. —(z —1)24 2% =%
3@V s =
203 — 322 4+1) 422 —2x+1
661, 14 P2 —8" 1) At —2wd 1
(22 +1)2 2z + 1
2% +1 252(22 — 1
662. 25+ 1 0. 663. 12x2+M:12,
r—3 2241
2(3z2 -1
6645 0 br _ 2(327 1)

o =522 —6 a2-6  a2+1
723 (x +8) +2%2+6
+ =
z—7
666.* 2(6x + 7)(6x — 7) — (6x + 1)2 = (5z + 1)(5bz — 1) — 36.

665.% z(62% + 5) 0.
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667.% 1222(3z — 1) — (112 + 3)(11x — 3) = 10 — 7(19x — 5).
668. 82° — 462* + 4723 + 4722 — 462 + 8 = 0.

669. 62° — 41z* + 972° — 9722 + 412 — 6 = 0.

670.% 12(2° + 1) + 22(8z — 1) (22 — 1) = Tz(522 + 3z — 2).
z(22® =322 +1) 4a? —2x+1

671. 1 =0.
* (2 + 1)2 2z + 1
672.% 824 (x —2) + (62 +1)2 +4x(z* +1) = 22(162 — 1) + 7(32% + 1) +6.
~10(z +1)

673. 2(2® +6) — (T — 3) = O

674. 62° + 112* — 332° + 112+ 6 = 0.
675. mz* — (m+1)223 +2(m? + m+ 1)22 — (m + 1)2z +m = 0.
676.* ama* + (a +m)(am + )2 + ((a + m)? + a®>m? + 1)2?
+ (a+m)(am + 1)z +am = 0.
677.% 326 — 102° 4 32* — 322 + 102 — 3 = 0.
678.% 226 4+ 32° — 182* + 1822 — 32 — 2 = 0.
679.% 27 + 425 + 225 + 52t + 523 + 222 + 42 + 1 = 0.

2.4. Kvadratna funkcija

Definicija. Funkcija x — f(z) = ax®>+bx+c, (a,b,c € R, a # 0) naziva
se kvadratna funkcija. Formula

(1) fl@)=az® +br+c=0, (a#0)

ekvivalentna je formuli

2) f(:c)a(x+2£)2+4a07b2.

a 4a

Formula (2) naziva se kanoni¢ni oblik kvadratne funkcije (1). Cesto se
krace pise u obliku

(3) fl@) =a(z —a)’ + 6,
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gde je

b dac — b?
4 -2 pg=2c"7
(4) @ 2a’ s 4a

Tacka T'(«, §) naziva se teme parabole, koja predstavlja grafik kvadratne
funkcije.

Ako je b — 4ac > 0, kvadratna funkcija (1) ima realne nule z; i x2 koje
su odredene formulom

(5) T2 =
Ako taj uslov nije ispunjen, ona nema realnih nula.

680. U istom koordinatnom sistemu konstruisati priblizan grafik datih
funkcija i ispitati njihove osobine:

a) f: R — R ako za svako = € R vazi:

1
681. Neka je f: R — (=3,400) i f(x) = 5302 — 3 za svako z € R.

Odrediti skup svih x € R za koje je: f(z) > 0, f(x) <0, f(z) = 0. Sta
znace te relacije?

1
682. Ako je funkcija f definisana sa f(x) = —ZIQ + 1, odrediti skup
svih 2 € R za koje je f(x) > 0, f(z) <0, f(x) = 0. Sta znace te relacije?
683. Date su funkcije:
1
a)y = —a%+4; b)y:§z272; c)y=2x%+1.

Ispitati promene i konstruisati priblizne grafike datih funkcija za svako
x eR.
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684. Neka funkcija f preslikava skup R na skup A i neka je:

1 1
&) (@)= —50% =1 b) [(2) =a? 95 ©) () =527 +2
Odrediti skup A, nule, ekstremne vrednosti, intervale monotonosti i znak
funkcije, a zatim konstruisati njihove priblizne grafike.

U zadacima (685-689) transformisati kvadratnu funkciju na kanonic¢ni
oblik:

685. a)y=22—-6x+9; b)y=—a?-22-1.
686. a) y = —x? +3x; b)y =22 — 5.
687. a) y = —222 +5r+2; b)y=a%+6z—8.
1 2 8
688. a) y=—§x2+2x+4; b)y= §x2+§x.
1 3
689. a) y = 2% + 62 — 5; b)y:—§x2—2x+§.

Svesti na kanonicni oblik, a zatim ispitati promene i konstruisati grafike
sledeé¢ih funkcija (690-693):

1
690. a) y = —x? +4x; b)y= 5302 + .

1 1
691. a)y:§z2+2z+4; b)y:f§x2+3x+8.

1 1 15 1
692. ==z -~z +—; =-r? 42z +2.
a) y g% 4x—|— 5 b) y 3¢ + 2z +
1 1 2 1
693. a)y=§x2—2x—|—3; b)y=—§x2—§x—2§.

Ispitati promene i konstruisati grafike funkcija (694-696):

694. a) y = 2% - 2|z|; b)y =2+ ||

695. a) y = |r — 22| —z; b)y=2x—|v+ 22|

696. a) y = —|2%2 — 2| +2; b)y=222—4|z| —6.

697. Dat je skup funkcija f(r) = az?® + 6x + ¢, gde su a i c realni

brojevi. Iz tog skupa odrediti onu funkciju koja ima nulu z; = 6 i ¢iji
grafik sadrzi tacku M (2, 8), zatim prouciti promene i konstruisati grafik

dobijene funkcije.
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698. Dat je skup funkcija f(z) = az? + bz + c. Odrediti koeficijente a, b
ictakodaje f(2) =0, f(3) = =71 f(—2) =8, a zatim ispitati promene
dobijene funkcije.

699. Dat je skup funkcija f(z) = az? + bz + ¢, gde su a, b i c realni
brojevi. Odrediti a, b i ¢, tako da grafik funkcije sadrzi tacke A(5,0),
B(4,-3) i da je f(6) =5, a zatim ispitati promene i konstruisati grafik
funkcije.

700. U skupu funkcija y = (m—1)z2+ (m—4)|z| —m —1 odrediti param-
etar m tako da funkcija dostize najmanju vrednost za x = 1. Za dobijenu
vrednost parametra ispitati promene i konstruisati grafik funkcije.

701. Iz skupa funkcija y = (m — 1)z? — (p + 4)|z| + p + 3 odrediti
onu funkciju koja ima nulu x; = 5, ispitati promene i konstruisati grafik
dobijene funkcije.

702. Dat je skup parabola f(z) = (4 — m)z? + (5 + m)|z| — 3m — 1.
Odrediti onu parabolu ovog skupa koja sadrzi tacku M(3,5), a zatim
skicirati grafik dobijene parabole.

703. Dat je skup funkcija y = ax?—2x—5. Odrediti parametar a tako da
odgovarajuca funkcija dostize maksimalnu vrednost ymax = —2. Ispitati
promene i skicirati grafik dobijene funkcije.

704. Iz skupa funkcija y = 22 + px + ¢ odrediti onu funkciju:
a) koja ima nule 1 = —2, 1 2 = 3;
b) koja ima vrednost ymin = —1 za x = 2.

705. Dat je skup parabola y = az? — (2a + 1)z + 2(a + 1). Odrediti
onu parabolu ovog skupa koja dostize ekstremnu vrednost za r = 2.
Konstruisati grafik dobijene parabole.

706. Dokazati da se kvadratni trinom y = ax? + bx + ¢ (a > 0) moze
napisati kao kvadrat binoma ako i samo ako je b — 4ac = 0.

707. Ako je f(x) = ax® + bx + ¢, dokazati da je
fle+3)=3f(x+2)+3f(x+1)— f(z) =0.

708. Ako je f(x + 1) = 22 — 3z + 2, odrediti f(z).
709. Ako je f(z +a) = 2% + x + 2, odrediti f(z — a).
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710. Resiti funkcionalnu jednacinu f(x + 2) = 22 — 22 — 2, gde je f
nepoznata funkcija.

711. Resiti funkcionalnu jednacinu f(x — 1) = 22 + 3z + 2, gde je f
nepoznata funkcija. Ispitati promene i konstruisati grafik funkcije f.

712. Razloziti broj 24 na dva sabirka tako da zbir kvadrata tih sabiraka
bude minimalan.

713. Duz a podeliti na dve duzi tako da zbir kvadrata prve i dvostrukog
kvadrata druge duzi bude minimalan.

714. Odrediti stranicu najmanjeg kvadrata koji se moze upisati u dati
kvadrat stranice 8 cm.

715. Komad zice 56 cm treba podeliti na dva dela; od jednog dela
napraviti kvadrat, a od drugog pravougaonik ¢ija je osnovica tri puta
duza od visine. Gde treba preseéi zicu da bi zbir povrsina tako nastalih
figura bio najmanji?

716. Uglovi na vetoj osnovici trapeza su po 60°, a njegov obim iznosi
200 cm. Kolika mora biti osnovica trapeza da bi njegova povrsina bila
maksimalna?

717. U trougao osnovice a i visine h upisati pravougaonik maksimalne
povrsine, tako da njegova dva temena pripadaju osnovici trougla, a druga
dva — na ostalim dvema stranicama. Odrediti stranice i povrsinu pravo-
ugaonika.

718. U polukrugu pre¢nika 10 cm upisati trapez kome je duza osnovica
pre¢nik, tako da njegov obim ima maksimalnu vrednost.

719. Neka je M proizvoljna tacka duzi AB = a. Nad AM = z kon-
struisan je kvadrat AMCD, pa je nad duzi BC ponovo konstruisan
kvadrat BEFC. Odrediti polozaj tacke M tako da povrsina Sestougla
ABEFCD bude $to manja.

720. Dat je skup parabola y = (m — 1)22 + 2mz + 4 (m realan broj):

a) dokazati da sve parabole datog skupa sadrze dve fiksne tacke A i B i
odrediti te tacke;

b) odrediti onu parabolu datog skupa koja dodiruje z-osu i parabolu ¢ije
je teme tacka B (B ne pripada z-osi).
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721.* Dat je skup parabola y = 22 — (k + 1)x + k (k realan broj):

a) kad se parametar k menja, odrediti krivu kojoj pripadaju temena
tih parabola (ta kriva se drugacije naziva geometrijsko mesto temena
parabole);

b) odrediti fiksnu tacku kroz koju prolaze sve date parabole;

¢) graficki predstaviti parabole iz datog skupa za razne vrednosti parame-
tra k.

722.* Dat je skup parabola y = ax? — 2z + 1 (a realan broj):

a) odrediti geometrijsko mesto temena datih parabola kada se a menja;
b) odrediti fiksnu tacku kroz koju prolaze sve date parabole;

c) graficki predstaviti parabole iz datog skupa za razne vrednosti parame-
tra a.

723. Data je funkcija f(z) = ax?® + bz + ¢ (a # 0). Dokazati da je
b b

f (—2— — h) = f ~5a + h), gde je h proizvoljan realan broj i ge-
a a

ometrijski objasniti tu osobinu date funkcije.

724. Odrediti geometrijsko mesto minimuma funkcije

(6) sy =2% —2(m+ 1)z +2m(m +2).

725. Za koje je vrednosti realnog parametra a zbir kubova reSenja
jednagine 622 + 6(a — 1)x — 5a + 2a® = 0, najvedi?
726. Date su funkcije

z— f(z) =2+ (3k+ 1)z + 5k i

z— g(x) = (k+1)2? + dkz + 7k, (k € R).

Odrediti najmanju vrednost funkcije k — F(k) = 2f(k — 1) + g(—1).

727. Date su funkcije
a) x — f(z) =22 — 22 — 6|z — 1| + 6;
b) z — g(x) = —? — 2z + 4z + 1| — 4.

Ispitati promene datih funkcija i konstruisati njihove grafike.
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728. Neka su z1 i x2 nule kvadratne funkcije
i flx) =2 +pr+q (p,geR)

i neka zadovoljavaju jednakosti: a) 5x1 + x129 + bSxo = 5k(k — 4),
S5kxy + 4wyxe + Bkwe = —20(k — 4); kK e R\ {4};
b) 51 + 2x129 + Sxo = 10k(k — 2),

S5kxy + 4wyxe + Bkre = —10(k — 2); kK € R\ {2}.

1° Izraziti p i ¢ u funkciji od k, a zatim napisati kako glasi tada funkcija.
2° Ispitati znak te funkcije.

729. Konstruisati grafik funkcije:

a)r—y=|—a22+4lz|-5; b)z—y=|22—5z|+6]

730. Odrediti najmanju vrednost izraza % + y°® ako je 22 + y? = 1.

2.5. Kvadratna nejednac¢ina. Znak kvadratnog trinoma

Odrediti znak trinoma (731-733):

731. a) 322 — 11z —4; b) 2t2 — Tt +6.
732. a) —42? — 62 +4; b) —5x? —x + 4.
733. a) 922 + 122 +4; b) —2% — 62 — 8.

Resiti nejednacine (734-736):
734. a) 422 >4rx —1; b) Bz —2)%2+ (z—-2)? < 2.

4o — 22 2?2 -3z +4
. — > 0; —_— .
735 a):UQ—x—i—l_ ; b) .2 >0
2?2 —6x—7
736. 2 4x—-5)(22+22-3)<0; b) " >0.
a) (2 — 4z —5)(@° + 20 -3) <0 b) =
—x%2 422 —
737. Za koje je realne vrednosti x razlomak 522 manji od —17
72 — o —
2420 —63
738. Za koje je realne vrednosti x razlomak A er =05 vedi od 77
2 —8x+7
22 3
739. Za koje je vrednosti x razlomak :Zier veéi od —37

z? —4r+3
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740. Data je jednacina 222 + (a — 9)z + a® + 3a +4 = 0. Odrediti realne
vrednosti parametra a za koje data jednacina ima realna resenja.

741. Jednacina (m? +5)2% 4+ 2(m + 3)z + 3 = 0 nema realnih resenja ni
za jednu vrednost parametra m. Dokazati.

742. Odrediti realne vrednosti parametra a za koje jednacina

2x 1 x2 +8

a2 +3a 3a—a2 a2-9

ima realna resenja po x.

743. Za koje realne vrednosti parametra a jednacina

x—a+ 10 n 44 _
x—2 z+2 a2-4

0

ima realna reSenja po x?

744. Odrediti sve realne vrednosti parametra b za koje jednacina

9 - 2z n x?
b2 —16 b24+4b  4b—1b?

ima realna reSenja.

745. Za koje realne vrednosti parametra b jednacina

2x br—2x x-1

Jc—i—SJr 22-9 z-3

ima realna resenja po x?

746. Data je funkcija y = (r? — 1)a? + 2(r — 1)z + 2. Odrediti realan
parametar r tako da funkcija bude pozitivna za svako realno zx.

747. Odrediti sve realne vrednosti parametra r za koje je funkcija y =
rx? + 2(r + 2)x + 2r + 4 negativna za svako realno z.

748. Odrediti realan parametar a tako da trinom z? — 2ax — 6a + 12
bude veéi od —4 za sve realne vrednosti x.

749. Koje uslove treba da zadovoljavaju koeficijenti a, b i ¢ nejednacine
az? 4 bz + ¢ > 0 da bi njena resenja bila z1 < 2 i x5 > 37
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750. Koje uslove treba da zadovoljavaju koeficijenti a, b i ¢ nejednacine
ax? + bx + ¢ > 0 ako je refenje —1 < x < 27

751. Ako su a, b i ¢ duzine stranica trougla, dokazati da je trinom
b2x? + (b + ¢ — a?)x + 2 pozitivan za svako realno .

ax 3
752. Za koje vrednosti parametra a nejedna¢ina ——— < — vazi za sve

244 2
realne vrednosti x?

753. Za koje vrednosti parametra m nejednacine

222 —4
—6<7x e <4
2 —z+1

vaze za sve realne vrednosti x?

754. Za koje vrednosti parametra a nejednacine

2
-2
_3<w<2
2 —z+1

vaze za sve realne vrednosti x?

Odrediti intervale u kojima se mora nalaziti = da bi bile zadovoljene
nejednacine (755-757):

755. |22 — 5z| > 14.
756. a) |22 —2r 3| <z +1; b)|2?—z—-2|>z+1.
757. a) |22 —dx — 5| <z +1; b) 2?22 -3 <3z 3.

758.% Data je kvadratna jedna¢ina 4z? = (3 — m)(4x — 3); m realan
broj. Odrediti vrednost realnog broja m da data jednacina ima realna i
14
razli¢ita reSenja x1 i x2, koja zadovoljavaju uslov n + 2 < —.
To X1 3
759.* Data je kvadratna jednacina 422 = (3 — a)(2z — 1); a realan broj.
Odrediti vrednost realnog broja a da data jednacina ima realna i razlicita
reSenja r1 i x2, koja zadovoljavaju relaciju n + 2 <3.
T2 I

760. Resiti nejednacine:

) z+5 z+1 2 2 T T+ 2
a

< ;b > > .
20—4 " x—5 x+6’ ):U—|—6 x—4  2x—14
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761. Odrediti sve realne vrednosti a takve da je za svako realno z,
(a — 1)2? + 2az + 3a — 2 > 0 (Opstinsko takmicenje iz matematike,
odrzano 15. decembra 1984.)

762. Resiti nejednacine: a) <2; D)

22 + 5z + 12 ‘ <
2+ 9+ 12| —
763. Odrediti sve realne brojeve m takve da je funkcija:
a)z—y=(m-2)22—(m+ Dz +m+1;
b) z— y = (4m — 3)z* +2(3m — 2)x + 7 — 6m;
pozitivna za svako x.
764. Odrediti sve realne brojeve m takve da je funkcija:
a)z—y=(m+1)z2—2(m—1)x+4m + 1;
b) z+—y=02m-1z2+(m+2)z+m—1;
negativna za svako x.
765. Za koje je vrednosti realnog broja p nejednakost

322 4+ pr —6

9< —————— <6
22—z +1

ispunjena za sve vrednosti x?

766.* Ako je 2y + 5z = 10, onda je ispunjena nejednakost
Szy — a2 —y? < T.

Dokazati.
767.* Odrediti k tako da je za svako z ispunjena nejednakost
) 22 —kx+1 22 +kx+1
a) | — T L T
22 +x+1 2 +x+1

768. U jednacini kx? — 2(k — 2)x + k — 3 = 0 odrediti realan broj k tako
da reSenja budu istog znaka.

< 2.

‘<3; b)

769. Odrediti realan broj a tako da resenja x; i x2 jednacine
az® —2(a+6)r +4a =0

budu negativna.
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770. U jednacini (k — 4)x? — 2(k — 2)z + k — 4 = 0 odrediti realan broj
k tako da koreni jednacine budu istog znaka.

771. Data je jednacina (m — 4)x? 4+ (m + 2)z — m = 0. Za koje su
vrednosti realnog broja m resenja jednacine suprotnog znaka?

772. Za koje su vrednosti realnog broja p oba korena kvadratne jedna-
¢ine 22 + 2(p+ 1)z + 9p — 5 = 0 negativna?

773. Za koje su vrednosti realnog broja n oba korena kvadratne jedna-
¢ine (n — 2)z% — 2nz +n — 3 = 0 pozitivna?

774. Ispitati promene znaka reSenja kvadratne jednacine
(m —1)a? +2(m —3)z +m+3 =0,

ako je realan broj m € (—o0, 4+00).

775. Data je jednaéina (m + 1)2% — 2(m — 4)x + m + 4 = 0. Diskutovati
egzistenciju i znak reSenja date jednacine, ako se realni parametar m
menja.
776. Data je jednacina (1 — A\)a? — 2(1 + Nz + 3(1 + \) = 0, gde je
realan parametar. Prouciti promene znaka resenja kada se parametar \
menja.

777. Kako se menjaju reSenja jednacine
(m— 1)z +2(m —3)x + (m +3) =0,

kada se realan parametar m menja izmedu —oo i +00?

778. Ispitati promene znaka resenja jednacine ma? —4x +3m+1=0
ako je parametar m € (foo, +oo).

2.6. Sistem od jedne linearne i jedne ili dve kvadratne jednacine
sa dve nepoznate

Definicija 1. Sistem od jedne linearne i jedne kvadratne jednacine sa
dve nepoznate jeste konjunkcija tih jednacina.

Definicija 2. Sistem od dve kvadratne jednacine sa dve nepoznate jeste
konjunkcija tih jednacina.

Definicija 3. Resenje sistema jeste presek skupova resenja jednacina
koje ¢ine taj sistem.
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Konjunkcija
Ax—i—By—l—C:O/\am2+bmy+cy2+dx+€y+f=0

jeste opsti oblik sistema od jedne linearne i jedne kvadratne jednacine.

Ureden par («, 3) naziva se resenje datog sistema ako je
Aa+BB+C=0Aac®+bafB+cf?+da+ef+ f=0.

Odrediti skup realnih resenja sistema (779-893):

779. a) 2?2+ 9y =29AN2+y=T7; b)2?—y?=16A2—y=2.
780. a) 222 +2y° + 32 —-2=0A Az — 2y = —2;

b) 22 —8r —y+15=0A2+y=>5.

781. 322 4+ 20y +2y* +3x — 4y =0A22—y +5=0.

782. 922 4+ 6xy +y? —T2x — 24y +135=0A3z—y —9=0.
783. 322 + 2xy — y? + 62 + 4y = 3 Ax — 5y = —5.

1 1 9
784.8) — + - = — Az —y=—1;
a)x+y 20 Y ’
3 6 2 1
b) - =1A - =0.
r—3 y—2 r—2 y—4
2 1 3
785.a)w:_/\1~7y:1;
yv2+r+1 2
3r—1 2y—1
b =T7TNx—y=1.
):cfl y—1 vy
2x — 4
786, =LY L T Y —3Az+y=3.

x+y x?—y
787. a) vy = 3a* Aax +y =4a%;, b) x+y=>5a Ay = 6a>
788. a?b?(2? — y?) = a* — b* A ab(z +y) = a® + b2
789. (a® — b*)xy = ab A (a® — b*)(z +y) = a® + b°.
790. zy = (m?> — 1)(m + 1) Az +y = my.
791. 22 +y2=2d’ ANz +y=2a. T792. x+y=bAxy=a(b—a).
793. v —2xy+y=11 ANz + 22y +y=—13.
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794. 2+’ +r+y=18Az2 -y +2x—y=6.

795. 222 + 3y% = 12 A b — 2y = 11.

796. 22 +y=13A22+y2=25. T97. 22 —y? =5 A2 +y=11.
798. 22 +y? =34 ANzy=—15. 799. 922 +y?> =45 A zy = 6.

800. 22 + zy = 16 Ay + zy — 48. 801.§+%:2,9/\:cy:10.
802. 4 2 = S A2t 4y =13 803.x2—y2:21/\§—;:1—0.
804. z —y—zy +13=0Azay(z —y) = 30.

805. v +y—2zy+17=0Azy(x +y) = 84.

806. 20 2+ 4y 2=3A3zx" ! -2yl =2

z y 13 y 21
x

g7, L S W SN N
T4y -4y 10 x4y z—4y2 10
26 —y 26
808. L4+ Y 22204 gog. THYUL TV _ D6
Yy o 5 rT—y xT+y 5
—y 9
g10. LY TV D a2 gy

xfy_ery 20

811. 22 —3ay +y?> =11 Azy = 5.

812. 22 + 2 +2r —6y+5=0A2%2+y?> —17=0.

813. (1 +2)2+(y—2)2=10A(z+ 1)+ (y—1)2 =38.

814. 22 +5y?> —3xy — 5y +2=0A222 4 3y> — 6zy — 4y +5=0.
815. 422 4 62y + 3y% — 62 = 7 A 322 4 62y + 3y% — 92 = 3.

816. 22 — 5y — 3z —y+22=0A(z - 3)(y —2) =y% — 3y + 2.
2 2 2 2

5m m 13a a
817. 224+ 42 = — Aay=—. 818. 22442 = ANxy = —.
Ay = A= AV =g ME

819. 22 +y=9A2%y=20. 820. 2%y -y’ =2Az—y=1.

821. 22y +2y? =30Ax+y =5.
822. 422 4 2xy + 6z = 27 A 22 — bxy + 6y% = 0.
823. 2% + 2ry +y? = 25 A 2% — 2wy + = 1.
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824.
825.
826.
827.
828.
829.
830.
831.
832.
833.
834.
835.
836.

837.
838.
839.

840.

841.
842.
843.
840.
845.

846.

847.

848.

2% 4+ 3zy — 8y2 =20 A 22 — y? = 15.
28422 — 492y — 9292 = 1A AN Ta? — 22y —y?2 = T.
202 —3xy+ 22 =4Nn2? +ay+y? =T.

22 4+ 2y + 92 = 3 A 322 + 4xy + 3y% = 10.

2?2 +ay =a® Ay +y? = b2

322 — 2zy + 92 = 9 A bx? — day +y? = 5.

24 ay+y?—20—2y—1=0A3x%+ 32y —2y> —6x +4y—8 = 0.

x4+ ay+y=19Az2y + 2y? = 84.

2y =26Ax+y=2.

ry(x +y) = 42 A 22y (2® + y?) = 1078.

B+ +yd =1TAv+ay+y=>5.

(22 +9y2) (22 +y?) =280 Az +y =4.

2% +y, /Ty = 420 A y* + x\ /Ty = 280.

2 +yd/a2y =17 Ay + 2 ¥ay? = 68.

(x+y)? 4z +y) =45 (x —y)* —2(z —y) = 3.
22492 +20—10y+6=0A322+3y2 + 42 — 6y — 4= 0.

6x r+y 5
=—-ANzy—z—y=0.
\/:c+y+\/ 6z g MY

222 — 15zy + 4y? — 122 + 45y = 24 A2 + oy — 2y — 32 + 3y = 0.
22420y —8y? — 62418y —7 = 0A22% —5zy — 10y> — 3z +9y+7 = 0.

322 4+ 2xy +y? = 11 A 2? 4 2zy + 3y? = 17.
234+ y% = 1A 2Py + 2wy? + 95 = 2.
23 + 3xy? = 158 A 322y + > = —185.

1 —
\/y+ +2\/x yzS/\ac—i—xy—i—y:?.

T —y y+1
— 20
gyt = A2t y? =34,
r+vy r+y

(z+y+1)2+(x+y)?=25A22—y>=3.
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849.
850.

851.

853.
854.
855.
856.
857.
858.

859.

860.
861.
862.
863.
864.
865.
866.
867.
868.
869.
870.
871.

872.
874.

875.
876.

22+ y3 = 9a® A 2%y + 2y? = 6a® (a #0).
ot + 2%y +yt =91 A2 4 xy + 9% = 13.
o4y =17TA2% +y? =5. 852.%3+:cy40/\y;3+:cy10,
(x —y)(a? — y?) = 3a° A (v + y)(2? + ¢?) = 15a°.
22+ /24 2y 1=1A22+y=2.
23 4+ 3 =19 A ay? + 2%y = —6.
23+ 92 =5a® Azy(z +y) = a®.
(z+2y)% = 3(zy+3) = 214+ y*) A2z +y)? —2(2® +xy +1) = 24.
(r —4y)? + 32y = 2(8 + y? — ) A (. — 2y)? + y(3x + 2y) = 8.

2 2
(2x—y)2+31272y(y—x):7/\%:2
z—y)? + 292z +y) = 17TA (z — y)* + 2z(x + 2y) = 11.
(22 +y?) (23 +y3) = 1105 Az +y = 5.
z+y) (2% + %) = 931 Az? +y? = 29.
22—y =152 A0 —y=2.
23—y =98 A 2? +zy +y? = 49.
VI + =8Nz +y+ay=259.
\/@:6A$2+y2+xy=133.
VI+\y=5bAzy=23+z+y.
r4+y+ay=169A2(x+y)+/r+y =55
r+y+x+y=30Azy+ /Ty = 156.
xy — 6y +y=114N3/x +y— /oy = 3.
2/ Fy+azy=20Azy+5(x+y)=>59.
%:5/\\/@:6. 873. xy + /TG =42 Ao +y? = 7.
Vo4 y=TNx+y=133.
r+y—Vrty=6A2"+y> =189
xy —y? =56 Ax? — 2xy = 15.
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877.
878.
879.
880.
881.

882.

883.

884.
885.
886.
887.
888.
889.
890.
891.
892.

893.

do(x —y) + 3y? = day Az? + 9% = 13(z — y).
(x+y)(x—y) =24 A2? +y? =2y + 39.
2(2? - 8) +y? =y Ax(z +y) = 2(22 — y?).
2% + 22y — Ty? = 28 A 222 — xy — 3y? = 42.
2?2 —zy —2y2 =18 Ax? — 3y — y? = 9.

15
E—y:—/\302—|—4yQ:45.
Yy T 4
4
Y o5 A8+ 3uy 42 = 1.
y oz

x2—2xy+2y2=10/\3$2+xy—y2:9.

22 4+ 2y = 2a(a +b) Ay + 2y = 2a(a — b).

322 —y? = 3m? Axy +y? = 15m2.

322 — zy + 4y = 2a% A 922 — 49y? = 3a.

22+ 2y =2m(m+1) Ay? —zy =2(1 —m).

3(x% +9y?) —y(x — y) = 84a% A 2 + 22y + 120 = 0.
2?2 —zy = my Azy — y? = 9.
x2+xy=a/\y2+acy:m.

r=myr+yAy=2yx+y.

\/I+y+\/x_y=g/\ac2—y2=4b2.
r—y r+y b

Resiti sisteme (894-904):

894.
895.
896.
897.
898.
899.
900.

r+y+z=11A2"+y? +22 =49 Az(y + 2) = byz.
rHy+z=24N22+ >+ 22 =200 2% — 2% — 9?2 =0.
224+ y? =292 + 22 =34 N 2? + 22 =13.

22 +ay+az=20 A2y +y? +yz =50 Azz+yz+ 22 = 30.
r+y=182yz Ay + z = 30xyz A z + x = 24zy=.
r+y—2=0ANzz+yz—2y =28 ANzy = 8.

2 +afy+z2)=8 Ay +ylw+2)=3A22+z(z+y)=5.
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901. 22+ 4?2 =2(a® +?) A 2?2 + 22 = (a+b)? Ay + 22 = (a — b)2.
902. 2 +y+z=(a+b)?A2%+y?+22=a+4a%b? + b* Ay = a®b?.
903. (z+y)(z+z)=aAN(y+2)(x+y)=2aN(z+2)(y+2)=2.
904. v +y+z=3m?+2A 2% +y? — 222 =2m(4 — 3m)

N2? —zy = 5m? 4 4m + 8.

Odrediti realan broj k za koje sistem (905-909) u skupu realnih brojeva:
1° ima reSenja, 2° ima dva resenja, 3° nema reSenja.

905. 22 —y? =T ANdx — 3y + k= 0.

906. 522 + k?y? =5k Ax — 4y — 10 = 0.

907. 42 +y? =8A2x+y—k=0.

908. (k— 12?2 —y? -2 +3(y+1)=0Ay?—22 —kr—-3y+1=0.
909. 222 +y? +22(2—k)+2y —3=0A22+y? — 20— 2(k —y) = 0.

910. Odrediti realne vrednosti parametra a za koje sistem
224y -4 —2y=0Ay =azx+ 10

u skupu realnih brojeva: 1° ima jedno reSenje, 2° ima dva reSenja, 3°
nema resenja.

911. Odrediti realne vrednosti parametra a za koje sistem

a) 22 +y2 =12Ay =ax +4;

b) 2?2 + a’y? = 3a® A x + y = 3, u skupu realnih brojeva:

1° ima jedno reSenje, 2° ima dva reSenja, 3° nema resenja.

912. Odrediti sve realne vrednosti realnog broja k da sistem ima realna
reSenja. Za grani¢ne vrednosti k resiti sistem:

a) 4r? — 8(k+ V)ay + (8k% + 1)y? = 0 A da? — 62y — 59> — 22 —y+ 1 = 0;
b) (5k% +1)2? + (4k — Dzy +y?> = 0A 222 —day +2y> + 2 —y — 1 = 0.
913. Dokazati da samo za jednu vrednost realnog broja k sistem ima
realna reSenja, zatim odrediti ta resenja.

a) 12 +4(k+ 12y +5(k%+4)y? = 0A2% + 82y — 12y? — 32— 10y + 12 = 0;
b) 22 + 6zy +y% — 4z +2y — 6 = 0A5(k? +1)22 + 2(2k + 1)y +y* = 0.
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Graficki resiti sledece sisteme (914-919):

914. 22 — 22+ y+4=0Az+y+2=0.

915. zy = 12Az+y="7. 916. 2> -8z —y+15=0Az+y—5=0.
917. 22 —y=1Az+y=5. 918. zy=2Az—y= 1.

919. zy =—-6ANAx+y=1.

920. Obim pravougaonika iznosi 28 cm? a njegova povrsina 48 cm?.
Odprediti stranice pravougaonika.

921. Odrediti dva broja ¢iji je zbir 25, a zbir njihovih kvadrata 313.

922. 7Zbir jednog razlomka i njegove recipro¢ne vrednosti je 2,9 a zbir
brojioca i imenioca je 7. Odrediti taj razlomak.

923. Zbir cifara jednog dvocifrenog broja je 8, a proizvod tog broja i
broja napisanog istim ciframa obrnutim redosledom je 1855. Nadi taj
broj.

924. Proizvod cifara dvocifrenog broja je 16, a deljenjem tog broja
zbirom njegovih cifara dobija se koli¢nik 8 i ostatak 2. Odrediti taj broj.

925. Zbir povrSina kvadrata konstruisanih nad dvema susednim strani-
cama pravougaonika jednak je 74 m?2, a zbir obima tih kvadrata je 48 m.
Odrediti stranice pravougaonika.

926. Dva poligona imaju ukupno 20 stranica i 95 dijagonala. Koliko
stranica ima svaki od tih poligona?

927.* U skupu prirodnih brojeva resiti jednacinu
222 + Sy — 12y = 28.
928.% U skupu celih brojeva resiti sistem jednacina:

a)z+y+z=14Ar+yz=19;b) 2?2 —y? —22=1Ay+2—2=3.

929.*% U skupu prirodnih, a zatim u skupu celih brojeva resiti sistem
8r+dy+2=100ANx+y+ z = 20.

930.* U skupu prirodnih brojeva resiti sistem

22 4+ 5y% + 422 + day + dyz = 125 A 22 + 3y — 42% + 4oy — 4yz = T5.
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931. Ako je o unutra$nji ugao jednog pravilnog poligona, a 8 unutrasnji
ugao drugog poligona, koji poligoni imaju osobinu da je a: 3 =3 : 27

932. Rezultanta dveju sila koje deluju u jednoj tacki pod pravim uglom
je 17 N. Ako veéu silu smanjimo za 3 N, a drugu uvetamo za 8 N,
rezultanta postaje 20 N . Odrediti veli¢inu sile.

2.7. Iracionalne jednacine i nejednaéine

Definicija. Jednacine kod kojih se nepoznata nalazi pod korenom nazi-
vaju se iracionalnim jednac¢inama. Za iracionalnu jednacinu oblika

VP=Q, (P=P), Q=Q(x)
vazi sledeca:
Teorema. Jednaéina oblika v/P = Q ekvivalentna je sistemu

P>0AQ>0AP=0Q"

Za jednacinu oblika y/P(x) £ 1/Q(x) = R(x) treba najpre odrediti za-
jedni¢ku definicionu oblast izraza /P(z) i \/Q(x). Zatim se primen-
juje prethodna teorema. Skup resenja jednacine je podskup definicionog
skupa tih izraza.

Odrediti realna resenja sledec¢ih jednacina (933-955):

933. V25 —22=7—2. 934.1+Va22-9=uz.

935. V222 + 7T=22—4. 936. Va2 — 5z + 10 =8 — 2.

937. 4+322 —20x + 16 =2. 938. \/(y—2)(dy + 1) =2(y + 1).
939. V12 —2v22 —8=3. 940. 4+ V22 -7 =4.

941. \/y+7+ VY2 —27=2. 942, \/22 — 622 — 33 =5.

943. /22 -2+ Vo +2=2z. 944. V22vV2?2 -1 = —2.
945. \/9%2—\/36332—11:3%—1. 946. 11—Vt —a22=2-1.
947. /Tx +1— 32z —18=5. 948. 2z +8++x +5=1T.
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949. 10+ — V10 — x = /22 — 8.
950. 2z + 14—z —T=+x+5. 951. VvV +3+Vr+8=+z +24.
952. \/4x + 6 + 4x — 6 = /122 + 6.
953. 3vr —2 -2z —5=+/3z — 2.

954. \/8 — vzt 1+ V2Rt e r3=2

1 1
955. — =1
V2+z—V2—2 V24+z+V2-1

Uvodenjem nove nepoznate, resiti sledece jednacine (956-983):

956. V22 — 9+ 22 —-9=20. 957. 22 — 2z + V22 — 22+ 6 = 6.
958. V322 +5x+8— V322 +5x+1=1.

959. /222 + z + 222 + 2 — 1 = /13.

960. \/322 — 7o — 2v/322 — Tz — 5 = 2.

961. /y2 +4y +8+ /2 +4y +4= /2y +8y + 12.

1 1 1
962.* \/m———\/l——zl——,(x;éO).
X x X

Wr—1 Vaiol g6 Vit Va+\5— Jz=
— = 4. . X — xr = ZX.
Vaz —1  Va+1

965. \/z/x — /1T =56. 966. 2T +5Yz —18 = 0.

967. f/xlﬁxl + f/xmxl —2.5.

968. V/(a+2)2+43/(a — )2 =5Va? — 22.

969. V2 +3—4Vz—1+Vr+8—6Vz—1=1.
970. Vz —2+2x — b+ \Vz+2+322—5=TV2.
971. Vo —3-2Vz —4d+Vr—4/r —4=1.

972. Vr—2Vr —1+Ve+3-4/r—1=1.

973. /(z —1)2— (2 +1)2=1,5V2? — 1.

974. 22% 4 31 — 5v222 + 3z + 9 = 3.

963.




2.7. Iracionalne jednacine i nejednacine

97

975. 2% + V22 + 22+ 8 =12 — 2.

976. /(8 —2)2+ Y27 +2)2 - Y8 —2)2T+x)=T.

977. 62 — 3+ Yz —2=5{/(x — 2)(z — 3).

978. {43z +4) — {/3(4x —T) = 1.

979. V9 Vr+1+ 7+ +1l=4

980. (z+ V22 —1)°-(x —v22 — 1) =1.

981. Yz + 15— Yz —1=2. 982. Va2 +17— Va2 +17=6.
983. J/(Tx —3)3 +8Y/(3—Ta) 3 ="T.

Resiti sledeée jednacine po = (984-1016):

b
984. Va—xz+Vb—xz= a,b>0).
Vv % T )
085 (x—b)\/a—x—(m—a)\/b—xix
) va—x—+vVb—x -
986 5 + 5 =4
o4+ vh—22 z—\V5—a%
1 1 6
987. + = —.
Vat+b+z Vat+b5—-x 5
1 1
988. — = 0.
20— V4 —22 2x+V4—2a?
a? a?
989. + = 2.
r++va? —22  x—+a? — a2
2 3
990. ’ - * _ 23 (m > 0).
2m —vV4Am?2 — 2?2 2m+ V4dm? — 2? x
991 vatz—va-—z =z 992 vmtaz+ym—z _m
"Vatz+Va—z  a CYmtz—yvm—z oz

993. 2v/z + 3a2 — V& — 5a2 = 5a.
a+vm?24zx _a

994. 2z +4m2 — Vx —4m2 =5m. 995

"mtva—z m
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996. \/_+"\/7 \/>

997. V2 —9—Vr+3+Vr+12=vVz -4
998. 22 +3—V3x =22 +5—/3x +2.

999. \/5+,/4+\/m:3,

1000. /4 — 7 + /3 -z =/T—2/7.
1001. \/IC2 +2ava? 4+ 22 —x = a.

a2 1 1
1002.a\/a2,/(_) ==
T T x
1003. /a — \/z(a + ) + Vx = /a.
3vV2
1004. \/m+\/2m+\/x—\/2x: x

\/m+\/2m.
—4
1005.§/x+3+§‘/x :i 1006. /3x +2 4+ /7 — 3z = 3.
r—4 r+3 2

1007. ¢/5x + 17 =2+ ¢/5z—9. 1008. ¢/2(13+z) =5— /9 — 2x.
1009. ¥/3z +58 =2+ ¥/3z + 2.

1010. /(m +7z)2 +43%/(m — Tz)2 =53/ (m + Tz)(m — Tz).

1011. {/z(4 —z)(1+2)(1 —z) + 32 — 2= \/z(2 — x).

1012. Vz — 1= Va3 —22—6. 1013. /30 — /16 + 75 = 3.
1014. /25 - 3¥15x — 13=2. 1015. {/2(z + 2) = V1522 + 4z — 4.
1016. {/a + 2z = %/3x(x + 2a) + b2.

1017. U skupu realnih brojeva tacna je ekvivalencija

Vo(z) < fz) <= (f(x) > 0Ag(x) 2 0Ag(z) < (f(2))?).

Dokazati.
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1018. U skupu realnih brojeva ta¢na je ekvivalencija:

V() > fz) <= (9(x) > 0A f(2) <0)V (g(x) > (f(2))* A f(z) > 0).

Dokazati.

Resiti nejednacine (1019-1049):

1019. Vz +7>2x—1. 1020. V2 +6 < z — 6.
1021. /(z +2)(z —6) < 8 —x.

1022. a) 3z —7>3; b)Vz+2> .

17
1023. a) L <3 b)VaRoz-12>T+u

2r—5
1024. V22 —3x—10< 8 —z. 1025. 3v6 +x — 22 + 2 > 4z.
1026. 2z +1++Vz—1<1. 1027. 2z +1—+z+8> 3.
1028. bz +6>Vr+1++/22x—5. 1029. V6 — 2 — 22 < /3z + 6.
1030.* Vo2 — 8z + 15 + Va2 + 2x — 15 > /422 — 18z + 18.
1031. Va2 +4dz+4 <z +6. 1032. Vz+1>5—=z.
1033. (1+2)va? +1>2%—1. 1034. V9 — 22 + 62 — 22 > 3.
1035. Vo +6 >z +1++2x—5. 1036. o+ vz — 1>z +1.

NG
1037. 22 —1>Va® —3z+2. 1038.* Y2—* 1.
X

1039.% 7+ ¢TI —z>1. 1040. vz —2<4—a.
1041. V22 -3z +2>z2—2. 1042. V/3—z—+x+1>0,5.

1—+1—222 472
10435 — Y- 9 qo4a¥ — U 9y 40
T (1-vVI+tozx
Vet 1 1
1045. <6yZ. 1046.* + >0,5.
VT PRV AN
1 1
1047. — >1. 1048. 22z —1) < 3vV—22+ 2z +6.
V1+x V1—x ( )

1049. /(2z - 3)(z+ 1)<z —1.
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3. EKSPONENCIJALNA I LOGARITAMSKA FUNKCIJA

3.1. Eksponencijalna funkcija

Definicija 1. Funkcija  — y = a® (a > 0, a # 1) naziva se eksponen-
cijalna funkcija.

Domen eksponencijalne funkcije je skup realnih brojeva R, a kodomen
RT.

Definicija 2. Jednacina kod koje se nepoznata nalazi u eksponentu
stepena naziva se eksponencijalna jednacina.

1050. Ispitati promene i skicirati grafik funkcije y = 3*.

1 x
1051. Skicirati grafik funkcije y = <§) .

1052. Skicirati grafike funkcija:
a)y=0,5% b)y=05" ¢ y=027% dy

0,277,

1053. Graficki predstaviti preslikavanje f dato sa

277 (3 < —1),
flx)y=4 2 (-1 <z <1),
2% (z>1).

3T (< -1,
fa) =4 3 (c1<a2),
377 (x>1).

1055. Skicirati grafike funkcija:
a) y = oVa?, b) y = 3—Va?

Y
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1056. Koristeci grafike funkcija y = 2% i y = 3" konstruisati grafike
funkcija:

a)y=2"-2; b)y=2"4+1; c¢)y=3"-0,5 d)y=3"+0,5.

1057. Koristedi grafik funkcije y = 2% — 1, konstruisati grafik funkcije
y =2 —-1].

1058. Koristeci osobine eksponencijalne funkcije, uporediti stepene:

3 2 11
a) 1,54 11,53; b)372133;

) 1%' 1ﬁ~ d)05—2'05%
¢ 5 1 5 ; , 10,52.

1059. Odrediti koji od sledecih stepena imaju vedi izlozilac, ako je:

3 m 3 n
2 2):. b x v,
a) <2) < <2> © 1) 0,37 >0,3

1060. Odrediti dva uzastopna cela broja izmedu kojih se nalazi n, ako
jer

a) 5" =8; b) (%)n =5 o (g) -2

1061. Odrediti nule funkcije y = 2” — 16.

Skicirati grafike funkcija (1062-1066):

V2
1062. a) y=2 = —1; b)y= glz|-z

1063. a) y = 5l‘+\/p; b) y = _geVa?
1064. a) y = 21‘—|l‘|; b) y = |3|l~| _ 3|.

1065. a) y = 72\/;—1‘; b)y=-2a +o

1066.% a) y== 2% + 272, b)) y=2% — 277,

Odrediti oblast definisanosti sledeé¢ih funkcija (1067-1068):

1067.%a) y =/27-2* —8-3%; b)y=+3-5%—-5-3%
1068. a) y = 2V1-#%; b))y =3VI6-2% 4 5V7
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3.2. Eksponencijalne jednacine i nejednacine

Napomena. Jednacina ¢ija se nepoznata nalazi u izloziocu stepena
naziva se eksponencijalna jednac¢ina. Ako umesto znaka jednako (=) stoji
znak vece ili manje (> ili <) onda se ta relacija naziva eksponencijalna
nejednacina.

1069. Resiti eksponencijalnu jednacinu:

2 2x 16 1 z+3
2:8—3 — 16: - - . R .
a) 6 D) (3) TR (27)

Resiti po  jednaéine (1070-1107)

—

x

1
1070. a) 167 = 43; b) 100- 1022 = 1000 9 .
1\° se—3  /1\°
1071. a) (Z) =4"3 . (g) ; b) 47H 447 = 320.
1072. a) 2- 37T —4.3772 = 450; b) 23072 — 23773 _93r—d — 4,
1073. 2271 — 2773 = 32-2 _ 3z=3,

1 1
1074. 3-4%+g L9Tt2 — . g7+l _ 3 cgrtl

1075. 312x—1 _gbz—1 _ o7dz—1 4 g13z+1 — 91992,

1076. a) 5° — 53¢ =20; b) 5% 3 =2.5""243
41 et 1\

1077. a) 4> =22 ; b)2 = (5) -1

8

1078. 0,57 204615 — —_ 1079, (117 — 11)2 = 11% 4 99.

1080. 2*°—3 —57°=3 = 0,01 - (10"~ 1)3.

1081. 4V==2 1 16 =10-2V*~2,  1082. 25V% — 124 . 5V= = 125.
1083. 4z+Ve®-2 _ 5. 9o—1+Vz?-2 _ g

1084. 23¢ — 3z _93z—1 32+l — _9gg

1 1
1085.% 4 — 372 = 3%tz _ 92r—1
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1
1 5
1086. <2\/ﬁ +3vV3+ 6\@) _ /3222

1087.*( 27\/§)x+( 2+\/§)x:4.
1088.* (\/7+\/E)x+( 7—\/5)96:14.

2 1 1

1089.*% 20 — 6 - 5% +10%* = 0. 1090. 10z + 25z = 4,25-50%.
z—1 z+1 2 z—3
1091.%*37 2 —23 =23 +3 2 .

2x+2 2x—5 2x—3 2x—2

1092.*5 5 —4"3 =55 44 3

2+\/5\/+_a;
2(14++/x
( ) _ 31

8
|

—z_ /]
1093.% \/3.31+V= . <§)

5 1

1094.% /27 3/4% . /0,125 =4-/2.  1095.% \/2.0,54Vz+10 = 4Va+1
x—3
1096.*% 83z—7 . ¢/ =/0,53x-1 = 1. 1097. 22*+1 —33.271 4 4 =0.

1098. 6-9% —13-6% 46 - 4% = 0.

1099. 2(z + 1)(2z + 1)* — (z — 1)® = (2z + 1)*F1,

1100. 3771 43272 4 3773 4 374 1 375 1. 376 — 364,

1101. 247 4 241 4 yg22o—1 4 od2=3 4 1671 — 31,

1102. 3/10 = 5(50 n 2{/@). 1103. 6% + 67+1 = 2% 4 9u+1 | gut2,

[\el[S3

1 1
1104.% 32°(=*=1) — 799 .72"=2=6_ 1105.% 3772 + 3%T2 4 32T5 — 31,

1 1 5
1106. 2°72 + 212 + 2772 = 11,/2.
(a+b)2x
(a+0)2

1
1108. Data je jednacina (8z)% + (2P+7 - 80)39 +9 = 0. Odrediti realan

broj p, tako da jednacina ima jedinstveno resenje.

1107. (a* —2a%b* +b*)*~1 =

1
1109. Data je jednacina (4x)? + (25+4 - 24):c +1 = 0. Odrediti realan

broj b tako da data jednacina ima jedinstveno reSenje.
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1110. Data je jednacina 2% — 5 + g =0

a) graficki resiti datu jednacinu;
1\?
b) koristeéi grafik, na¢i priblizno { <§> .

1111. Data je jednacina 3% — g —8=0:
a) graficki resiti datu jednacinu;

b) koristeéi grafik, naéi priblizno vrednost izraza v/33.

Resiti nejednacine (1112-1132):

1112. a) 5713 > 573, 1) 0,371 < 0,342 ¢) 2773 > 2,
> 1
220 43 = 2242 1’

1113. a) 2* < 7%; b)) 3=71 > 5271 1114,
1115, 24e42 . 4=o* _ 3. 924202 L g < ()

1
1116. 92042 .37°~1 _10.33%°+1 . gz L 3 <0,

3 22 —22 zlci2
1117. 0,52 < 0,0625. 1118. <<?> ) > 1.

1119. 22 -3z — 311 < 0. 1120. 52+ > 57 4+ 4,

1121, 4% — 226-1 4 832 S 50 1122, 25% < 6. 5% — 5.

1123. 47 ' —272_3 <0. 1124, 2¢+2_9r+3 _grtd 5 grdl_ gud2
1125. 0,32° 3246 < 0,00243. 1126. /97 — 3772 > 37 — 9.

1 1 2242
13 < T 1128. 0,22°-1 > 25.

132° z*+36 1222
3 3 3
1129.% | — <= — .

1130.% 1 < 3l#~2l < 9. 1131.% 24”1 _ 5‘ < 3.

2\" 2
1132.* (g) : (g) > 6—1 A28 —62-35 - g\ /9

1127.
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Resiti sisteme (1133-1152):

1133. 2% .3V = 12A2Y .37 =18. 1134, 27.3Y = 24 A2V - 3% = 54,
1135. 27 - 4Y = 512 A 8% = 211 . 4¥,

1136. Va® : Va ¥ =a” Aa® - Va® = Jav.

1137. {/a- Va2 = Va7 A Vab = Va?.

1138. 321 = /9y A v/252+1 . {/B3y—1 = 52 . /5,

1139. 3-27HY — 5.2V = 172 A 5- 25+ — 4. 27~ = 304,

3\"Y  [2\"Y 65
1140. ( = (= = ANay— = 118.
(2) (3) 36 WY

4 2

2z _5y\T7 3z _y\28  z=w 1
1141. (a3 12 =a?(a2 "3 ANaxty = a5.
1142. alby:m/\x+y:n’ (a>0,b>0).
1143, oVo VU = 22 A VPV = ¢,
1144. 2v = y* AzP = y9, (z,y >0). 1145. a® = WA = yb.

z ¥

1146. av = bz Az® =yb. 1147, 2% =y Azie—1l = 44,

1148. 2%tV = y12 Ayt = 23, 1149, 2%V = ¢y Y A2y = 1.
(y—1*

1150. (1 4+4)* =100 A (y* — 242 +1)*~ 1 = )
(1+y) (y Yy ) CESIE

1151. a® = b = ¢* Aa? + 92 + 22 = d2.

y
2

Y
1152, 117% —2-5Y =TI A 117 +2-52 = 21 A110-D* 1 52 = 16.

3.3. Logaritamska funkcija. Osnovna pravila logaritmovanja.
Dekadni logaritmi
Definicija 1. Funkcija inverzna eksponencijalnoj funkciji

y=a", (a€RT\{1})

naziva se logaritamska funkcija. Oznacava se sa y = log, x i ¢ita se:
logaritam od x za osnovu a.
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Pozitivan broj x naziva se argument, pozitivan broj a osnova (baza) —

logaritma.

Definicija 2. Logaritam nekog broja jeste broj kojim treba stepeno-
vati bazu logaritma da bi se dobio taj broj. Ta definicija se izrazava

identitetom

(1) a%%® =z (a,x €RT; a#1).
Logaritam proizvoda:

(2) log, (ry) =log, = +1og, y, (a,x,y € RT; a#1).
Logaritam koli¢nika:

(3) logag =log,z —log,y, (a,z,y€R"; a#1).
Logaritam stepena:

(4) log, #* = blog, =, (a,z €RT; bER; a #1).

Definicija 3. Jednacina kod koje se nepoznata nalazi i u logaritmu

naziva se logaritamska jednacina.

1153. Skicirati grafike funkcija:
a)y=logzz; b)y=logyz; c)y= 10g% .
1154. Koristedi grafik funkcije y = log, x, konstruisati grafike funkcija:
a)y=logoxz—1; b)y=logax+1; c)y=log,z—2.

1155. Koriste¢i grafik funkcije y = logs x, skicirati grafike funkcija:
a)y=loggz—1; b)y=loggz+1;

)y =logg(x+1); d)y=log(z+1).

1156. Skicirati grafike funkcija:

a) log Va?; b) y = logs /(log; )5 ¢) y = logy(~a).

1157. Odrediti oblasti definisanosti funkcija:

a) y =log(z? —2x); b)y=1log(z? —3); c)y=log(22? — 5z — 3).
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1158. Data je funkcija y = log, (322 — 2z) (@ > 0, a # 1):

a) za koje vrednosti argumenta x funkcija ima smisla u skupu realnih
brojeva?

b) odrediti nule date funkcije;

¢) odrediti  tako da za osnovu a = /5 vrednost funkcije bude 2.

1159. Data je funkcija y = log, (222 — x) (a > 0, a # 1):

a) odrediti oblast definisanosti date funkcije;

b) odrediti nule date funkcije;

¢) odrediti z tako da za osnovu a = /3 vrednost funkcije bude 2.

1160. Date su funkcije:

y=logsx, y=logzx i y=Ilog: x.
2

a) Koliko prese¢nih tacaka imaju grafici datih funkcija?

b) Odrediti koordinate prese¢nih tacaka.

Odrediti oblast definisanosti funkcija (1161-1166):

1161. a) y = /log, 2 — log, 7; b) y = (logy x — logy z)~%5.

1162. a) y = 4/lo +3 1/10g05

2z
1163. =1 -3; b)y=1 — —1].
A y=logle—3) b)y=log, <x+1 )

—1
1164. a) y = <log0,5(—2$2 + 5z — 2)) ;b)) y=log, (230—33_3 - 1),
1165. a) y = log(2z — 22 + 15); b) y = 10%s@+4),

1166. a) y = loglogy(z — 3); b) y =loglogg 5 |z — 1].

Skicirati grafik funkeija (1167-1171):
1167. a) y = 10°8%; b)) y =log|z? — 1.
1168. a) y = |log(z — 3)|; b) y =log|z — 3| — 1.
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1169.% a) y = |log|z|[; b) y = loglog |z|.

1
1170.*% a) y = log, (:L' + —>; b) y =log(2* +27%).
x
1171.% y = log x + | log z|.
1172.* Odrediti apscisu tacke na grafiku funkcije
y = log, logg (271 +4),

¢ija je ordinata jednaka 1.
1173.* Odrediti nule funkcije y = logs (V22 + 21 — V22 + 12).
1174. Odrediti tacku preseka grafika funkcija

y=logy(x+14) 1 y=6—1logy(x+2).

1175. Odrediti nule funkcije y = 298 — 100002°.
1176. Odrediti vrednost realnog broja k tako da funkcija
y = log(kx) — 2log(x + 1),

ima samo jednu nulu.
1177. Odrediti tacku preseka grafika funkcije

y= (3, 61+10g3,6(x+10))log6(5+z)

)

sa ordinatnom osom.

1178. Koristeéi osobine logaritamskih funkcija, uporediti sledece lo-
garitme:

1
a) logy 3 i logy v/2; b) log, 3 i logg271

c) logi V5 i log1 2; d) log
2 2
1179. Ako je (m,n > 0):
a) logsm > loggn; b) logi n <logi m;
1 1
c) log zm <log sn; d)logzn>logzm,
3 3

odrediti koji je od brojeva m i n vedi.
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Bez upotrebe racunara izracunati vrednosti logaritama (1180-1183):
1 1

1180. a) log, o8’ b) log; 5T c) log, ; 1000.

1181. a) logy 1 0,0001; b) log 58; c)log 516; d) log z81.

1182. a) log 58;  b) log, /512 c) logs ¥/243;  d) log, Va?.

1183. Odrediti skup A = {log, z|z € B}, ako je

Izrac¢unati vrednost izraza (1184-1190):

1184. a) 310g3 81; b) 1010g10 1000; C) 9log, 512

1185. a) 3logs; 25 + 2logs 27 — 41og, 8;
) 1

b) —log; 81 + 3log1 16 — 2log, — + log
4 3 32

1186. a) log; 81 - log, % -log, 16 - log, 8;

b) log, 16 - log, 8 - log, 4 - log, 2 - log, 1.

1187. a) 251985125 | 5. 3logs 81, 1) 5lo8525 . 9log, 8 . glogs 3,
1188. 53108225 | g2—logs3 _ g4—log, 5

1189. 2log; 125 - 21 Hlosz 4 — 32logs 91,

1190. Izraziti logaritme sledeéih algebarskih izraza pomocu logaritama
pojedinih brojeva koji se u njima javljaju:

2
W) 2ab b) 3 o) VA d) 0(a® — ) o) Lo

my -ma, 1 4 4 ,a_2
ML ) Smgt by g §) TVE

1191. Primenom osnovnih osobina logaritama transformisati sledece

izraze:
4a>VT 8a4\/5' ./ 3a2

log 2V T Sa Vo _sa”
a) log oo D) los o= o) log | s
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1192. Logaritmovati sledece izraze:

a)x%; b)x:<5a2b"\3/%)5; ¢) p= Rr(R+ s);
a2
D p= VGG Be=a: o V=TV

Dokazati da je (1193-1195):

1193. a) logg 2 + logg3 =1; b) log;, 5000 — log; 5 = 3.
1
1194. 2log25—1log125—logh =0; 1195. log2+log8— 3 log 256 = 0.

1196. Resiti po x jednacine:
1
a) logax =log4+2logh+1log6 —logl5; b) 3logz+ 3 loga = 3logb+
log c;
1
c) 2logz — 3loga = logh + logb + 3 log c.

1197. Resiti po V jednacine:
a) log V+log3 = 2logr+logm+log H;  b)logV—2logr = logn+log H;
c) logV +log3 =log4 + 3logr + log .

1198. Resiti po A jednacine:
1
a) log A = logz + < (log(y — 2) + log(y* + yz + 2%))

1
—2logy — log z — §log(x —1);

1

1
b) log A =loga+2logz+ 3 log(z —z) 3(10g(y2 —yz+22) +log(y +2)).

1199. Dokazati log, N = log,s N> N € Rt acR*t\ {1}

1200. Ako su a i b dva pozitivna broja razli¢ita od 1, dokazati identitet
log, b-logya = 1.

log,. b

1201. Dokazati da je log, b =
log. a

(a,c e RT\ {1}, b € RT).
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Dokazati sledece identitete (1202-1205):

1
1202. 3log,a+ 2log, — =log,a (a € RT, be R\ {1}).
a
1
1203. log, a — log, P logy,a> =0 (a€RT, beRT\{1}).

b
1204. log, — + log, bi —logiz=0 (a€RT"\ {1}, b,z e RT).
a x P
1205. log, v —4logi z —log, z° =0 (a € RT\ {1}, z € RT).
a
1206. Ako su a i b istog znaka, dokazati ekvivalenciju

la+0] 1

a® +b? = Tab <= log 5(10g la| + log |b]).

1207. Ako su a i b istog znaka i a # b, dokazati ekvivalenciju

1
log|a + b —log|a —b| = §1og2<:>a2+b2:6ab.

Izracunati vrednost izraza (1208-1210):

1208. z = 101105 4 1(2-1log20 _ 1(3—1og500

1209. x = 491 loer2 y 5-loss4 1210, o = \/m.

1211. Ako je log, z = p, log, x = q i log,;. x = r, izracunati log, x.
1212. Ako je logs 2 = a i logy 3 = b, izracunati log,s 100.

1213. Ako je log; 2 = ¢ i log; 5 = d, izracunati log, 2, 5.

1214. Izracunatilogg 9, 8, ako je log;;2 = a ilog;, 7 = 0.

1215. Ako je log;43 = a ilogyo 11 = 6, izracunati logg 2, 97.

1216. Ako je logy a = m ilog, b = n, izracunati log,. ab.

1217. Ako je log; 2 = a, izracunati log; 28.
2

1218. Izracunati log, 39, 2, ako je log, 2 = a i log, 10 = b.
1219. Ako je logs, 3 = a ilogsy 5 = b, izracunati logs, 8.
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1220. Ako je log, = = 2, log, « = 3, log, z = 6, izracunati log,,, .
1221. Izracunati logss 28, ako je log, 7 =a ilog, 5 =b.
1222. Izracunati logs, 168, ako je log; 12 = a i log;, 24 = .
1223. Ako je log2-logh = k, izracunati log 2 i log 5.

1 1 1
1224. Ako je y = 101-logz j z = 101-logy  tada je z = 101-logz,
Dokazati.

1225. Dokazati bez upotrebe ra¢unara nejednakosti:
a) (logy 3) " + (log5 3)~! > 2; b) (logym)~" + (logs m)~' > 2.

1226. Dokazati implikaciju:

log;, 18 = a Alogy, 54 =3 = af +5(a— ) = 1.

1227. Dokazati implikaciju:

log,;524 = a Alogg54 =0 = 5(a+ 3) — 3a8 = 8.

1228. Ako je m,k,n,z € Rt \ {1}, dokazati implikaciju:

log;,, m

2log,, v = log, « +log, = = n? = (kn)
1229. Ako je log;,2 = 0,30103, log,, 3 = 0,47712 i log;, 5 = 0,69897,
izracunati log,, 6; log;, 15; log,( 30; log;, 225; log;, 5400.

1230. Ako je log;,2 = 0,30103, log,q3 = 0,47712, log;; 5 = 0,69897
i logy7 = 0,84510, izracunati sledete logaritme: log;q14; logq 35;
log;, 505 logq 100.

-3
1
1231. Ako je log;y2 = 0, 30103, izracunati log; (325) .

Primenom logaritama izracunati vrednost izraza (1232-1238):

4

0,45
1232. a) 2350 1,05!7; b) (?) . ¢) 5 /3, 1366.
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7,232 12,45 0 8,152/56
5,72 23,86’ 7,243

1,725/56,13

1233. a) 4,782-35,64; b)

,]0,23/2,617

1234. b .
2) 15z D) 0,5782
827,56 - 4 1,6 /9,261
1285. ) Y27,56 - 0,506 b 8601, 6 \/29, 61
0,02404 - \/23 67,2
5
3\ 6 6 - 4035
4,3. et .
1236. a) 3,4%°%; b) <4> ;©) 3142
™3 500
1237. a) {/1+ —=: b) ——(1,0242 —1).
a) {/1+ = )0,02( ;0 )

17569 67685
1238. -5,32)30,0294; b - ¢ .
8) (=5,32)"3/0,029% )\/111,11 \/1,2365
1239. Izracunati ivicu kocke &ija je zapremina 52,3 dm?.
1240. Izracunati zapreminu lopte polupre¢nika r = 13,2 m.

1241. Obim kruga je O = 35,24 cm. Izraziti obim upisanog kvadrata u
krugu u funkciji obima datog kruga i izra¢unati njegovu veli¢inu.

1242. Izracunati ivice kocke ¢ija je zapremina dva puta veca od zaprem-
ine kocke ivice 2,378 m.

1243. Izracunati povrsinu i zapreminu Zemljine kugle ako se uzme da
duzina njenog polupreé¢nika iznosi 6371 km.

1
1244. Koristeéi formulu za jednoliko ubrzano kretanje s = 3 gt?, odrediti
put s koji telo prelazi za 19 s, ako je ubrzanje g = 9,81 m/s%.

1245. Koristeéi prethodnu formulu za jednoliko ubrzano kretanje, odre-
diti vreme za koje jedno telo prelazi put s = 2356 m.

1246. Na koti visine 120 m postavljen je top iz koga je ispaljena granata
u horizontalnom pravcu, brzinom 839 m/s. Izracunati na kom je rasto-
janju od topa pala granata, koriste¢i obrazac za rastojanje

[2h
T x=uvgy —.
g
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1247. Izracunati visinu sa koje treba ispaliti granatu u horizontalnom
pravcu brzinom 975 m/s da bi pala na rastojanju 9,568 km od mesta
ispaljivanja.

1248. Ako je ko pocetna koli¢ina radijuma u trenutku ¢ = 0 i koli-
¢ina neraspadnutog radijuma u trenutku ¢ (mereno u vekovima), onda

je y = koe 9038 Naéi vreme kada ée ostati polovina prvobitne koli¢ine
(to je vreme poznato kao “poluzivot” radijuma).

3.4. Logaritamske jednacine i nejednacine

Napomena. Jednacina ¢ija se nepoznata nalazi u argumentu logaritma
naziva se logaritamska jedna¢ina. Ako umesto znaka jednako (=) stoji
znak veée ili manje (> ili <) tada se ta relacija naziva logaritamska
nejednacina.

Resiti jednacine (1249-1295):

1 .
1249. log(5—x)+2logv/3 —z =1. 1250. 10g(57:c)7§ log(35—13) =
0.
1251. log(2? + 19) —log(z —8) =2. 1252. 0,1-z°e*~1 = 10.
1253. a) 2218’7 = 1023; b) 21°8% = 100z.
1254. log,(x — 1) +logy(x +2) = 2.
1255. a) logi z — 3logs x4+ 2 =0; b) logyz + log, 2 = g
1256. a) log,(522) -logi z = 1;  b) log, logy 2 = log, 3 + log, 4.

-1
1257. a) logy « + log, x + logigx =7; b) logx — (10g {75) =1.

2
1258. log, v/5 + log, 5z — 2,25 = (10&6 \/5) :

1259.% 52(log5 2+x) 92— 5x+log52' 1260.* xlog4x—2 _ 23(10g4x—1).

2
1261. logs x - logg x - logy; = - logg, = = 3

1262. (log(z + 20) —logx)log, 0,1 = —1.
1263. log, (215225 4 o1.5e=05 _ () 1. 53+1) = 35 — 1.
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1264.
1265.

log;o  + log;o #2 + log o + - - - + log; o 2190 = 5050, (z > 0).
log-(64+7"%) =142 1266.* z+log(1+2%) = xlogh +log6.

1267.% log 5(4% — 6) — log (2" — 2) = 2.

1268.

1269
1270
1271
1272

1273

1274

1276
1278
1279

1280

1281.

1282.
1283.
1284.
1285.
1286.
1287.

* 22 - logy 2 — (222 + 3) - logg (22 + 3) = 3 - logs

log(7 — 2%) —log(5 + 4%) +1log7 = 0.
log(4 + 2%72) = log4 + log(5 - 2472 — 1).
log(3* +2) —log(2- 327 + 9) = log 3.

* glogr = 16(6 - 298 V® + 25).

51og% +logg 2® + 8logg,» % = 2.

1
1 +1 =1 +loga /T + =.
0g, 3 + logg w = log /5 3 + logs Vo + 3

3 8, 3
logs, — + logs z = log v/100.  1275. g2log’ e=5logz _ /70
x
72(log7 3+x) _ 7= 7:c+10g72. 1277. 10g3 (28 _ 3:8) — 210g2(3—x).

log, a +log, x = log a+log,/x+0,5, (a>0,a#1).

x
2¢ 4+ 3°

z+1
log, log; (22 + 3) + log% log% 213~

— @logie(z+2)

3
2+logv1+z+3logy1—x=1logV1— z2.
log s -logy x -logy 5 - logy v = 54.

( 1 ) log (a:2+29:+4)

logy (2?2 + 22 — 7) - log,2_gui94 = 1.
logs, 1 7(9 + 12z + 42?) + logy, , 5(62? + 23z + 21) = 4.
logs, 1 s(2% + 82 + 16) + log, | 4 (322 + 20z + 32) = 4.

logs (2?2 — 22 — 3) - 10,2 4 14049 25 = 1.
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1288, 7logz _ glogz+l _ g slogz—1 _ |3 7logz—1_
1289. log” z—logz®+2 =0. 1290. log,(9* ' +7) = 2-+log, (31 +1).
1291. 1+ logy(z — 1) = log(,_1) 4.
1292, 22lese—1 _ 7loge — qloga—1 _ 3. ylogz_ 1293, pltlosse — 34
1294.% 2log,(2* — 1) + = + log% 3+log 56 =0.

6

1295.% (3, (1) — 1, (3)%: % = (4,(2) 2, (1)),
(a, (b) = a,bbb. .. je periodican broj).

Odrediti skup vrednosti promenljive z tako da vazi (1296-1309):

x—1
T+ 2

1297. log(r—4)—log(z+1) < 1.  1298. log, 5(27+6) > logg 5(z+8).

1296. a) log

>0; b) log(x —2) > loguz.

1299. a) log, (2% — 3z +4) < 1;  b) logs(z? — 5z + 6) < 0.
1300. log, z + log,(z + 1) < log, (22 4+ 6), (a>1).

1301. log,, a+3log,2, a >0, (a>1). 1302. logp,>_,(22+2) < 1.

—:C)

1303. logy 5(2? —4x +3) > —3.  1304. logy = > logys(3z — 2).
1305. logs(1 — ) <logi(z +2). 1306.* log(y, 3y > < 1.
3

1307. log(5® + x — 20) > x — xlog 2.

Az +5
1308. log, o(22 + 1) < logy = (22 — 5).  1309. log, ———> < _1.
0,5 0,5 € 6 51

1310. Nadi sve realne vrednosti = za koje je definisan
10g (42—, _6) (z® +z — 6).

1311. Graficki prikazati skup tacaka M (x,y) ¢ije koordinate zado-
voljavaju nejednakost:

a) logy(r+y—1) <0;  b)logy 5(z+y—5) <0; ¢)0 <logs(z+y+1) < 1.
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Resiti nejednacine (1312-1325):
3r—1 2x — 8
1312. logx xQ——i—l > 0 1313. 10g175 m < 0

1314. log, (z(z* —x—2)) < 3.  1315. log, 5(x—0,5)+logy 5(z—1) > 1.

S5x+4
1316. log 10°°8(@+16) > 1 4 logz.  1317.% 0,6'°%05 %% 2243 > 1,

6 —1 r+1

1318.* log; logg < log1 log1
5 6

r+1 6z —1°
1 2 L v
1319. + <1. 1320. log 1 (6! —36%) > —2.
5—logz  1+4logzx 75
1321. log,(5 — 3%) - logy ——— > —1.
2
1322.% |z —1[leg2(4=2) > |z _1jles(1+2) 1323, log, Jo® = 22| +4
|z 42|+ 22 —
|22 — 42| + 3
1324. logs ——— > 0.
0g3 I2+|$—5| =

1325.% log1 Va3 + 22 + 2 — 14 - log1 (—2% + 5z — 6) < 0.
5 1

1326.* Data je nejednacina

Yy 2 Yy Y
2—logy—— |z+ |1+1logy—— |22 —2(1+1log, —— | > 0.
< g2y+1> < g2y+1> < g2y+1>

Odrediti realan broj y tako da je ta¢na za svako x € R.

1327.* U intervalu (0,1) odrediti podskup one vrednosti x, za koje je

1 8+log, x 1 log? «
tac jednakost | — >3 .
Na nejeanakos (81) (3)

1
1328.* Resiti sistem |log, x| < 1A " > ,zaa>1lineN.
1—-log,z =~ log,x

3.5. Sistem logaritamskih jednacina sa dve nepoznate

Napomena. Konjukcija od dve ili viSe jednac¢ina sa dve ili vise nepoz-
natih, od kojih je bar jedna logaritamska naziva se sistem logaritamskih
jednacina.
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Resiti sisteme jednacina (1329-1349):

1329.
1330.
1331.
1332.
1333.

1334.

1335.

1336.

1338.
1339.
1340.

3z =2logy+4Az+logy = 3.
2z —y =9 Alogx =log2 + logy.
log, z —logoy = 0A 2% —5y?> +4=0.
log(x —y) —2log2 =1—log(x +y) Alogz —log3 =log 7 —logy.
log(z2 4+ y%) = 1 + log 8 A log(x + y) — log(z — y) = log 3.

5
log, x —log, y = 3 ANx+y=>5.
3%.2Y =576 A logy(y — x) = 2.

11

y“::IOOOAerQlogy:?. 1337. z'°8Y = 25 A 2y = 500.
logz +logy =2 Alog \/5(x —5) —log /3y —2 =0,5.
2% + 2y = 74 Nlog \/z +log \/y = 0,5.
22 —4xy? = 14 Alogx + 2logy = 2 — log 8.

)
1341.% 2y = ¢ A (logy )2 + (logy y)? = 5(10g2 c?)2.

1342.

1343.

1344.
1345.
1346.

T—y y—x

17
272 422 :Z/\log(x—Qy)—i—l:10g(x+2y)—|—10g2.

8(v/2)*¥ = 0,5Y73 Alogs(z — 2y) + logs (32 + 2y) = 3.
z Y

4vTE =327 logs(z —y) = 1 —logs(z + ).
710g3 T _ 310g9 Y =40 A 7log3 VT _ 310g81 Y — 4.

xloggy _|_ leng = 4/\ 10g4x - 10g4y =1

1347.% 07+y—1 4 9r—y+1 _ 3 5

l .37 logs 2+ylog; 2—2 + 37 logz 2—ylogs 2—2 __ 1

1348.% log; ,,(y> — 2y +1) +log, ,(¢° + 2z 4+1) =4/

logy,(2y +1) +log;_,(2x + 1) = 2.

1349.% logy, , (y* — 6y +9) +logz (x> + 4z +4) =4 A

2logy (4 —y) —logg_, (2 —2z) = 1.



IV GLAVA

4. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

4.1. Definicije trigonometrijskih funkcija ma kog ugla
Osnovne trigonometrijski identitets

1. sinffa+cosPa=1 (Ya).

2. tga= Sma (a#ﬁJrk?r, kEZ).
cos o 2
3. ctga = closa (o £ km, k€Z.
sin «
1
4. ctga = — ( k+1 kEZ).
tg o
1
5. seca = (a;é + km, kEZ)
cos o
1
6. coseca = —— (a#km, k€Z).
sin «
t
7.sina= — 2% (Oé;éz-i-k'ﬂ', k:EZ).
+/1+ tg2a 2
1 k
8. cosa = —————= (a#—ﬂ-, ke Z).
++/1+ tg2a 2

Dokazati sledeée identitete (1350-1362):

1350. sin « _ 1+'cosa' 1351, ] 1 _ 1+ ctg2a.
1—cosa sin v sina —cos2a 11— ctgla
sin® o cos? o .
1352. 1 — - = sina - cos a.

14+ ctga 14+ tga

1353. sin o + cos? a +sin® a - cos? o = 1.
2 2 2 2 1+ tg'a 2
1354. ctg“a—cos“a =cos” a-ctg“a. 1355, ————— = tg“a.
tg2a + ctgla
cos sin o
1356. + = (sina+ cosa) - (1 — sinacos ).

1+ tg2a 1+ ctg2a
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cos?z — sin?y ) )
1357. —5———— = ctg-x - ctgy — 1.
sin® x - sin” y
1358, sinoztgoz—i—sinﬁtgﬁ: 1 B
cosa + cos 3 cos a cos 3
1359. s?noz—cosa—l—l:sina—i—l (a;«éz—i—kw,kEZ).
sina+ cosa — 1 cos o 2
1 1
1360. <1+ tg:c+—>~<1+tg:r )th:c.
coszT cos T
tg?8 — tg’a

1361. cos?a — cos? 3 =

1362, (tga +seca) - (cosa — ctga)

(cosa+ ctga) - (tga —seca)’

(14 tg2a)(1 + tg2p0)

1 _ .
1363. Za koje a vazi formula cosa _ _sma ,
I+cosa 1+cosa

1364. Akoje0 < a < g, dokazati da je

2

\/1cosa \/1+cosa
+ = _——.
1+ cosa 1 —cosa sin o

1 —sina

1+sina

1+ si 1—si
1365. Za koje a vazi formula \/ tsma \/ Sma 2tga?

1366. Ako je % <a< g, dokazati da je

V1 —2sinacosa 2

sin? @ — cos? a sec o + cosec o

1367. Ako je cosz > 0, dokazati da je

= sin« + cos a.

sinx - (\/14— tg%c—sinx) + coszx - (\/1 + thm—cosm) = tgx.

1368. sin o + cos « 1+ 2cos?

2

sina—cosa cos? a(tg2a —1) T 1+ tga

1369. 2(sin® a + cos® ) — 3(sin* a + cos* a) + 1 = 0.
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1 —sina - cosa sin? o — cos? a
1370. C =3 .
cosa - (seca — cosecar) sin® a4 cos3 o
1371. S?nia—l—cos‘la—l _ g
sina+cosba—1 3
.3 3
sin® a — cos” « cos o
1372. - — — 2tgactga = —1, ako je
SIn @ — COS « 1+ ctgla
T
—<a<m.
2

1373. Ako je tga + ctga = a , izra¢unati sin a.

1374. Eliminisati ¢ iz sistema:

a) sint + cost = m Asin®t 4 cos® t = k; b) asint = x Abcost = y;
c)x=p+rsint ANy =q+rcost.

1375. Ako za ostre uglove AABC vazi jednakost sin® o + sin? § = 1,
kakav je AABC?

1376. Dokazati da se izraz w, gde je © # (2k + 1)%7 moze
cos3

izraziti kao racionalna funkcija od tgux.

1377. Ako je asin®z 4+ bcos2zx =1, acos?y + bsin®y = 1,
atgx =btgy i a # b, onda je tatna jednakost a + b = 2ab. Dokazati.

1378. Ako je coseca —sina = m, seca — cosa = n, onda je
2
3

(an)% + (m?n)3 = 1.

Dokazati.
1379. Ako je tg2x + ctg?z =a, tglz + ctglr =0, a x # kzg (k€ ),
dokazati da je a® — b= 2.

1
1380. Ako je sina — cosa = > izracunati sin® a + cos? a.

1381. Odrediti sin« i cos v ako je:
a) 2sina+3cosa =3; b)3sina+4cosa=5; c)sinatcosa =2

1382. Odrediti ugao x, (0 <z < g), ako je 3sinz = 2 cos? .
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sinx + tgx

1383. Dokazati da je razlomak pozitivan za svako z.

cosz + ctgx
1384. Ako je
rcosa+ysinf=a, zsinf—ycosa=>o,
(2% 4 y?)(sin? o + cos? 3) = 2ab,
dokazati da je 2(x? + y?) = (a + b).

1385. Data je funkcija y = 3(cos* z+sin® ) —2(cos® z4-sin® ). Dokazati
da za sve vrednosti argumenta funkcija ima konstantnu vrednost.

1386. Izracunati vrednost izraza
A = cos® 18° + cos? 36° + cos? 54° + cos? 72°.

b
1387. Ako je x = ¢ +btga iy = atga + ——, dokazati da je
CoS (v cos
22 —y? = a2 — b2,

1 tg o
1388. Ako je x = , Y = & , 2 = tg [, izracunati vrednost
cos acos 3 cos 3
izraza A = z2 — y? — 22,
cos o

1389. Ako je z = , y = cosatg, z = sinq, izrac¢unati vrednost

cos
izraza A = z? — y% + 2°.
1390.*% Ako je:

a= Acosacosf3 — Bsinacos(+ Csin g,

b= Acosasin 3 — Bsinasin 3 — C cos 3,

¢ = Asina + B cos o, dokazati da je a® 4+ b% + ¢ = A% + B2 + C2.

. 4 4
1
1391.* Ako je S erCOS T ,a-b>0onda je
a b a+b
sin8x+cossx _ 1
as b3 _(a+b)3'

1392. Za koje vrednosti « vazi formula

v1 — 2sin o cos o 2sin«
+

5 - = sina + cos a?
a — cos? o secasina + 1

sin
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1393.* Ako su a, b, ¢ tri pozitivna broja, 0 < a < 7 i
a? =b%+ ¢® — 2bccos o,
dokazati da je |[b—c| <a < b+c.

1394. Dokazati da je, za svaki ostar ugao «, sina + cosa > 1.

Odrediti vrednosti ugla «, 0° < o < 360°, (1395-1403), ako je:

2
1395. % —cosa < 0. 1396. V3 — tga > 0.
2
1397. sina + % >0. 1398. ctga —+/3 <0.

Odrediti vrednosti ugla z (0 < x < 27), za koje su realne sledece funkcije
(1399-1403):

1

1399. y = Veos2z.  1400. y = ,/sin; 1401 y = | [sinz — .
1
1402. y = /1 — tg2z. 1403. y = /sin’z — 3

Dokazati sledece identitete (1404-1412):
1404. cos? - (tga+2) - (2tga+ 1) — 5sina - cosa = 2.
1-1¢ 1—ct
1405. tgta = (tg3a+ ga) : ( Cga—i—ctg%z).
ctg o tg o
3
a—cosb o’

1406. (tga + ctga)? = —5
1 —sin

1407. (sina-cos B+ 1)? = (cosa + cos §)? + sin? « - sin? .
1408. (sina —sin B8+ 1)? = (sina + sin 3)? + cos? a - cos? 3.

tg2a+1 sin cos o
1409. = - — - .
tg2a0—1 cosa+sina  cosa —sina
1410, 2 sin® a + cos® o 14 2cos?

tga+1 (sina—cosa) - (1—sinacosa) cos?a - (tg2a—1)
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1411 1+sina - cosa 1 sin?a—2-cosa—1 1
cosd o —sin® o sina+cosa cos? a — sin? « tg2a—1
.3 3 .3 3 . 4 4
sin®x 4+ cos®x  sinx —cos®x  sin” & — cos*x
1412. 3 =

sinx + cosx sinx — cosx sin®z — cos2 x
1413. Uprostiti izraz

c0s20° + cos40° + cos 60° + - - - 4 cos 160° + cos 180°.
4.2. Svodenje trigonometrijskih funkcija ma kog ugla na
trigonometrijske funkcije ostrog ugla

Teorema.! Ako je a ostar ugao tada vazi:

1 Sln(——a)zcosoz, cos(g—a)zsmoz,
(5 -a) = o 5 (5-0) =t
——a) = ctga ctg (= —a) = tga
g 5 ga, g B) ga,
. (T T
2 sm<§+a):cosa, COS<§+OL):7SIHOL,
T T
tg §+a):fctga, ctg <§+a):ftga,
3. sin(m — a) =sina, cos(m — a) = —cos
tg(mr—a) = —tga, ctg(r —a) = —ctga,
4. sin(m 4+ a) = —sina, cos(m + a) = —cos a,
tg (m+ a) = tga, ctg (rm+ a) = ctga,

) 3 3 .
5. sin E—a = —cosa, Cos E—a = —sina,

37 3
tg 7—04 = ctga, ctg 7—@ = tga,
. (37 3T .
6. sin ?Jra = —COs«, COS ?Jra = sin «,
37 3
tg 7—1—04 = —ctga, ctg 7—}—@ = —tga,
7. sin(2m —a) = —sina, cos(2m — ) = cos
tg (21 —a) = —tga, ctg (27 — ) = —ctgay,

Lo moze biti proizvoljan realan broj.
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8. sin(27 + a) = sina, cos(2m + ) = cos
tg (27 + a) = tga, ctg (27 + ) = ctga,
9. sin(k-27+ «a) =sina, cos(k- 27 4+ a) = cosa,

tg(k-m4+a)=tga, ctgk-7+a)=ctga, (k€2Z),

10. sin(—a) = —sina, cos(—a) = cos a,
tg (—a) = —tga, ctg (—a) = —ctga.

1414. Izracunati vrednost trigonometrijskih funkcija uglova:

47 _ s 207

a)a:?, b)ﬁZZ; )y =—

Uprostiti izraze (1415-1419):

sin(m — x) tg (ac — g)

3 '
oS (7 + ac) ctg (m —x)
1416. cos(90° — ) - sin(180° — ) — cos(180° + «) - sin(90° — «).

1415.

1417.

1418.

Dokazati identitete (1420-1426):

ctg (270° —a)  ctg?(360° —a) —1
1 — tg2(a — 180°) ctg (180° + )

1420.
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2 _ o 102 o
1421, 8 (? 270°) 4 S (11+270 ) _1
) oy 1 2 oy 1
sin”(a 4 90°) cos?(ar —90°)

(1+ tg2(a—90°)) <m - 1)

1422, 5 S = sin” o
1+ ctg?(a+270°)
cos?(a + 90°)
2 200 — o 2 o 2 1
1423, <o (2a0 — 90°) 4+ ctg2(90° + 2) + ~ te22.

sin®(2a — 270°) + tg2(270° + 2a) + 1

cos? a+2sin’(a — )  cos? a+4sina+sin®(a+n)

1424. =2sec? a.

cos?(a — 4) cosa - (dsina+ 1)

sin®(a — 1, 57) - cos(2m — )
1425. = cosa.
tg3(a—0,57) - cos3(aw — 1, 5m)

cos?(1,5m — a) — cos?(—a) + cos*(m + )
cos? a — cos? (g - a) + sin* (—a)

s . 3 .
ctg (a - 5) - sin (a - 7) —sin(m + @)

tg (m + @) - cos(a + 27) + sin(a — 27)
a) Odrediti oblast definisanosti; b) uprostiti ga.

1426. = tga.

1427. Dat je izraz:

1428. Izracunati:
sin 180° + | tg (—45°)| — cos 90° + sin®(—30°) — sin®(—60°).
Uprostiti izraze (1429-1434):

sin:%7r - tg (%T) - cos 1000°
1429.

ctg ?ﬂ - cos(—2m) - sin 170°
1430. ctg 6;)0 - cos 2 - sin(—290°) .

tg % . sing - cos(—160°)
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4
sin 22T . g (~1125°) - sin 242°
1431. 15 — .

c0s222° - ctg (F) - cos(—692°)

1
tg <_17(;r> - 8in(—744°) - cos %T
1432.

11 '
sin (%) - cos(—246°) - ctg 396°

sin?(180° + ) c0s(360° — a) — sin(a — 180°)
cos(270° 4+ a) — sin(90° + ) 1— ctg?(270° — ) '

1433.

1434. sina-(1+ tg2a)-sin®(a—270°)+cos a- (14 ctg 2a)-cos?(a+270°).
1435. Akojea+fB+~v+d=kr (k=0,£1,£2,...), tada je
sin(a + ) sin(a + §) = sin(8 + ) sin(5 + 9).
Dokazati.
1436. Ako je a — B =kmw (k=0,£1,42,...), onda je
sin(a + ) sin(a + §) = sin(8 + ) sin(8 + 9).

Dokazati.

Izracunati (1437-1441):

2sinx — sin 2x 2T
1437. —————— ako j = —.
9sinz + sz 0T T3

sin 2« + cos 2 — cos 6 . 3T
- — , ako je a = ——.
sinda + 2sin“ o — 1 4

1438.

sing(a—i—ﬁ)—sinQa—sinQﬁ’akojea:%r16:2_77'

sin?(a 4 3) — cos? a — cos? 3 3

1439.

1440. sinx + sin 2z + sin 3z + sin 4z, ako je x = 60°.

1441. sinx + sin 3x + sin bx zaw = —135°
cos T + cos 3x + cos bx
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4.3. Adicione formule
4.3.1. Trigonometrijske funkcije zbira i razlike uglova

1. sin(a &+ ) = sina cos 8 % sin § cos a.
2. cos(a+ ) = cosacos 8 F sin B sin a.

tga+ tg g

ctgactgBF1
1F tgatgf’

3.t +0) = .
gla+f) ctg 5+ ctga

4. ctg(axp) =

1442. Primenom formula zbira i razlike dva ugla trigonometrijskih
funkcija izra¢unati:

a) sin 75°, cos 75°, tg75° i ctg75°;
b) sin105°, cos 105°, tg105° i ctg 105°;
c) sin15°, cos 15°, tg15° i ctg15°.

3 5
1443. Izracunati sin(« + §), ako je sina = R icosf = 13 i ako je
90° < a < 180°, 180° < 3 < 270°.
. A . 4 24
1444. Izracunati sin(a — ), ako je cosa = ——, sinff = —55 1 ako

zavrsni krak ugla « pripada tre¢em a § ¢etvrtom kvadrantu.

24 15
1445. Izracunati cos(a+ ), ako je tga = - tg B = 3 i ako zavrsni
krak ugla « pripada drugom a [ treéem kvadrantu.

1446. Izracunati sin(a + ) — sin(a — ) ako je:

. 3 . 7 ™ 3
smoz—g, s1nﬁ——%, 0<04<§7 7T<ﬁ<7.

1447. Izracunati cos (a — g), ako je sina = 0, 8; g <a<m.
3 3
1448. Ako je cosa = 3 iT<a< g, izracunati tg (% — a).

3 3 5 3
1449. Ako je sinz = —= za7r<x<—7r,cosy:—za—7r<y<27r,
19 5 2 13 2

sinz = 3 %@ g < z < 7, odrediti sin(z — y + z).
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1450. Ako z pripada prvom kvadrantu, y drugom, z tre¢em kvadrantu,
i ako je

. 3 . .
sinex =—, siny= sinz = —
57

13’ 257

izrac¢unati sin(x + y + 2).

Uprostiti izraze (1451-1453):
1451. sin (% + a) sin (% — a) + cos (g + a) cos (% - a).
1452. con (0 cos (5 —or) —sin (G o) sin (5 o)

- cos (g Fa)eos (5 —a) —sin(p+a)sin(5-a).
1453. cosx + cos(120° + x) + cos(240° + z) + sin z,
1454. Akoje a+ 5= g, dokazati da je (1+ tga) - (14 tg3) = 2.
sin(a + ) — sin(a — )
cos(a — f3) — cos(a + )

Za koje vrednosti « i 3 identitet ne vazi.
1456. Dokazati da izraz

1455. Dokazati identitet

= ctga.

cos(a + x) cos(a — x) — sin(a + z) sin(a — x)
ne zavisi od x.
1457. Dokazati da izraz

cos® x — 2sinacos xsin(a + x) + sin?(a + )
ne zavisi od z.
1458. Ako je tg(a+ §) =3, tga = 2, izracunati tg[.

1—t
1459. Kakva veza postoji izmedu « i 8 ako je %gﬁ
1+ tgp

= tga?

1460. Dokazati identitet

. 9 . 9 2m 3
sin” « + sin —fa +sm — +a] ==
3 2

1

7’

3
1461. Ako je ctga = vk ctg b =
ctg(a+08)ia+p.

™ ™ . . .
l<a< 57 0<pB< 57 izracunati
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1462. Dokazati da je a + 0 = %, gde su «a i § ostri uglovi, ako je

1

2 1 4
tea=—, tef==;: b)tea=—, tefB=—:
a) tgo 3 8h=z; ) tga 5 80=7g;

4.3.2. Trigonometrijske funkcije dvostrukih uglova

2 2

1. sin2a = 2sinacosa. 2. cos2a = cos® o — sin” a.
2t tg2a — 1
3. tg2a= —2% 4 ctg2a=82" 7
1— tg2a 2ctg o

1463. Primenom formula dvostukih uglova trigonometrijskih funkcija
27 ¢ 21, ¢ 27

— — i ctg—.

30 83 1%

1464. Ako je tg2a = 3, izracunati tg(45° + a) — tg (45° — «).

1465. Izracunati sin 2a, cos2a i tg2a ako je:

) sina = 3'7T< < b) —5'3 <a<2m
ma=——-1 —; = —1— ;
a) sina = o< cosa =g i <a ;

L .. 2m
izracunati: sin ?, COS

)t 5,7 <a<
¢ a=——i—-<a<m.
8 172
1466. Primeniti formule dvostrukih uglova na trigonometrijske funkcije:

a) sinz; b)cosz; c¢)sindz;  d) sin(z + y).

o 24 3T\ . . .. .
1467. Ako je sin2a = 35 T <2< 5 ) izracunati sina 1 cos a.
1468. Ako je tga = 2+ V3 (0 <a< g), izracunati sin 2, cos2a i

tg 2a.
1469. Skratiti razlomke:

. X s
) Zsing  gin5se ) 2eos o g 2sn5a
& sing sin110°" ¢ sin &’ sin 10c

Dokazati identitete (1470-1478):
1470. a) 2sin® a + cos?2a = 1;  b) 1+ cos2a = 2cos?a.
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+ cos 2« 9 sin 2 — sin «
= ctg®a; b = tga.
& ) 1 — cosa + cos 2« &

1472. costa +sin*a=1— 0, 5 sin? 2a;

1471. a)

1 — cos2«

1473. cos® a + sin®a = 1 — 0, 75sin? 2a.

1474, 1+ sin 2« _ sin o + C(')SOz' 1475, 1 —cos2a + s%n 2 g
cos 2 cosa — sin« 1 + cos2a + sin 2«
2 —sinda - ctg2
1476, 2SI GBE o9
sin4ao
1477, 1 + cos2« . 1 Jr.cos 4o _ ctga
cos 2 sin 4o

1478. cos4a + 4cos2a + 3 = 8cos a.

1479. Izracunati:

a) sin 3z u funkciji od sinz;  b) cos3x u funkeiji od cos z.
1480. Izracunati:

a) sin4z u funkciji od sinz i cos z;

b) cos4x u funkeiji od sinx i cosx;  ¢) cosdx u funkeiji od cosx.

4.3.3. Trigonometrijske funkcije poluuglova

1. sm%: ’/ —cosa ili 2sin? ——1—cosa
/1
2. COS%: —l—cosa ili 2 cos? —*1+cosa
a 1 —cosa 1+ cosa
.ctg—:i B
2 1+cosa 1 —cosa

1481. Izracunati vrednosti trigonometrijskih funkcija za sledece uglove:

™ T T ™
= — b = — = — d = —.
Wa=gi ba=qg5 da=g da=g
e (02N o .
1482. Izracunati sin 3 cos 3 itg 5 ako je:
) 7.7 o< b) 15 . 3«7 <2
a)cosa=——1=<a« sina=—-——1—<a«
%12 ™ 17 2 ™

4
c) tga:§iO<a<g.
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1483. Dokazati da je tg % =2v2+V3 -3 -2.

1484. Skratiti razlomke:

™
) Licosdoe 2sin® 32°30' 1—cos2
a ) ;
2co0s?220° 1 — cos65° sin2 ©
16

Uprostiti izraze (1485-1487):

1485. a) sin o b 1+'cos 20
1 —cosa sin 2«
1700504. 1 —sina

1486. a) 1 — cos40°; D) T cosa’ C Trsma’
cos o sin o

1487. a) ctga(l —cos2a); b) tga(l + cos2a);
) (tga+ ——) ¢ (5-5%)
c o - ——=).

& cosa) 2\1 T2

Dokazati identitete (1488-1493):

sinx — sin 2z T
1488, — " — tg2Z.
2sinx + sin 2x & 2
sin 2x COST T
1489. . = tg —.
1+cos2x 1+ cosz g2
1490. cos.ac —cos.Qac -1 _ ctex.
sinx — sin 2x
cos2x s
1491. S22 _ (— )
1+ sin2x ) 4 o
1492, 1+s%nac—cosx _ tgf.
1+sinx + cosx 2
. 3
1493, ST TSNOST o
1+ cos2x
1494. Dokazati da je:
2tgg 1-— thg Ztgg
a) sinaziza; b) Cosazigé; c) tga = 2@
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dcosa — 3 o
1495. Izracunati vrednost i ——— ako je tg— = 3.
zra¢unati vrednost izraza T0sma 1 ako je tg >
5 4
1496. Izracunati vrednost izraza (20.5704—1—7 ako je tg *_9
10sina — 1 2

1497. Izracunati sin « i cos a ako je tg2a =a (a > 0).

1— tg?15° 3
1498.* Dokazati da je Lo = £
1+ tg215 2
1499.* Izracunati:
a) cosec10° — V/3sec10°; b) cos 36° + cos 108°;

c) cos27° —cos63°; d) tg75° — tg15°.

4.3.4. Transformacija zbira i razlike trigonometrijskih funkcija
u proizvod i obrnuto

1. sina—f—sinﬁ:Zsina;ﬁcosa;ﬁ.
2. sinafsin6:2cosa; sinagﬁ.
3. cosa+cosﬂ:2cosa;r6cosa;ﬂ
4. cosa —cos B = —QSina;ﬁsin ;5.

5. sinacos 3 = %(sin(a + B) + sin(a — 9)).
6. sinasing = %(cos(a — ) — cos(a+ ).

7. cosacos 3 = %(cos(a — B) + cos(a + ).

1500. Bez upotrebe racunara izrac¢unati vrednost izraza:

a) sin 75° +sin 15°;  b) cos 105° — cos 75°;  ¢) sin 105° — sin 15°;
sin 75° — sin 15°

d 75° — 15°; .

) cos cos15% ) cos 75° + cos 15°

1501. Izracunati:

a) sin 15° cos 75°;  b) sin 15° cos 15°.
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1502. Dokazati da je:
a) sin 15°sin 75° = 0,25; b) cos 135° cos45° = —0, 5.

1503. Transformisati u proizvod:

2
a) cos g — cos ?ﬁ; b) cos20° +sin50°;  ¢) sin® 5o — sin? 3a.

Transformisati u proizvod (1504-1507):
1504. sin 2a.cos 3a — 2 sin? arsin 3o
1505. sin 10° + 2sin5° cos 15° + cos 50°.
1506. sin 20° + sin 34° 4 sin 24° 4 sin 30°.
1507. sin 25° + sin 37° 4 sin 27° 4 sin 35°.
1508. Izracunati:
a) tg75° — tg15° b) sin15° — v/3cos15°% «¢) cos15° + /3 sin 15°.
1509. Transformisati u proizvod:
a) 1 —sina; b) v2—2cosa; ¢)1—4cos’a; d)3—4sin’a.
1510. Dokazati da je:
a) sin 20° - sin 40° - sin 80° = \/?g; b) cos10° - cos 50° - cos 70° = g;
c) tg6° - tgh4°® - tg66° = tg18°.
1511. Transformisati u proizvod:
a) V1 —cosa++v1+cosa (0<a<90°;
b) V1+cosa—+v1—cosa (0<a<90°).
sin 2x o_cosx tgz.
1+cos2x 14 cosz 2

1513. Koji uslov zadovoljavaju « i 8 (a, 3 # 2km, k € Z) da bi bila
tacna jednakost sin« + sin 8 = sin(«a + 3)?

1512. Dokazati identitet

4.3.5. Kombinovani zadaci iz adicionih formula

1514. Ako « i § zadovoljavaju nejednacine 0 < o < g, 0<pB< g, i
1 s

7
ako je cosa = —, tg 0 = -, tada je a + 20 = —. Dokazati.

V50 3 4
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Dokazati da sledeéi izrazi (1515-1517) ne zavise od ¢:
1515. 4cosa - cosp - cos(a — @) — 2 cos?(a — @) — cos 2¢p.
1516. sin” ¢ — cos?(a — @) + 2cosa - cos ¢ - cos(a — ).
1517. cos? ¢ + cos?(a — ) — 2cosa - cos ¢ - cos(a — ).

1518. Dokazati da vrednost izraza
cos?(z 4+ y) + cos?(z — y) — cos 2z - cos 2y,

ne zavisi od x i y.

1519. Dokazati da izraz:
sin?(a + z) + sin®(a — ) 4 2sin(a + z) - sin(a — ) - cos 2a,
ne zavisi od z.

1520. Izracunati cos 3x kao funkciju od cosz.

1521. Izracunati sin 3x u funkciji od sinz. Zatim dokazati da je
4sinz - sin (g — :c) - sin (g + :c) = sin 3z.

1522. Izracunati sin bz kao funkciju od sinzx.
1523. Izracunati cos bz kao funkciju od cosz.

1524. Izraziti tg 3z pomocu tgzx.

2
1525. Izraziti S = tgx + tg (Jc + g) + tg (ac + %) pomocu tg 3.

1526. Dokazati da je za svako x tacna formula

tgdr = tgax - tg (g—x>-tg (g—i-ac)

1+sin2
1527. Dokazati identitet ﬂ =2 cos (ﬁ — a).
sin « 4 cos « 4

1528. Ako je sing + cosg = 1,4, izracunati sin x.

1529. Ako je sina — cosa = p, izra¢unati sin 2a.
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7 9
1530. Ako je tg <§7r + 2a> =17 izra¢unati

t §7r+04 -t éwfa
&\1 & \1 '

1531. Ako je tga = —2, izracunati 1 + 5sin 2« — 3 sec 2a.

3 3
1532. Ako je tg <§7r + :c> =7 izra¢unati

tg (2rta)+te (2n—us
g47r g47r .

1533. Izracunati cos2a, ako je 2ctg?a + 7ctga + 3 = 0 i ako ugao «
zadovoljava nejednacine:

3m m b T 9

au)2<04<47 )4<04< .

1534. Izragunati sin2a, ako je 2tg2?a — Ttga +3 = 0, a ugao « za-
dovoljava nejednacine:

) ) 3
Zﬂ; b)—ﬂ<oz<—7r.

<a<
a) T <a 1 5
1535. Ako je tga = 3, izracunati

2sin2a — 3 cos2a
4sin2a + 5cos2a’

Sln(a + ) B’ naéi ctg [ u funkciji od «, pig.
sinfa—f) ¢

cosEoz - ﬁ; P nadi tg 8 u funkeiji od o, p i g.
q

1538. Ako je tga = B, izracunati sin 2y, cos2a i tg2a.
q

1536. Ako je

1537. Ako je

N 1—2sin2 2
1539. Ako je tg — = m, izraCunati vrednost izraza 72
2 1+sina

1540. Izracunati vrednost izraza

1+ cos2«
t a t ’
ey~ ey

ako je sina + cosa = m.
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1
1541. Ako je sinx + cosx = 5 izraCunati tg g

1542.% Ako je tgx + tgy = a, tgx - tgy = b, tada je

2a(1 —b)
tg 2z + tg2y =
gz+gy (1+b)2_a2
Dokazati.
. sinfp—a) a, cos(p—a) ¢ C .
1543.*% Ak —— = =—-1————= = —, dokazati d
o je sn(o—5) b i coslg—B) _ @' okazati da je
ac+ bd
COS(a?ﬂ)iad—i—bC.

1544.% Ako su tga i tg 3 koreni kvadratne jednacine 2 + px + ¢ = 0,
izracunati sin(a 4 3) + psin(a + 3) - cos(a + B) + g cos?(a + 3).

1545. Ako su a i b realni brojevi dokazati da je
|sin(a + b)| < |sinal + |sinb|.

5 7
1546. Odrediti realne brojeve a i b tako da za Z?T <z < -7 vazi

identitet !
cosx =a-+v1—sin2x+b-+v1+sin2z.
1547. Proveriti da li je jednakost
sin(z +y) - sin(z — y) = (sinz + siny) - (sinz — siny)
identitet.

1548. Dokazati da je jednakost

sin? (z + a) — sin? (E — oz) = sin 2a
8 8 B

identitet.

cos3r  cosbx
1549.* Proveriti identitet

— =2 (cos2x — cos4zr).
COST cos2zx ( )



138 4. Trigonometrijske funkcije

Dokazati identitete (1550-1557):

1550. (cosa + cos3)? + (sina + sin 3)? = 4 cos? a-

2
2 . . 2 .2 a — 6
1551. (cosa — cos 3)* + (sina — sin 3)? = 4 sin 5
1552. sina+sin 8 + siny —sin(a + 8+ 7)
L a+p oty . B4y
= 4sin - sin - sin .

2 2 2
1553. cosa + cos 5 + cosy + cos(a+ 5+ )
a+f3 a+y B+
- €O - €O .
2 2 2
sin(a + B+ )
cosa - cos 3 - cosy

™
= tga- tgf- tgy (avﬁ,wﬁ §+k7r>-

= 4 cos

1554. tga+ tg S+ tgy —

sin 4«

4
1556. sin® a + sin? 3 + 2sina - sin 8 - cos(a + 3) = sin®(a + 3).
1557, 1+ cosa 4 cos 2a + cos 3a — 9cosar

2cos2a+cosa — 1

1558. Ako je (1 +sina)(l +sinf) - (1 +siny) = cosa - cos 3 - cos,
uprostiti izraz A = (1 — sina)(1 — sin 8) - (1 — sin~).
1559. Ako za i 3 vazi: 3sin®a+ 2sin? 3 =1, 3sin2a — 2sin28 = 0,

O<a<g,0<ﬁ<g,dokazatidajea+2ﬁ:g.

1555. cos® a - sina — sin® a - cosa =

1
1560.*% Ako je sin3 = R sin(2a+ (), dokazati da je tg (a+ ) = ;tg Q.

Dokazati da za uglove trougla (o + 8 4+ v = m) vaZze sledece jednakosti
(1561-1574):

1561. sina +sin 8 + siny = 4cos% . cosg - COS %

1562. sin§ + siny —sina = 4(:05% . sing ~sin%.

1563. cosa +cos 3+ cosy =1 +4sin% -sing -sin%.
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1564. tga+ tgfB+ tgy = tga- tgl- tgn.

o« Boa B

1565. tg— - tg= + tg—- tg~ + tg= - tg= = 1.

g5 g2+ &5 g2+ g5 85
1566. sin2a +sin2( 4 sin2y = 4sina - sin § - sin .
1567, SnotsnpAsny _ 000

sina +sin 3 — siny 2 2

. . . 3 3 3
1568. sin3a + sin 30 + sin3y = —4 cos 504 - COS 56 - COS 57.

1569. sinda + sin4f + sindy = —4sin 2« - sin 23 - sin 2.
1570. sin® o + sin? 4 sin®y — 2cos v - cos 3 - cosy = 2.

Ako je o = 8+, dokazati da je (1571-1573):

1571. cos2a + cos23 + cos2y =4 cosa - cos - cosy — 1.
1572. sin® a + sin® § + sin? v = 2(1 — cos a - cos 3 - cos ).
1573. cos?a + cos® B+ cos?y — 2cosa - cos 3 - cosy = 1.
1574. Ako je a + 3 = v, dokazati da je

sina 4 sin 8 — siny = 4sin% -sing -sinz.

2

Akojea+ B+ = g, dokazati da je (1575-1578):

1575. ctga + ctgf+ ctgy = ctga - ctg B - ctgy.
1576. sin® a + sin? 3 + sin? y + 2sina - sin - siny = 1.
ctg B+ ctgy  sin2a 1578, tga+ tg _ cos? ~y

1577. = . .
ctga + ctgy  sin20 tgB+ tgy cos?a

Transformisati u proizvod ili koli¢nik sledece izraze (1579-1597):
1+4+sina —cosa

1579. O 1580. cosa + sin 2a — cos 3av.
sin —
2
2 .2 ™ T
1581. 1—sin“(a+f0)—sin“(a—pF). 1582. tg (aJr Z)thg (a - Z)
1583. 2sin 8 — sin 23 1584, V2 —cosa —sina

2sin B +sin 28’ sina — cos o
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sin 2a + cos 2a — cos 6 — sin 6«
sin4a + 2sin? 20 — 1

1586. cos2a — sin4a — cos 6a.

1587. 1 — cos(m — 8a) — cos(m + 4a).

1588. sin2a + cos4a — sin 6av.
cos 2a — sin 4o — cos 6«

1585.

1589. .
cos 2a + sin 4o — cos 6

1590. sin?(2a — () — sin? 2a — sin? S.
1591. sin?(a — 28) — cos® a — cos? 203.
2

sin?(a + ) — sin? a — sin? 8

1592.
sin?(a 4 3) — cos? a — cos? 8

1593. sin8x — sin 6 — cos 8z - sin 2.
1594. sinx + sin 2x + sin 3z + sin4x.

1595. sinx + sin 2x + sin3x — cosx — cos 2x — cos 3x.
sinx + sin 3x + sin bx

1596. .
cos T + cos 3x + cos bx

1597. sinx + sin 3z + sin 9z — sin 5.

1598. Ako je sina - cos(a + ) = sinf3, onda je tg(a+ 8) = 2tga.
Dokazati.

1599. Izracunati sinz, cosz, tgz i ctgz u funkeiji od tg g
1600. Ako je sina+sinf3 = a i cosa + cos 3 = b, dokazati da je:

2ab a? —bv?

Sil’l(O{ + ﬁ) = m, COS(O{ + ﬁ) = m

1601. Ako je tga =1, tg8 =21 tgy = 3, dokazati da je

a+ G+~ =km.

1 2 1
1602. Ako je tga = T, tgy = £ i tgy = 3, gde su a, f, ¥ ostri
uglovi, dokazati da je a + 0+ v =

IS
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1603. Ako su a, iy ostri uglovi i ako je
1 13
ga=5, tgfh=2 tgy=-,

tada je 2a— B+ v = % Dokazati.

1 1 3
1604. Ako je: sina = =, sinf = ——, siny = — («, 817 su ostri
] 353.T17Tl(57
uglovi), dokazati da je a 4+ 8 + v = 90°.
1605. Izracunati bez upotrebe ra¢unara:
sin 60°

3sin15° - cos 15° + — .
sin® 15° — cos? 15°
Dokazati da je (1606-1611):

3m_ 1 3

1606. sin ™ -si 2T 1607 * T 27rJr 1
. SIN — -S1INn — -S1Nn — = . 7 COS — —COS — COS — = —.
8 8 8 4 7 7 7 2

1608.* 16sin 10° - sin 30° - sin 50° - sin 70° - sin 90° = 1.

1609.* sin 10° - sin 20° - sin 30° - sin 40° - cos 10° - cos 20° - cos 30° - cos 40°
3
= 355"

1610. sin47° 4+ sin61° —sin11° — sin 25° = cos 7°.

1
1611. cos24° + cos48° — cos84° — cos 12° = 3

Dokazati jednakosti (1611-1621):

sin 20° - cos 10° + cos 160° - cos 100° _q
sin 21° - c0s 9° + cos 159° - cos 99°

c0s63° - cos 3° — cos 87° - cos 27°
1613. = —tg24°.
cos 132° - cos 72° — cos42° - cos 18° &

40 . 4° — o, 26°
1614. cos6 cos cos 86° - cos 26 _ 1
cos 71° - cos41° — cos49° - cos 19°

1612.

1 1 V3
1615. sin®70°-sin?50° —sin?10° = —. 1616. -t =4
St St St 64 sin10°  cos10°
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1
1617.* sin 10° - sin 30° - sin 50° - sin 70° = 6

1618. sin20° - sin40° - sin 60° - sin 80° = %

sin 20° - sin 40° — sin 60° - sin 80°

1619. — - ; - =3.
sin 10° - sin 30° - sin 50° - sin 70°

3
1620.* cos 55° - cos 65° + cos65° - cos 175° + cos 175° - cos 55° = vt

1621.* sin 495° — sin 795° + sin 1095° = 0.
1622.* Dokazati da izraz

COS X - COS (2% —i—ac) -+ cos (2% —i—ac) - COS (2% —ac) -+ cos (2% —ac) - COST

ne zavisi od x.

1623. Ako za uglove trougla vazi jednakost sin?~ = sin?« + sin® 3
dokazati da je trougao pravougli.

sin sin
1624. Ako za uglove trougla vazi jednakost sinw = M, ispitati
cos 3+ cosy

kakav je taj trougao?

1625. Ako za uglove trougla vazi jednakost siny = cos« + cos 3, onda
je taj trougao pravougli. Dokazati.

1626. Ako za uglove trougla vazi sin? o + sin? 8 + sin® v = 2, dokazati
da je trougao pravougli.

1627. Ako su a, iy uglovi trougla i ako je

2

sin(a — ) = sin® a — sin’ 3,

dokazati da je trougao ili pravougli ili jednakokraki.

1628. Dokazati da za uglove ¢etvorougla (o + 8+ v+ § = 2m) vazi

a—i—ﬁ. inﬁ+5~sin7+6

. . . . — A
sina +sin 3 +siny +sino sin 2 S 9 9

1629. Dokazati identitet: tg63 — tg4f — tg20 = tg6s - tg4ds - tg20.
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1630. Ako je cos(a— f3) - cos 23 = cos(a+ f3) (a >0, 8< g), dokazati
da je a = .

1631. Eliminisati x i y iz sistema
sinx +siny = 2a, cosxz +cosy=2b, tgx— tgy=2c.

1632.* Izracunati sin 36°, cos 36° i tg 36° bez upotrebe racunara.
1633.* Dokazati da je tg236° - tg272° = 5.
1634.* Ako su a, b i ¢ stranice a «, 81 v uglovi AABC'i

a? = b? + 2 — 2bccos

b
{ 'a == = .c dokazati b2 = a® + ¢® — 2accos 3
sinaw  sinf8  sinf 2 = a2 1 b? — 2abcosn

1635.*% Ako su a, b i ¢ stranice a «, 81 v uglovi AABC'i

2 _ 12 2
a®=b"+c 2bc cos « a b c

b? =a? + c® —2accos3  dokazati { — = = —
2 = a2+ b2 — 2abcosy sina  sinf  sinf

1636. Ako je cos2a = m, izracunati sin® a + cos® av.

1637. Ako je cos2c = m, izracunati cos® a — sin® a.

1638. Ako je tga = m, izracunati
. 2 <7T n ) . 9 <7T ) o . (5w 9
in“ (— —sin“ (- —a) —cos— -sin| — — .
s L Te) s 5 ) —coso s 2 !

5 3 4
1639. Izracunati cosg - coS ;, ako je ctg (§7r — x) =3 id<z < g

5 5 3
1640. Izracunati sing - sin ;, ako je sin (577 — ac) =3
tga+ tgB  sin2y

1641. Ako je = — ,
tga+ tgy  sin2g

odrediti relacije koje zadovoljavaju

uglovi o, 31 7.
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.2
t

1642. Ako je s%n26 = iﬂ, odrediti jednakosti koje zadovoljavaju

sin“ ~y tgy

uglovi 31 (8,7 # 0).

1643. Odrediti vezu izmedu uglova x, y i z, ako je:

tgx 4+ tgy+ tgz = tgx - tgy - tgz.
1644.* Odrediti vezu izmedu uglova z, y i z, ako je:
ctgx + ctgy + ctgz = ctga - ctgy - ctgz.

ctgB+ ctgy  sin2a
ctga + ctgy  sin2p

1645.*% Ako je , dokazati da je:

a+f+y="(h+1) ili f-a=nr (nkeT)

tga+ tgf cos? 7y
tg B+ ctgy  cos?a

1646. Ako je , dokazati da je:

04‘*'54‘7:%(4/@’—1-1) i a—y=nr (nkeZ).
1647.% Ako je
ctga - ctg B+ ctga- ctgy+ ctg B - ctgy =1
(o, B iy ostri uglovi), dokazati da je a + 5 + v = 7.

Odrediti bez upotrebe rac¢unara ostar ugao « (1648-1649), ako je:
1648.% tgav = V6 +v3—vV2—2.  1649.% ctga = 2+ V2 + 3+ 6.

1650.* Dokazati da za svaki trougao vazi identitet:

a2:(b+c)2~sin2%+(bfc)2~cos%.

1651.* Ako za uglove «, § i~y i stranice a, b trougla vazi jednakost:
a+b= tg% (a- tga+0b- tgB), tada je trougao jednakokraki. Dokazati.
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1652.* Ako je P =sina+sin 8 +sinvy, Q = cosa+cos 3+ cosy+1, gde
su «, B 1 uglovi trougla, dokazati da je trougao pravougli ako i samo
ako je P = Q.

1653.* Uglovi trougla zadovoljavaju jednakost

sina +sin 8 +siny V3

cosa+cosfB+cosy 3

Dokazati da je jedan ugao trougla veéi od 120°.

Dokazati identitete (1654-1661):
cos?(z — y) — cos?(x +y)
4cos?x - cos?y
sin(360° — ) - sin(180° + z) — tgz - ctgx
cos(—x) - cos(180° + x) - cos? x

1+ cos(2z + 630°) + sin(2x + 810°)

1654. = tgx- tgy.

1655. =1+ tg2z.

1656. = ctgz
1 — cos(2z — 630°) + sin(2z + 630°) °
3
1657. 2cos?z +cosx — 1 = 2cosg - COS ;
sin? 2z — 4 cos? x 4
1658. — = ctg*zx.
sin” 2z + 4 cos?z — 4
.2
4
1659. S A = 2sinx - sin 2x.
2cosx + cos3x + cosbx
1660. 2sinx — sin 3z + sinbx _ 2(:0533230
cosT — 2cos2x + cos 3z tg =
2
2(cosy — cos x) T y T y
1661, ————— =tg—-ctg= — ctg— - tg=.
sinz - siny 2 2 2 2

Proveriti jednakosti (1662-1667):
>—4sin70° = 2. 1663. tg9°—tg27°—tg63°+ tg81° = 4.

1
1662. ——
sin 10
V-1
.

1664. sin®24° — sin% 6° =
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1«2—V2+¢Z

1666. tg7°30 =22+ /3 — V3 —2.
1667.% tg27° = /5 —1— /5 —2/5.

Do |

1665. sin —
. SIn — =
16

1
1668. Ako je tgx = =, tgy = 3 (z 1y ostri uglovi), dokazati da je:

1
7
a) x + 2y = 45°;  b) cos2x = sin4y.
1669. Dokazati da izraz

s T 21 27
S:tgxtg<x+§)+tg<x+§)tg er? + tg :c+? tg x,

ne zavisi od x.

1670. Ako su A, B, C uglovi ostrouglog trougla, i ako vazi jednakost
sin? A + sin® B = sin® C, dokazati da je trougao pravougli.

1671. Neka su A, B, C uglovi trougla. Ako je

sin® A + sin? B + sin? C _
cos2 A+ cos2 B +cos2C

)

dokazati da je trougao pravougli.

1672.* Ako za uglove trougla A, B, C vazi jednakost:
a) cos3A + cos3B + cos 3C = 1, tada je jedan od uglova 120°;
b) sin3A4 4 sin3B + sin 3C = 0, tada je jedan od uglova 60°. Dokazati.

1673. Ako za uglove trougla A, B, C' vazi
cos? A + cos® B+ cos? C = 1,
dokazati da je trougao pravougli.

Izracunati (1674-1684):

3 4 3 8
1674. sin (arcsin 5 + arcsin 3) . 1675. cos (arccos 5 + arcsin ﬁ) .
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1676 ! 1
. cos | arccos - arccos 1)

5 12
1677. sin (arcsin ' + arcsin E) 1678. tg(arctg0,5+ arctgl,5).

4 1 1
1679. ctg <arcsin 5 + arctg 3). 1680. arctg 5 + arctg 3

3 3
1681. sin <arccos g + arcsin %) . 1682. cos(arctgl+ arcctgl).

3 8
1683. sin (arcsin g + arcsin(l)) . 1684. sin <arcsin R + arcsin 1—7) .

1 1
1685. Proveriti jednakost arctg Z + 2arctg 3= g

Dokazati (1686-1689):

1686. arcsinz = arctg = arcctg

x
V1—2z2

1687. arcsinz + arcsiny = arcsin (:c\/l —y2 +yV1— x2>.

r—=y
1+ay
1689. sin(arcsinz + arcsiny) = z/1 — y% + V1 — 22.

1688. arctgx + arctgy = arctg

4.4. Trigonometrijske jednaéine

Definicija 1. Jednac¢ina kod koje se nepoznata javlja kao argument
trigonometrijske funkcije naziva se trigonometrijska jednacina.

Definicija 2. Resiti trigonometrijsku jednac¢inu znaci odrediti sve vred-
nosti nepoznate za koje je data jednacina zadovoljena.

Jednacina sinz = a. Ova jednacina ima reSenja tada i samo tada ako je
e o . . T T
—1 < a <11 onda postoji jedinstveni ugao a u intervalu —— < a < —

Ciji je sinus jednak a, pa imamo jednacinu sinx = sina koja ima dva
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beskonaéna skupa resenja:

(1) Tm = o+ 2mm,
(2) Tp = (m—a)+2nm, gdeje m,n=0,£1,42, ...

Lako se uoc¢ava? da se formule (1) i (2) mogu sjediniti u jednu
(3) zp = (=1)*a + kn,

gde je k = 0,£1,+2,... tj. reSenja jednacine sinx = a mogu se dati
formulom (3) umesto formula (1) i (2).

Jednacina cosz = a. Ova jednacina ima reSenje tada i samo tada ako
. . e e 1. . ™ 7T
je —1 < a <11 tada postoji jedinstven ugao « u intervalu —— < a < —,

Ciji je kosinus jednak «, pa imamo jednac¢inu cosx = cos a koja ima dva
skupa resenja:

(4) Tm = @+ 2mm,

(5) Tn = —a+ 2nm,
gde jem,n=0,£1,+2,...ili z, = ta+ 2kn, k=0,£1,+2,...

Jednacina tgx = a. Ova jednacina ima reSenja za svako a, i postoji

.- . ™ ™ . .
jedinstven ugao a u intervalu —— < a < —, ¢Ciji je tangens jednak
2

broju a, pa imamo jednacinu tgx = tga, koja ima jedan skup reSenja
rpy =a+ km, gde je k =0,£1,£2,...

Jednacina ctgz = a. Ova jednacina ima reSenja za svako a, i postoji

jedinstven ugao o # 0 i fg < a< g, ¢iji je kotangens jednak broju

a, pa dobijamo jednacinu ctgx = ctga odakle imamo zp = a + km
(k=0,£1,£2,...).

Odrediti sva resenja jednacina (1690-1735):
1690. 2sin®z +sinz = 0. 1691. sinz = sin 2z.

2Za k parno (k — 2p) formula (3) postaje z = (—1)?Pa + 2p7 = a + 2pm, tj. dobija
se (1). Za k neparno (k = 2p + 1) formula (3) postaje 2 = (—=1)2PTla + (2p +7) =
—a+ 2pm 4+ 7 = (7 — a) + 2pm, tj. dobija se (2).
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1692.

1694.

1695.

1696.

1697.

1698.
1700.

1702.

1704.

1705.

1706.

1708.
1710.

1712.

1714.

1716.

1718.
1719.
1720.

1721.

sin 3x = cos 2. 1693. cos (ac + %) = sin (Jc — g)

a) 2sin (3:15 — g) =1; b)2cos(3z—0,5) = 2.

016 -3)-

a) ’28111 (230— 1)’ =2, b) ‘005(430 —0,5)‘ =0, 5.

@

; b) V3etg (22 +0,5) = 1.

12

a) ‘tg (2:c+ﬁ)‘ =3; b) ‘2(:05(%71)‘ =2.
3 4 8

sin2x —cosx =0. 1699. cosxz — cos2z = 1.

sin2x +2cos?xz =0. 1701. sinz + sin 3z + sin 5z = 0.

1 —cos(m — x) +sin £ 0. 1703. sinz +sinbz = 2.

2
. s s
sin (Sm — 5) = cos (ac — §)
sin?(270° — 2) + 2 cos(360° — z) = 3.

sing—l—cosm:l. 1707. sinz + V3 cosx = 2.

2cos2z —Tcosz+3=0. 1709. 2sin’z + 3sinz+ 1 =0.

tgx +2ctgr —3=0. 1711. 2sin?z + cosz = 0.

1+ tgx

—1+sin2z. 1713. cos*z —sin*z = 0,
1— tga

1 1
sin x + 3 sin2x = 1. 1715. sin*z — costx = 3

5
sin*z + costz = 3 1717. sinbx cos3x — sin8x cosb6x = 0.
sin 3x cos bx = sin 4x cos 6x.
sin2x cosx + cos2x sinx = 0.

) s T
sin (:ch E) + cos <x+ g) = 2cos? z.

(e-3) v oo+
1n - = 1n — = S1n — ).
S xz D) S 5 S xz 2
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1722.

1724.

1726.
1727.
1728.
1730.

1731.

1733.
1735.
1736.

3 1
ctg <§7r:c> s ctgxr = 3 1723. 2sin’z — cosz = 1.

4
tg2x — tgx = gsin2x. 1725. cos3x — cos2x + cosz = 0.

sinx + sin 2z + sin 3z + sin4z = 0.

sinx + sin 2z + sin 3z = cos x 4 cos 2z 4+ cos 3.

cos2x — cos8x + cosbxr = 1. 1729. cosx — cos2x = sin 3x.
sinbz + sinx + 2sin?z = 1.

3 32>
1 —sinbx = (cos ; — sin ;) . 1732. cosdx = —2cos?® x.

(14 cos4x)sindxr = cos?2z.  1734. sinzsin 7z = sin 3z sin 5.
cosx sin 7z = cos 3x sin 5z.

Za koje vrednosti parametra a jednac¢ina (4 — a)sinz = 2a — 3

ima reSenja?

1737.

Za koje vrednosti parametra m jednacina tgz + ctgz = m ima

resenja?

Odrediti sva resenja jednacina (1738-1777):

1738.
1739.

1740.

1741.

1742.

1743.

1744.

1745.

tgma - tgnax =1, ako je m +n # 0.

sin px = cos qx, po nepoznatoj x.

. . . 1 .
sinx sin 2z sin 3z = 1 sin4x.

2(1—5111(3;—30)) :\/gtgﬂ-;x.

A sinx 9
ctgr + — =
& 1+ cosx

2ctg (x — m) — (cosx + sinx)( cosec x — sec ) = 4.

(, x :C)Q 2

sim— —cos— | =————17—.

2 2 ¢ f—t s
&3 7 T

sin3x = 4 sinx cos 2x. 1746. cos2x + cosx = sinx + sin 2x.
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1747. sinbx +sin6x +sin7xr = 0. 1748. 2cosx + cos 3x + cosbxr = 0.
1749. sinx +sin2x +sin3z = 1 + cosx + cos 2.

1750. 1 — cos? 2z = sin 3z — cos (g + :c)

1751. sin® z(1 + ctgz) + cos® z(1 + tgx) = cos 2.
1752. sin2z + tgz —2=0. 1753. 4coszsin®z = cosx — sin x.
1754.*% 4cos?(2 — 6x) + 16 cos?(1 — 3z) = 13.

3 3
1755.% sin (110 + ;) — 2sin (% _ g)

1756. 5sin®z — 3sinz cosz — 2cos? x = 0.3
1757. 3cos® x — sin® x — sin 2z = 0.

1758. cos?z + 3sin® z + 2\/§sin:rcosx =1.
1759. 2sin®x + 4sinzcosx — 4cos? x = 1.

1760. 6sin’x + 3sinzcosz — 5cos?z = 2.
3
1761. sin®z + 3 cos?x = 3 sinx cos x.

1762. sin®z — 3cos?z + 2sin2z = 1.

1763. 3sin®z — 4sinz cosx + 5 cos? x = 2.

1764. sinx — V3cosz = 2. 1765. 2sinx + 5cosz = 4.
1766. V/3sinx —cosz = /2. 1767. /3 cosdx + sindx = /2.
1767. sinx + V3cosz = —/2. 1769. cosz + v/3sinz = 1.

1
1770. sinxz — cosz = —. 1771, sin3z + cos 3z = V2.

V2
1772. v/3sin (g —ac) — COos (g —x) = /3.

3 Jednagina oblika asin? z +bsin x cos  +ccos? z = 0 je homogena po sinz i cos i
svodi se na kvadratnu jednaéinu po tgz, tj. atg?z+btgx+c = 0. (Ako je cosz =0,
je sinz = +1, ove vrednosti ne zadovoljavaju datu jednac¢inu.)
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1773. 5(sinz + cosx)? — 12(sinz + cosz) + 7 = 0.

1774. |tgx + ctgx| = %

1775. cos 7z — sin 5z = v/3(cos bz — sin 7x).
1776. sin(wlogx) + cos(wlogx) = 1.

1777. log .., sinz 4+ logg, ., cosz = 2.

1778. Data je jednaéina sin® z + cos® z = a, gde je a realan parametar.
a) Za koje vrednosti parametra a data jedna¢ina ima realna resenja?

b) Za graniéne vrednosti parametra a, za koje su resenja realna, resiti
jednacinu.

1779.* Odrediti sve vrednosti parametra a, za koje jednacina
.2 . 2.
sin“z —sinzcosx — 2cos“ & = a
ima realna reSenja. Za a = 1 resiti jednacinu.

1780.* Odrediti za koje vrednosti parametra a jednacina

‘r—2cos?z+a>=0

sin
ima realna reSenja i naci ta resenja.

1781.* U kom intervalu lezi realan parametar z da bi jednacina

1 1
— +
sinx = cosw

=A

imala koren x koji pripada intervalu 0 < x < g?
1782.*% Za koje vrednosti parametra a jednacina
(ma+ §) cos (ma - 5)
cos[mxz+ —=)cos(mx——=)=a
6 6

ima resenja?

1783. Dokazati da jednacina sin 2z sin 6 = 1 nema resenja.
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1784.* Odrediti za koje vrednosti parametra a jednacina
sin*z +cos*z +sin2z+a=0

ima reSenja i odrediti ih.

1785.*% Za koje vrednosti parametra a jednacina
. . ) b+c
sin bz sin cxz = sin — +a

ima reSenja?
1786.* Resiti jednacinu cos?(z + ) + cos?(z — ) = sin 2« ako je g <
7
a< —.
2

1787.*% Odrediti sva reSenja jednacine sin3x + sin2x = msinz. Zatim
odrediti one vrednosti parametra m, za koje jednacina ima reSenja.

1788.*% Za koje vrednosti parametra m jednacina
sin?x +2(m —2)cosz — (m+1) =0

ima reSenja?
1789.* Resiti i diskutovati jednacinu sin 3z = m sin z.

1790. Resiti i diskutovati jednacinu sin 3z = msin® z.

1791. Resiti jednacinu cos x — cos; +1=0.

1792. Dokazati da jednaéina 3 cosz = | cosz| — 5 nema resenja.

Resiti jednacine (1793-1794):
1
1793. cosz? = 3 1794. cosv49 — 22 = 1.

1795. Dokazati da jednacina tg (:c2 + %) tg (:c2 — g) = 2 nema rese-

nja.
1796. Resiti jednacinu tg (22 — x)ctg2 = 1.
1—cosz

1797. Resiti jednacinu tg2rx = —————.
1 — sin |z
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1798. Dokazati da su sva celobrojna resenja jednacine
cos 2mx = cos T2
parni brojevi.
Resiti jednacine (1799-1810):
8sin® z + 3sin 2z + 1

T 8cos?x +3sin2r +1
1800. (sin2x + 3)sin* z — (sin 2z + 3)sinz 4+ 1 = 0.

1799. tgx

1801. sin? 22 + sin? 222 = sin? 322 + sin? 422.
1802. cos3x cos2x — sin x sin 6x = cos 7x.

1803. (sin2x — cos2x)? = sin 4x.
1804. cos® gsing + cos? %sin2 % — 3cos g sin® % — 3sin? g =0.

3
1805. cosx + cos2x = 2 cos ;
T . T
1806. cos (g — ac) + sin (ac + E) =1.

1807. sindzx + v/3sin3z + sin 2z = 0.
1808. (1 +sin2z)(cosz —sinx) = 1 — 2cos? x.

2(cosx — sinx)
1809. ctgxr — tgx = —X—M =
sin 2x

2

1810. + |log1 (1 —sin“z)| = 1.

3

log1 (1 + sin? z)
3

Resiti jednacine (1811-1841):

1811, 21+2cos6r 4 1Gsin® 3z — g,

1812. ZSin2x+4sin§cos§ + cos2x = \/§+ 1.
1813. log tgx + log tg 2z = 0.

1814. (sin2x + /3 cos2x) — 5 = cos (% - 23@).
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1815. tgx + ctgax = 3+ 2sin2z.

1816. (1 — tgx)(1 +sin2z) =1+ tgz.
; 1

1817. sinz cos® z — coszsin® z = 3

1818. (cos2x)2eosdztdcosz—l — (co597) =L,

1819, 3cos2z (4 Lgsin® e _ 9) —1.

1820. =
2

9sin z+sin 3z —sin 4z 1 tg 2w (1+tg ) !
92(1—cos z)(1+cos x) ( )

sinx + sin 3x
V2 - | cos x|

1822. sin7a? — sinw(2? + 22) = 0.

1821. = sin 2z + cos 2x.

1823. tg(wctgx) = ctg(mtgx).

1824. sinx + v/sinz + sin 2z — cosz = cos .

1825. cos2x —sin2x =1 —cosx —sinx.

. 3 3 1.
1826. sin“x 4+ cos’x =1 — 3 sin 2.
1827. a) sin3z = 4sin (g — ac) sin (g + ac);
b) cos3z = 4 cos (E —l—x) cos (z - ac)
3 3
1828. a) cos’x —sin’z | ( N 7r) . (m 7r)
.a) ————— =sgin(z+ = )s — =
4 4cos?x 3 3
1
1829.% 10 - 45in”s — 16 = 42¢t872+2,
1830. /5sin2x — 2 =sinx — cosx.
1831.% 4 — cos (2m(13z + 9)?) = 5sin (7 (13z + 9)?).
1832. sin(x + 30°) —sin(z + 210°) = 28in495° (90° < x < 180°).
1833.% 3l+sinz +2. 32+cos(90°+a:) —921.

4 1
1834.% 2sinz — V/3 = (\f— \4/12) Vsinz.  1835. sin (gsinm) =5
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1836. sin 2z (2\/§sinx + 2 cos ac) + \/g = cos2x (2\/§ cosx — 2 sinx).
1837.% 4sin2(7r:n) +3. 4cos2(7r:v) — 8.
1838. log, (cos 2z + cos %) +log 5 (sin:c + cos g) =0.

1839.* |sinx + sin 2z|(2x — 5) = sinx + sin 2z.

3r w
1840.% cos® z — 3 cos? —9 (f E) m (2T
Ccos” & COs“ X + cosx coS 5 + 1 sin 5 1

1841. sin?2V~* =0, 5.

1842. Resiti po z jednacinu sinx 4 2sinx cos(a — ) = sina (a realan
broj).

1843.* Resiti po x jednacinu

4¢? sin(z + B) sin(z + A) = (a + b)? + 2ab,
gde su a, b, ¢ stranice, a A, B ostri uglovi pravouglog trougla.
1844. Resiti po x jednacinu

14-2asin® z+2b cos® 2= (b + a) sin 2z + (b — a) cos 2z+4sin® x4 cos?

(a 1 b realni brojevi, a + b # 0).
1845. Za koje vrednosti realnog broja « jednacina cosz = tg% ima
resenja?
Resiti sisteme jednacina (1846-1859):
1846. sinz + cosy = 0 Asin® z + cos?y = 0, 5.
1
1847. sinx - cosy = 1 AN3tgx = tgy.
1848. cos 2z +siny = 2 cos? 30° A 2 cos 2z — siny = sin 540°.
1849. \/isinx =siny A \/icosac = \/gcosy.

1850. \/sinz — cosy = cosx A sinx + cosy = sin? z.
1851.% tgx + tgy =1 — tgx - tgy Asin2y — 2sinz = 1.
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1 1
1852. sinz - cosy = —5 Acoszx-siny = 5

T+y T—y 1/\ 1
— - COS = — COS X - COS = —.
2 2 2 Y=1

1854. cosz —sin(z +y) = 0 Acosy —sin(z + y) = 0.

1853.* cos

1
1855. sinx - cosy = 1 Acosz -siny = 1

1856.* 2sinz+cosy =1 A 1651n2 a:+cos2y = 4.
1857 % 92tawteosy — 3 A geosy _ g1 18T — 2,
1858.% Qcosz 4 98€Cy — 5 A QCOST  9secy — 4

1
1859.% z —y = —3 A cos? tx — sin’ my = 7

Resiti jednagine (1860-1865):
1860. cos(2mx) = cos(mz?).  1861. 6arcsin(x? — 6z + 8,5) = 7.

3
1862. 2arcsinx = arcsin2x. 1863. arccosx — arcsinx = arccos 5

1864. arccosz + arccos(1 — x) = arccos(—x).

1865. (arccosz)? — 6arccosz + 8 = 0.

4.5. Trigonometrijske nejednacine

Definicija 1. Nejednacina kod koje se nepoznata javlja kao argument
trigonometrijske funkcije naziva se trigonometrijska nejednacina.

Definicija 2. Resiti trigonometrijsku nejedna¢inu znaéi naci sve uglove,
koji je zadovoljavaju.

Nejednaéina sin 2 a:

a) Nejednacina sinz > a: Ako je a < —1, njeno reenje je ma koji realan
broj. Ako je —1 < a < 1, resenje nejednacine je skup intervala

2km + arcsina < x < (2k 4+ 1)m — arcsina gde je k=0,+1,42,...

Ako je a > 1, nejednacina nema reSenja.



158 4. Trigonometrijske funkcije

b) Nejednacina sinz < a: Ako je a < —1, nema resenja. Ako je —1 <
a < 1, reSenje nejednacine je beskonacan skup intervala

(2k + 1) — arcsina < z < arcsina + 2w(k +1) (k+0,£1,£2,...).
Ako je a > 1, reSenje jednacine je ma koji realan broj.

Nejednaéina cosx 2 a:

a) Nejednacina cosz > a: Ako je a > —1, njeno reSenje je ma koji
realan broj. Ako je —1 < a < 1, reSenje nejednacine je beskonacan skup
intervala

2km — arccosa < x < arccosa + 2km  (k=0,+1,£2,...).

Ako je a > 1, nejednacina nema reSenja.

b) Nejednacina cosz < a: Ako je a < —1 nema reSenja. Ako je —1 <
a < 1, reSenje nejedna ¢ine je beskonacan skup intervala

2km + arccosa < ¢ < 2w(k + 1) —arccosa (k=0,£1,£2,...).
Ako je a > 1, nejednacina je zadovoljena za svako x.

Nejednacina tgz 2 a:
a) Nejednacina tgxz > a: Za svaki realan broj a ima za reSenje besko-
nacan skup intervala

arctga + km < x < g(Zk—i— 1) (k=0,£1,42,...).

b) Nejednacina tga < a: Za svako realno a ima resenje beskonacan skup
intervala

T

5(21@ —1)<z< arctga+kmr, (k=0,£1,%£2,...).
Nejednaéina ctgx 2 a:
a) Nejednacina ctgz > a: Za sve realne vrednosti a ima reSenja

km < x < arcctga + km, (k=0,£1,£2,...).
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b) Nejednacina ctgz < a: Za sve realne vrednosti parametra a ima
reSenja

arcctga + kr <z < (k+1)m, (k=0,£1,£2,...).
1866. Za koje je z (0 < z < 27) zadovoljena nejednacina

sin2x—l<0
5 .

Resiti nejednacine (1867-1875):

V3

1
1867. sin3r — - > 0.  1868. cosg +5>0.

1
1869. a) 2sin (3:15 — g) <1; b)2cos <3x — §> > V2.

1870. a) tg (g — %) >3, b)V3etg(2z+0,5) < 1.

™

V2
i ~ DY) < X - .
sin (230 12)} < 5 b) ‘cos(4ac 0,5)} <0,5

1872. a) ‘tg (2$+§)‘ >/3; b) ‘2005 (g —%)‘ > V2.

1871. a)

1873. sinx + cosx < \/5 1874. cosz > sin? x — cos? z.

1875. tglx + tglx > 1+ tgw.

1
1876. Resiti sistem nejednacina sinx > 3 icosz >

N~

Resiti nejednacine (1877-1882):

; 5 in2z — 2 1
1877. cos® xcos 3z —sin® xsin3z > —. 1878. s?n T coscr > 0.
8 sin 2x + cos2x — 1

1879. 2sinz + cos2z > 1.  1880. sinx >sin3z, x € (0,2m).
1881. cos2z < cosdz, = € (0,27).
1882. 1 +sinxz +cosx <0, z € (0,27).

1883. Ako je 0 < o < , tada je ctg% > 1+ ctga. Dokazati.
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1884. Dokazati da je cos(a + 3) cos(a — 3) < cos? acos? 3.
1885. Ako su a, 8 i 7 uglovi ostrouglog trougla, tada je

sin? a + sin? B + sin? v > 2.
Dokazati.

1886. Ako su «, (1 uglovi trougla i ako je  tup, tada je tgatg 5 < 1.
Dokazati.

1887. Ako su a, iy uglovi trougla, dokazati da je

ol

.a .
sin —sin — sin — <
2 2 2

1 1

sinfa  costa

> 8.

1888. Dokazati da vazi za svako « :

Resiti nejednacine (1889-1903):
1889. sinx — \/gcosx < 0. 1890. \/gsinac —cosz < \/5
1891. V/3cosdx + sindr > /2. 1892. (1 + cos4x) sin 4z > cos? 2z.

1893. sin5z +sinx + 2sin?x < 1, € [0,27].
1894. cos2x — cos8x + cosbr > 1, x € [0,27].

1895. 4cos?z + 2(\/§ —1)cosz — /3 <0.
1896. 4sin®z — 2(v/3 4 1)sinz + /3 > 0.
1897. 4sin’x — 2(v/2 4 1) sinx + /2 > 0.
1898. 2sin’z +5sinz+2> 0. 1899. 4sin2x+2(1 - \/i) sinz > V2.

2sinz — 1 .
1900. > 0, ako je 0 < x < 27.
cos2x — 3cosx + 2

1901.* (\/gtg:c — 1)(2(:052:15 —1) <0, ako je 0 < & < 2.

1902. 5sin’ x + sin® 2z > 4 cos 2z.
1— tg2x

1903. —
4sin“x — 3

> 0, ako je 0 < x < 27.



4.6. Grafici trigonometrijskih funkcija 161

Ispitati znak funkcije (1904-1906):
1904. y = cos®z + 4 cosz + 4.

5
1905. y = sin®z — 3 sine — o

1906. y = tg?z — (14 v/3)tgz + /3.

1907. Odrediti sve vrednosti a u intervalu 0 < o < 27, za koje je ne-
1

jednakost (sina + 5) 22 — (2sina — 3)z + 1 > 0 ispunjena za svako

realno x.

1908. Odrediti sve vrednosti a € [0,27] za koje je kvadratni trinom
y = (2cosa — 1)2% — 2x + cos a pozitivan za svako z.

1909. Resiti trigonometrijsku nejednac¢inu (1 + 2cosx)?® < sinz. Za
koje realne vrednosti x vazi znak jednakosti?

-2
1910. Resiti nejednacinu: M < —1.
arcsin
4.6. Grafici trigonometrijskih funkcija*

1° Funkcija z — y = sinz. Osnovna svojstva:
a) Definisana za sve realne vrednosti argumenta, tj. = € (—oo, +00).
b) Funkcija je periodi¢na, njen osnovni period je T = 2, tj.

sin(x + 27) = sinx.
Definicija 1. Ako funkcija z — f(x) ispunjava uslov f(x +T) = f(z)
(T konstanta razli¢ita od nule), kazemo da je periodi¢na sa periodom T
¢) Funkcija je neparna jer je sin(—x) = —sinx, njen grafik je simetrican
u odnosu na koordinatni pocetak.
d) Nule funkcije su x = k7 (k =0,+1,+2,...).

e) Ekstremne vrednosti funkcije:

Ymaz = 1 za z:ngle.

3
Yomin = —1 za T = 7” +okn (k=0,+1,+2,..)

4Trigonometrijske funkcije spadaju u grupu transendentnih funkcija, jer za datu
vrednost argumenta z, odgovarajuéa vrednost y ne moze se izraCunati algebarskim
putem.
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f) Funkcija je ogranicena tj. —1 <sinz < 1.
g) Funkcija raste 2km — g <z < g + 2km, opada
3
2lm+g <z< 7” +2km, (k=0,+1,+2,...).
h) Funkcija je pozitivna u intervalu 2kr < x < (2k 4+ 1), a negativna
Ck+)r<z<2rmk+1) (E=0,£1,%2,...).

Tok funkcije na osnovnom periodu dat je tabelom, a grafik na slici 1.

I s O

Y

3
0 T2 /
T ' 27 z
—1 5 \_/

2° Funkcija x — y = cosz. Osnovna svojstva:

a) Funkcija je definisana za x € (—o0o, +00).

b) Funkcija je periodi¢na, njen osnovni period je T' = 27.

¢) Funkcija je parna, jer je cos(—x) = cosz. Njen grafik je simetri¢an u
odnosu na osu Oy.

d) Nule funkcije su & = g +km, (k=0,£1,£2,...).

e) Ekstremne vrednosti:

Ymaz = 1 za x=2km.
Ymin = —1, za x=m+2km, (k==£1,42,....).
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f) Funkcija je ogranicena jer je —1 < cosx < 1.
g) Funkcija raste za (2k + 1)m < = < 2(k + 1)m, a opada za 2km < z <
(2k + 1)m.

3
h) Funkcija je pozitivna za 2km — g <z < ; + 2km, a negativna za

2kw+g<x<3§+2kw, (k=0,£1,£2,...).

Grafik je prikazan na slici 2, a tok tabelom.

T

|
y|ymax:1|\

LI\

1

N
z
w
vl §
Y
5

3° Funkcija  — y = tgx. Osnovna svojstva:

a) Funkcija je definisana za x # g +kr (k=0,£1,£2,...). Zaz =
T + km funkcija nije definisana. Ove prave su vertikalne asimptote.

b) Osnovni period funkcije je T =, tg(x + m) = tgz.

c¢) Funkcija je neparna jer je tg(—z) = —tgz.

d) Nule funkcije su x = km (k= 0,+1,+2,...).

e) Funkcija nema ekstremnih vrednosti.

f) Funkcija nije ograni¢ena, —oo < tgz < 400.

g) Funkcija je stalno rastuca.
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7r
h) Funkcija je pozitivna u intervalu kr < z < 5 + k7, a negativna u

intervalu g +kr <z <(k+1)m (k=0,£1,£2,...). Grafik je prikazan

na slici 3, a tok tabelom.

d I O O W
v 107 TFsel =as [ 7 T0 7 [Focll == [ 710

/

T
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I

TN ey

Sl 3.

4° Funkcija x — y = ctgz. Osnovna svojstva:

a) Funkcija je definisana za = # kn (k = 0,£1,42,...). Prave x = km,
(k=0,%1,+£2,...) su vertikalne asimptote funkcije.

b) Osnovni period T = m, jer je ctg(z + 7) = ctgx.
¢) Funkcija je neparna, jer je ctg(—z) = — ctga.

d) Nule funkcije su & = g +km, (k=0,£1,4£2,...).

e) Funkcija nema ekstremnih vrednosti.
f) Funkcija nije ograni¢ena jer je —oo < ctgx < +o0.

g) Funkcija opada za sve vrednosti argumenta koje pripadaju oblasti
definisanosti.

h) Funkcija je pozitivna za kr < z < T + km, a negativna za km + g <
x<(k+1)m, (k=0,£1,4£2,...).
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Grafik je prikazan na slici 4, a tok tabelom.

‘ ™ ‘ 3; ‘271‘
[N —ool[+00 [N ] 0 [ \] —o0

\

0 E 3 €T
2 2
Sl. 4.

Odrediti period (T') trigonometrijskih funkcija = — y (1911-1916) gde
jer

1911. y =sinbx. 1912. y = asin(bx +¢). 1913. y = cosmaz.

3z T
1914. y = — —sin —.
Y = COS 5 sin 3

4 7
3% b)y = Singx—i—Scosgac—i—cosmc.

1916. a) y = sin? 3z — cos4x; b) y = 15sin® 122 + 12sin? 15z.

1915. a) y = sin g cos

1917. Odrediti osnovni period i amplitudu funkcije
T +— y = acospx + [sinpr.
1918. Dokazati da funkcije
z—y=costz+sintz i z—y=-cos®z+sinz

™
imaju isti period T' = 5
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1919. Dokazati da funkcije

. . . 1.
rT—y=sinzr, z+—y=2sinz i Ty =g sing,

imaju isti period; zatim konstruisati njihove grafike u istom koordinat-
nom sistemu na osnovnom periodu.

1920. Date su funkcije
1

T Y = CoST, x|—>y:cos§ac 1 x+— y=cos2z.

Ispitati promene i konstruisati dijagrame u istom koordinatnom sistemu
za sve tri funkcije u intervalu [0, 27].

Ispitati promene i konstruisati grafike trigonometrijskih funkcija x — y
(1921-1937):

3
1921. y:sin3<:cf %) 1922, y = isin (2397 ﬁ).

6
. 7r s
1923. y = 3sin (2:c+z). 1924. y = 2cos (2:c+z).
1925. y— —2sin (2o + ~ ). 1926. y = — cos (2o — ©
Ly = sin | gz + ¢ ). sy=-—geos{gT— ).

1 1
1927. y = 3~ cos2x. 1928. y=1-— 3 sin2z.  1929. y = sin® z.
1930. y =cos’z. 1931. y = —2sin (21 + g) + 1.

1932. y = —2cos (21 — g) —1. 1933. y =sinz — V3cosz.

1934. y = sin (2:15 - %) + cos (2:5 - %)

1935. y =sin (2:15 + %) — cos(2z — bm).

1936. y=\/§sin(x+§) + 3 cos (x—l—g)

1937. y =sinxsin (ac—i— g)
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Odrediti oblast definisanosti funkcija (1938-1939):

C=a)a—49

1938. x+—y =+/—sinz ++/—cosz. 1939. x>y =

1940. Odrediti oblast® promene funkcije 2 — y = 2 — 3 cos? .

1941. Odrediti antidomen funkcije y : 2 — y = tg?mx + ctg?nz.

1942. Date su funkcije * — y = sin® z + cos®

¢emu se razlikuju njihovi grafici?

rirx—y=tgrctgx. U

sinx
Vsin®
1944. Za koje vrednosti parametra b funkcija x — y = cos(x + b) ima
nule © = km, gde je (k =0,+1,+2,...).

1943. Za koje je vrednosti x funkcija z — y = — pozitivna?

Ispitati promene i konstruisati grafike trigonometrijskih funkcija (1945
1950), z — y, gde je:

1945. y =sin’z + 1 cos? x 1946. y = sin + sin 3z
. 2 | VS e
4sin® z cos? 1
1047, y— 2B LCOSTT g g o L
| sin 2z| sinx
2 1
1949. y = ﬁ 1950. y = m
ST — o cos (2z — =
3 3
1951. Odrediti sve celobrojne vrednosti n, za koje funkcija
sin nx
r— Y= Er
sin —

ima period 3.

1952. Odrediti najmanju i najveéu vrednost funkcije

r — Yy =cos2x —4sinz.

50blast promene funkcije se desto naziva antidomen funkcije.
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1953. Odrediti najmanju i najveéu vrednost funkcije

T — Yy =2sinx — cos2x.

1954. Odrediti najmanju pozitivnou i najveéu negativnu vrednost fun-
kcije

r—y=tgxr+ ctgzx.
1955. Data je funkcija x — y = 3 + 4cosx + cos 2z. Dokazati da data
funkcija ne dobija negativnu vrednost ni za jednu realnu vrednost x.

Ispitati i graficki predstaviti trigonometrijske funkcije z — y (1956-1962)
gde je:

. 117 57
1956.* y = sin Qac—l—T — cos 230—? .

5
1957.% y = sin (2:5 + %) + cos (2:c + g)

1958.* y = —4sin (Jc + %) cos (Jc + g)

1959.% y = —4 cosx cos (ac - g) 1960.* y = —/3sin 2z — cos 2z — 1.

1961.% y = —sin 2z — /3 cos 2z + 1.
1962.%* y = 2cos? x 4 /3sin 2z, x € (0, 7).
1963. Odrediti najmanju vrednost funkcije z — y = (tgz + ctgx)?.

1964. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy konstru-
isati geometrijsko mesto tacaka M (x,y) ¢ije koordinate zadovoljavaju
jednaginu |y| = 2sin(z + |z|).

1965. Konstruisati grafik funkcije 2 — y = sin(x — Va?).

1966. Odrediti maksimalnu i minimalnu vrednost funkcije

T — y = cos’x + cosz + 3.
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1967.* Odrediti a, b i ¢ tako da funkcija

x— f(x) =a+bcosx + csinx

ispunjava uslove f (g) =0, f(m) =0, f (%) = 1. Zatim, odrediti
minimum i maksimum ove funkcije.

1968.* Odrediti maksimalnu vrednost funkcije

x— f(z) = sing - 2singsin2 %
Ispitati i graficki predstaviti trigonometrijske funkcije z — y (1969-1971)
gde je:

1969. y = |sinz|. 1970. |y| =cos|z|. 1971. y =sinz + |sinz|.

4.7. Sinusna i kosinusna teorema sa primenama (reSavanje
kosouglog trougla)

Teorema 1 (sinusna teorema). Stranice trougla proporcionalne su sinu-
sima naspramnih uglova. Koeficijent proporcionalnosti je preénik opi-
sanog kruga oko trougla, tj.

a b c

- =—=—=2R.
sina  sinf  sinvy

Postoje dva osnovna sluc¢aja primene sinusne teoreme.
1. slucéay. Odrediti ostale osnovne elemente trougla ako je data jedna
njegova stranica i dva ugla.

2. slucéaj. Odrediti ostale osnovne elemente trougla ako su date dve
njegove stranice i ugao naspram jedne od njih.

Teorema 2 (kosinusna teorema). Kvadrat jedne stranice trougla jednak
je zbiru kvadrata ostale dve stranice umanjenog za dvostruki proizvod
ovih stranica i kosinusa ugla koji one obrazuju. Dakle, za svaki trougao
tacna je konjunkcija:

a2 =02+ ? —2bccosa A b? = a? 4 ¢ — 2accos BA

& =a® +b* — 2abcos~.
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Postoje dva osnovna sluc¢aja primene kosinusne teoreme.

1. slucaj. Odrediti ostale osnovne elemente trougla ako su date dve
stranice i zahvaceni ugao.

2. slucéaj. Odrediti ostale osnovne elemente trougla ako su date sve tri
stranice.

U zadacima (1972-1985) odrediti ostale osnovne elemente trougla ABC
ako je dato:

1972. ¢ = 32,54 cm, o = 43°28' i 8 = 35°16/.
1973. a = 24,32 cm, b= 20,54 cm i a = 63°47'.
1974. ¢ =24,62 cm, a = 18,79 cm i o = 43°.
1975. a =32 cm, c=19 cm i v = 23°26'.

1976. a =13 cm, b= 14 cm i v = 67°23’.

1977. a=30cm, b=20cm ic= 25 cm.

1978. ¢ =33 cm, a = 56°34" i B = 48°26'.
1979. a = 86,42 cm, c = 73,46 cm i v = 49°19’.
1980. R = 12 cm, o = 48° i 3 = 64°.

1981. a=6cm,b=4cmic=>5cm.

1982. a =4,1cm,c=5,8cmi 3= 59°5.
1983. a =40 cm, b=19 cm i ¢ = 41 cm.

1984. a =4 cm,b=>5cm iy = 60°

1985. a = 3v/2, a = 60° i § = 75° (bez upotrebe kalkulatora).

1986. U trouglu ABC dato je o = 45°, = 60° i polupre¢nik opisa-
nog kruga R = 2v/6. Odrediti ostale osnovne elemente bez upotrebe
kalkulatora.

1987. Odrediti stranicu b trougla ABC' ako su njegove stranice a = 2/3,
¢ =61 ugao 3 = 105°.
1988. U trouglu ABC dato je AB = 24 cm, AC = 9 cm i ugao a =

60°. Odrediti bez upotrebe tablica, stranicu BC' i poluprecnik opisane
kruznice.
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1989. U trouglu ABC razlika stranica a i b jednaka je 3 cm, ugao v = 60°

V3

i poluprecnik opisane kruznice R = —— cm. Odrediti stranice trougla
ABC.
1990. U trouglu ABC razlika stranica a i b jednaka je 5 cm, strnica

V3

¢ =7 cm i poluprecnik opisane kruznice R = 3 cm. Odrediti stranice
a i b toga trougla.

1991. U krugu su date tetive AB = 8 cm i AC = 5 cm. One grade
medusobno ugao o = 60°. Izracunati poluprecnik kruznice.

a b
1992. Ako za uglove i stranice trougla vazi jednakost —— = ,
cos & cos

dokazati da je taj trougao jednakokraki.
1993. Ako za stranice i uglove trougla vazi jednakost
a—>b
a

=1-—2cos7,

tada je trougao jednakokraki. Dokazati.

1994. Ako je odnos kosinusa dva ugla trougla jednak odnosu sinusa istih
uglova, tada je trougao jednakokraki. Dokazati.

1995. Izracunati stranice trougla ABC ako je cosy = T sina :siny =
3:2ic=4cm.

1996. U ostrouglom trouglu ABC' polupreénik opisane kruznice je R =
\/5, ugao o = 45° i stranica ¢ = V6. Odrediti ostale osnovne elemente
trougla.

1997. U trouglu ABC zadate su sve tri stranice a = 2v/2, b = 2v/3 i
¢ = /2(1 ++/3). Odrediti uglove i polupreénik opisanog kruga.

1998. U trouglu ABC dato je b = a+2, ¢ =a+31isiny = ﬁ
Odrediti stranice trougla.

1999. Ako su stranice trougla a — 2, a, a + 2 i jedan ugao iznosi 120°,
odrediti stranice.

2000. Izracunati ugao a trougla ako medu stranicama vaze jednakosti:
a) a> =b>+c +bcy/3; b)a?=0b>+c—be

c)a? =b>+c? —bev/2; d) a®=b>+c —beV3.
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2001. Izracunati visinu fabrickog dimnjaka koji se nalazi na horizontal-
nom nepristupa¢nom tlu, ako se vrh dimnjaka iz tacke A vidi pod uglom
«, a iz tacke B pod uglom (. Tacke A i B pripadaju takode horizontalnoj
ravni a njihovo rastojanje je AB = a. Osa dimnjaka i tacke A i B leze u
istoj ravni.

2002. Izracunati rastojanje izmedu tacaka A i B ako su obe nepristu-
pacne, a tacke M i N su dve pristupacne tacke u istoj ravni. Poznati su
uglovi: <BMA =, <AMN = (3, <MNB = v, <BNA = § irastojanje
MN = a.

2003. Jedna sila R = 650 N razlozena je na dve jednake komponente,
koje zaklapaju medusobno ugao od 126°. Izrac¢unati veli¢inu kompone-
nata.

2004. Dve sile P =20 N i Q = 12 N dejstvuju pod uglom a = 40° u
jednoj tacki. Izracunati veli¢inu rezultante i ugao koji ona gradi sa silom
P.

2005. U jednakokrakom trapezu dato je: dijagonala d = 3,9 cm, manja
osnovica b = 2,8 c¢m i jedan ugao a = 61°56’. Izracunati povrsinu
trapeza.

2006. Izracunati duzinu tunela izmedu mesta A i B, ako se tacke A i B
iz mesta C vide pod uglom v = 60° i ako je BC' =8 km, AC =5 km.

2007. Sa obale reke posmatrac, visine 180 cm, vidi vrh jednog drveta na
suprotnoj obali pod elevacionim uglom od 32°, a ako se udalji od obale
za 24 m, vidi vrh istog drveta pod elevacionim uglom od 22°. Odrediti
visinu drveta i Sirinu reke na ovom mestu.

2008. Rezultanta dve sile, koje deluju u jednoj tacki pod uglom od 120°
jednaka je 7 N. Ako pove¢amo manju silu za 10 N, rezultanta se poveca
za 6 N. Odrediti veli¢inu sila.

2009. Primenom kosinusne teoreme dokazati da je zbir kvadrata dija-
gonala paralelograma jednak zbiru kvadrata njegovih stranica.

3
2010. U trouglu ABC datojea—b=1, h, = 3 R = 4. Bez upotrebe

tablica izra¢unati ugao a.



4.7. Sinusna i kosinusna teorema sa primenama 173

2011. Izracunati stranice i uglove trougla, ako je stranica a jednaka
poluprecniku, a stranica b pre¢niku opisane kruznice oko trougla i visina
he. = 3.
2012. Ako za uglove trougla vazi jednakost sina = 2sin+y - cos 3, tada
je trougao jednakokraki. Dokazati.
2013. Ako je R poluprec¢nik opisane kruznice, a «, (3, v unutarnji uglovi
trougla, tada je povrdina trougla P = 2R? - sina - sin 3 - siny. Dokazati.

1
2014. Povrsina tetivnog cetvorougla je P = 3 (ab + cd) - sina, gde su
a, b, ¢ i d stranice ¢etvorougla, a a ugao kojeg obrazuju stranice a i b.
Dokazati.

1

2015. Povrsina paralelograma je P = 3 (a> —b?) - tga, gdesuaib
stranice a a ugao izmedu dijagonala. Dokazati.

2016. Ako su a, b, ¢ stranice, a, (3, v uglovi trougla, a s poluobim

o e @ (== B [s=a)(s=c)

trougla, tada je tgg— W7 tg§— s (s-b)
—a)-(s—b

tg%: %. Dokazati

2017. Stranice trougla su a = 264, b = 4351 ¢ = 473. Primenom obrasca
iz prethodnog zadatka izracunati uglove trougla.

2018. a) Ako su a, b, ¢ stranice trougla; t,, tp, t. teziSne duzi trougla,

1 a? 1 b2
12 2 2 2 2_ 2 (.2 2
tada je ¢, =3 (b +c 2),tb > (a +c 2),

1 2
t?2 = 3 <a2 +b%— %) Dokazati.

c
b) Izracunati tezisne duzi trougla ako je a =4, b=3 iy = 60°.

2019.*% a) Ako su a, b, ¢ stranice; so, sg, s, simetrale uglova trougla,
tada je

a-sinf-siny b-sina-siny c-sina-sin g
Sqg=——F7F7—, S§pg=—"-""-—"+, Sy = —"——.
T B P y—ar YT a—p

Sin v cos sin (3 cos SIN 7y COS 5
Dokazati.

b) Izracunati simetrale ugla a ako je b = 5v/2, v = 60° i 3 = 75°.
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2020. Data je stranica a = 33 m i uglovi trougla

a=>5634" i [ =48°26".
Izracunati duzine simetrala uglova trougla.
2021. Izracunati osnovne elemente trougla ako je dato: R = 32v/3,
R=,/ %, a = 30°, gde su a, b i c stranice, a ugao, P povr§ina trougla,
a R poluprecnik opisane kruznice.

2022. Odrediti sve stranice trapeza povrsine P = 4v/3—4 i veée osnovice
a = 5, ako su uglovi na veéoj osnovici a« = 30° i 3 = 45°.

2023. Oko jednakokrakog trapeza opisana je kruznica polupreé¢nika 2.
Ugao izmedu kraka i ve¢e osnovice je 60°, a ve¢a osnovica se poklapa sa
precnikom kruznice. Odrediti stranice trapeza.

2024. U tetivhom ¢etvorouglu ABCD dijagonala BD je normalna na
stranicu BC', ugao ABC = 120°, ugao BAD = 120°, DA = 1. Izractunati
dijagonalu BD i stranicu CD.

2025.* Duzine stranica trouglasua = p> +p+1,b=p*+2p, c = 2p+1,
gde je p pozitivan broj. Izracunati srednji po veli¢ini ugao toga trougla.

2026. Ako za stranice trougla vazi jednakost (b+c+a)-(b+c—a) = 3be,
tada je ugao a = 60°. Dokazati.

= \/527 1. Odrediti ugao .

2027.* U trouglu ABC ugao v = 120° i

S

2028. Ako su stranice trougla a — 4, a, a +4 i jedan ugao 120°, odrediti
stranice trougla.

2029. Odrediti uglove i obim trougla ¢ije su stranice a = 2, b= 1+ /3,
y 3+V3

a povrsina P = 7

2030. Odrediti nepoznate, osnovne elemente, kao i obim i povrsinu

trougla, ako je dato: a = 2v/2, b= 2/3, v = 75°.

2031. Odrediti stranice trougla povrsine R = 3/3, ako je ugao a = 60°
i zbir stranica koje zahvataju dati ugao b+c=7.
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2032. Odrediti stranice, uglove i povrsinu trougla, ako je ugao
a = 60°, stranica a = /21, a zbir stranica koje zahvataju dati ugao
b+c=9.

2033. Odrediti stranice, uglove i povrsinu trougla, ako je ugao v = 60°,

stranica ¢ = /13, a zbir dve stranice koje obrazuju dati ugao a +b = 7.
15

2034. Odrediti stranice trougla povrsine P = T ako je § = 30°, a zbir

stranica koje zahvataju dati ugao a + ¢ = 8.

2035.* U trouglu ABC date su stranice

a=2 b=4-2V3, c¢=3V2-6.

Izracunati ugao BC'A i polupre¢nik opisane kruznice.

2036.* U trouglu ABC simetrala ugla o, s, = 5, obrazuje sa stranicom
BC' dva ugla, koji su u razmeri 17 : 19. Ako je ugao [ = 42°, odrediti
stranice trougla.

2037.* Data je stranica a, povrSina P trougla i razmera stranica
b : ¢ = 3. Izracunati stranice b i ¢ trougla.

2038.* Dokazati da kod svakog paralelograma vazi a? — b? < ef, gde su
a i b stranice, a e i f dijagonale paralelograma.

2039.* Ako su stranice trougla ABC redom
BC=a, CA=b, AB=c,
i ako je ugao A = 60°, dokazati da je povrsina trougla ABC:

V3, 2
P:T-(a —(b—10)).

2040. Izracunati uglove romba stranice a i jedne dijagonale av/2 — v/3.
V2

2041. Izracunati uglove pravouglog trougla ako je razlika kateta 5

gde je ¢ hipotenuza.



V GLAVA

5. RAZNI ZADACI!

2042. Data je funkcija y = 22 — 2z cosa + 1 —sina, gde je a € [0, g}

a) Odrediti « tako da apscisna osa bude tangenta grafika funkcije i ski-
cirati grafike tih funkcija.

b) Ako su z; i zo resenja jednacine
2 —2xcosa+1 —sina =0,

odrediti « iz jednakosti x2 + 22 = 2.

¢) Naéi vezu izmedu reSenja x1 i x2 jednacine
22 —2xcosa+1—sina = 0,

koja ne zavisi od a.

2043. Data je jednacina 22 — (m + 3)z + m + 2 = 0. Odrediti sve
vrednosti parametra m za koje je ta¢na konjunkcija

11 1 .,
— 4+ — > - ANz +x5 <5
X1 X9 2 ! 2

2044. Tri broja , y, 2z zadovoljavaju jednakost y?> = zz. Dokazati da
jer

(@+y+2)-(r—y+z)=a>+y*+2%
2045. Odrediti sve vrednosti parametra « € (0, 27) za koje je kvadratni

1
trinom y = (sina + 5) 2% — (2sina — 3) - x + 1, pozitivan za svako .

2046. Zbir dva pozitivna broja je 18. Odrediti te brojeve tako da njihov
proizvod bude maksimalan.

1Ovi zadaci sluze za ponavljanje, sistemalizaciju i produbljivanje gradiva.
Uglavnom su koriséeni na raznim opstinskim i meduopstinskim takmicenjima iz
matematike, kao i na prijemnim ispitima na tehnickim fakultetima.
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2047. Dat je skup funkcija y = 22 — 2kx — 1 + 2k2, gde je k realan
parametar.

a) Naéi geometrijsko mesto minimuma funkeije kad se k menja.

b) Na osnovu tog geometrijskog mesta ispitati prirodu nula date funkcije.
(Gradsko takmicenje u Beogradu skolske 1969/70 godine.)

2048. Odrediti najmanju vrednost izraza 2% + y% ako je 22 + y? = 1.

2049. Koji dvocifreni brojevi 10z + y zadovoljavaju uslov
10z +y = 2% + v + ay?

2050. Izracunati zapreminu kose kupe ako je dat poluprec¢nik osnove
r = 25 i nagibni uglovi najduze i najkrace izvodnice prema osnovi a =

24°11', B = 53°8'.
2051. Data je kvadratna jednacina po nepoznatoj x:
222 + 22 + cosa = 0 0<a<m).

a) Odrediti interval kome pripada parametar « da oba resenja jednacine
budu realna.
1 1 4
b) Odrediti o ako je — + — = 3 i dokazati da je tada z? + x5 < 1,9,
Ty

x2
gde su x1 i zo reSenja date jednacine.

loga

2052. Data je jednacina az? — z + = 0, gde je a pozitivan broj i
a

osnova logaritma 10. Odrediti parametar a, tako da data jednacina:

a) ima realne korene; b) dva pozitivna korena; c¢) jednake korene.

U poslednjem slu¢aju resiti jednacinu.

2053. Odrediti sve cele brojeve m za koje je (1 + i)™ = (1 — )™,

(i = v=1).

“1-iv3 . —1+iV3
2 N 2
a) 213 + 223 =2, b) 213" + 223” = 2, n € N. Dokazati.

2054. Ako je z1,= ) , onda je:
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2055. Ako jednacina x? + px + ¢ = 0 ima realna i razli¢ita resenja (p i
g realni parametri), onda i jednacine

(1) 2?4+ (p+2a)z + q+ap =0,
(2) 32% 4+ 2(a+p)x +q+ap =0,

(gde je a ma koji realan broj), takode imaju realna i razli¢ita reSenja.
Dokazati.

2056. Trougao cije su stranice a — 2, a, a+ 2 i jedan ugao od 120° rotira
oko najduze stranice. Odrediti povrsinu i zapreminu nastalog tela.

2057. Data je kvadratna jednacina (2 cosa — 1)x? — 22 +cosa = 0, gde

je a parametar.

a) Odrediti vrednost parametra « za koju jednac¢ina ima realna resenja.
1 1

b) Odrediti o ako je — + — —4sina = 0, gde su x; 1 22 redenja date
I To

jednacine.

¢) Iz skupa funkcija y = (2 cos a — 1)2% — 22 + cos a izdvojiti one funkcije

Cija je tangenta x-osa i konstruisati njihove grafike u ravni zOy.

2058. Osnova piramide je pravougli trougao ¢ija je hipotenuza c i jedan
ugao «. Boc¢ne ivice piramide zaklapaju ugao ¢ sa osnovom. Izra¢unati
zapreminu piramide.

2059. Odrediti sve vrednosti parametra p, za koje je izraz
log ((pf 1) - 2% + 2px + 3p — 2),
definisan za svako x.

2060. Akoje 0 < p < g, odrediti realne vrednosti parametra m za koje
m? —4m —4

je tactna jednakost cosyp =
J J 2 mZ 11

™
2061. Akoje 0 < ¢ < 7% koje realne vrednosti parametra m je ta¢na

2m?2 + 2m
jednakost t =7
jednakost tg ¢ T 6m L9
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2062. Osnova prizme je trougao ¢iji su uglovi o i 8, a poluprecnik
opisanog kruga R. Odrediti zapreminu prizme ako boé¢na ivica duzine m
zaklapa sa osnovom ugao .

2063. U trouglu ABC jea:b=13:1, ¢ =163, a = 30°:
a) nadi stranice trougla a i b;

b) naéi povrsinu i zapreminu tela nastalog rotacijom ovog trougla oko
stranice c.

2064. Date su funkcije y = a -2 4+ b, y = b-2" +a, gde su ai b
realni parametri. Koji uslov treba da zadovoljavaju a i b da grafici datih
funkcija imaju:

a) jednu zajednicku tacku (odrediti tu tacku);

b) dve zajednicke tacke (odrediti te tacke)?

2065. Date su funkcije y = logy(x 4+ 14) i y = 6 — logy(z + 2). Odrediti
prese¢nu tacku njihovih grafika.

2066. Data je jednagina 22 — 102 + 22y — y + 32 = 0. Odrediti sva njena
reSenja u skupu celih brojeva.

2067. Ako je T < a< E, odrediti realne vrednosti i nepoznate = za
koje su tacne jednakosti:
a) 22 —bx +7=3tg%; b)a®—Tr+ 14 = 8sin’ o

2068. Skratiti dati razlomak R, a zatim izracunati njegovu vrednost za
dato z:

1
3+ ?—at -3 . <\/§+1> 4.

R
&) 2—22—x2 V2 -1
1
* + 322+ 27243 V2—-1)\*
b)R: s = .
24272 + 2?2 V241

2069. Dokazati da je (az? + bz) - (b2® 4+ az) = a® — ab + b?, pri ¢emu su
a i b realni brojevi, a z je resenje jednacine 1+ z + 2% = 0.
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2070. Data je jednaéina 2 — 6x + 5 + m(2? — 5z + 6) = 0, (m € R).
Odrediti relaciju izmedu resSenja date jednacine nezavisne od realnog pa-
rametra m. (Deseto savezno takmicenje, odrzano maja 1969.)

2071. Odrediti interval za = u kome je funkcija

y:\/x—1+\/x+24—10\/x—1

konstanta. (Republicko takmicenje iz matematike SR Srbije, 1981.)

2072. Dati su kompleksni brojevi z; i z3 takvi da je Im(z1) # 0 i
Im (22) # 0. Dokazati da su brojevi z1 + 22 1 21 - 22 istovremeno realni
ako i samo ako je z; = z9. (Opstinsko takmicenje iz matematike odrzano
1984. godine, Beograd).

2073. Dokazati da sistem jednacina z + z = 4 A |z] = 1, gde je z
kompleksni broj, nema resenja. (Opstinsko takmicenje iz matematike
1983. godine, Beograd).

2074. Odrediti sve kompleksne brojeve z takve da je
2(1 —i)- 22+ 4(1+2i)z — 3+ 5i = 0.
(Opstinsko takmicenje iz matematike 1987. godine, Beograd).

2075. Odrediti realan broj m tako da razlika reSenja jednacine
2+ dmx 4+ 5m* —6m +5=0

bude maksimalna. (Opstinsko takmicenje iz matematike 1987. godine,
Beograd).

2076. Resiti nejednacinu

22 —3x—4
24+z+1
2 +ar+1

2077. Za koje realne vrednosti broja a nejednacina
2?2+r+1

‘ <2
vazi za sve realne vrednosti x?

2078. Dati su kompleksni brojevi
) . . 1
21=2+z(\/3+\/_—\/3—\/§) i @zS—l—zlogaE.

Izracunati imaginarne delove datih brojeva i dokazati da je zo : 21 = 3 : 2,
ako je a = 0,333... (Prijemni ispit, Maginski fakultet, Beograd 1986.
godine).
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2079. Resiti jednacinu z = 1 — 1986(1 — 19862%)?. (Prijemni ispit na
Elektrotehnickom fakultetu u Beogradu, 1986. godine).

2080. Graficki prikazati skup tacaka M (z,y) ¢ije koordinate zado-
voljavaju nejednakost |z + y|~*t¥*! < 1. (Prijemni ispit na Elektro-
tehnickom fakultetu u Beogradu, 1985. godine).

3
2081. Izracunati log,, %, ako je log,, a = n.

2082. Za koje je vrednosti realnog broja x ispunjena jednakost

) 202 — 21

cteay =m —

8T 2 R+ 16’
™ Vs

ko je — < < —.

akoje o Sa < g

2083. Resiti jednacinu 4% + 9% 4+ 257 = 6% + 10” 4+ 15, (Meduopstinsko
takmicenje iz matematike, Beograd 1988. godine).

2084. Neka su nq,ns,ns,...,nk sviprirodni brojevi, koji su delioci broja
n, a razli¢iti od 1 i n. Dokazati da je

log n(logk ny + logy, na + logy, n3 + - - - + logy, nk) = k.
k

(Meduopstinsko takmicenje iz matematike odrzano u Beogradu 1988.
godine).

2085. Odrediti polinom treteg stepena sa realnim koeficijentima tako
da zadovoljava uslove

Pl+4i)=3i—4 i P(—i)=4i—1 (i*=-1).
a—b_l

2
pravouglog trougla, odrediti uglove trougla.

2086. Ako je log (loga + logb — loga), gde su a i b katete

2087. Akoje tga =37, tgf=3"ia— = % . odrediti .
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Resiti jednacine (2088-2095):

6
2089, 21 -logzetlogie—logiat — 5 2090, sin'%®® z + cos!00 gz = 1.
2091. sin”’ z+cos®®x =1. 2092. sinx + cosz = \/5 . cos(99$).
2093. sinz — v/3cosx = 2 - sin(1999z).

2094. ctg2® = tg27 + 2. tg2o+L.

5
2088. log1 (2“’*1 + thE) +log1 (2”” + cthE) =3 + 3log1 5.
8 8 8

2095. log, (cos 22 4+ cos %) +logy 5 (sin:c + cos g) =0.

2096. Odrediti skup tacaka u Dekartovoj ravni za koje je
sin (7 - (z+y)) > 0.

2097. Ako je:

a=A-cos’a+ B-sinacosa+ C -sin®a,

b=2-C-sina-cosa+ B-cos2a—2-A-sina-cosa,

2

c=A-sina— B sina-cosa+ C-cos?a,

ispitati da li je b> — 4ac = B? — 4AC.
2098. Ako za uglove trougla vazi jednakost

3
cosa + cos § — cos(a + B) = 2

tada je trougao jednakostrani¢an. Dokazati.
2099. Izracunati zbir

sin 1 sin 1 sin 1

cosO-cosl ' cosl-cos2 = cos(n—1)-cosn’

Dokazati sledece jednakosti (2100-2104):

1 2 1 2 -t
341 3 -1 —1 2

2100. | [0 43| [ (£ +3| - 4—=1.
a3 —1 a3 +1 @+ a3 —1
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, N -1
3 9 4+ y3
a101. 42 |7 89y: LR R — 1
2—y§ 2—y§
29102 3 +3€/E.\3/a2+\3/ab+ Vo2 2ya+ Vb
"\ Ya-b a—b Ya+ b " Va? + 25/ab + Vb2
3(va- )
)
Va+ Vb
VI 1- 1 1
2103. < Ll n ) (ERS R )
Vidn—+v1I—-n V1-n2-1+n n n
(0<n<1).

2

VE—v3 ' VB+v3) \VE—v3 VE+y3

2105. Odrediti kvadratnu jednac¢inu sa realnim koeficijentima ako jedan
njen koren z = a + bi zadovoljava jednacinu

plon <\/5+\/§ f\/§>2<\/5+\/§ \/5\/§>

(24 2i)> + 42 — 4iz + 17 = 0,
gde je Z = a — bi.
2106. Resiti jednacinu 22 — (3 +2i)z +5(1+14) =0, (2 = a+ bi).
2107. Ako je arg(l + 2) = g i |1+ z| =4, odrediti kompleksan broj z.

2108. Odrediti kompleksan broj z = = + iy ako je:
z z+ 1414
a) ol :
z+1 z—1—1

=1

‘1/\2:21’; b) |22 — 2i| =4 A

Ispitati promene i konstruisati grafik funkcije x — y (2109-2110), gde je:
1 1
2109. a) y = —§|:c +3|(x +8) — §|:c —3|(z — 8) + 10z;

1 1
b) y = §|x+3|(x+8)+ §|m—3|(m—8) — 10m.
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2110. a) y = —2 + 3|z + 2| + 3|z — 2| — §;

b) y =2 — 3|z + 2| — 3|z — 2| + 8.

2111. Zbir uglova pod kojim se sa 100, 200 i 300 m udaljenosti od
podnozja vidi toranj koji stoji na horizontalnoj ravni iznosi 90°. Visina
tornja je:

a) 100m; b)90m; c¢)95m; d)64v/2m; e) 56v/3 m?

2112. Dokazati identitet n = —log; logs \3/ V-3,

—_———
n puta
2113. Akoje N >0,a>0,b>0ic>0, N#1,a#1,b#1,c#1,
abc # 1, tada je

log, N -log, N +log, N -log,. N +log. N -log, N
_ log, N -log, N -log, N
B logabc N '

Dokazati.

2114. Ako su a i b katete, a ¢ hipotenuza pravouglog trougla, tada je
logy,.a+1log. ,a=2log,,.a-log. ,a.

2115. Ako je n prirodan broj dokazati da je:
1 1 1 1
a) log 1+§) +210g(1+§> +310g(1+§) +---+nlog (1+—)
n
= (14 n)log(1+n)—log(l+n)!;
2
b) (“VN - YN YN YN ) T < 2n, Dokasati

2116. Ako su koeficijenti kvadratne jednacine celi brojevi, a koreni su
racionalni brojevi, onda su koreni celi brojevi. Dokazati.

2117. Ako su koeficijenti kvadratne jednacine ax? 4+ bx + ¢ = 0 celi
neparni brojevi, onda koreni date jednacine ne mogu biti racionalni.
Dokazati.
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2118. Neka su z; i @2 koreni jednaéine z2 + kz + 1 = 0. Odrediti sve

2 2
vrednosti parametra k za koje je ta¢na nejednakost (%) + (?) > 1.
2 1

2119. Neka su 21 i 22 koreni jednacine p?z2 + pz +1 =0 (p # 0).

a) Odrediti sve realne vrednosti parametra p za koje je taéna nejednakost:

21\ 22\
) G) -
i) X1
b) Odrediti one vrednosti parametra p za koje je zbir y = z* + x!

minimalan.

2120. Za koje vrednosti parametra a jednacine:
(1-2a)z* —6ar —1=0, ar’—z+1=0

imaju zajednicki koren?

2121. Ako su p, g i r racionalni brojevi, onda su i reSenja jednacine
(p+q+r)z>—2p+qr+p+q—r=0

racionalni brojevi. Dokazati.

2122. Resenja jednacine 22 + pz + ¢ = 0 su racionalna ako je

a?+b% . ab O\
p:a2—62 L q= a2 _p2 )

gde su a i b racionalni brojevi. Dokazati.

2123. Dokazati da su koreni jednaéine x? 4+ px+¢ = 0 racionalni brojevi,
akojep=n+ g, gde su g i n racionalni brojevi.
n

2124. Data je kvadratna jednag¢ina x2 —2mz+2m—1 = 0 (m racionalan
broj).

a) Dokazati da su koreni te jednacine racionalni.

b) Ne resavajudi datu jednac¢inu, odrediti zbir kvadrata korena u funkciji

od parametra m i dokazati da je taj zbir veéi od proizvoda korena za
svako m.
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Dokazati da je (2125-2128):

1 1 1
2125. (1 + + + -
(1) z(z+1)  (z+1)(z+2) (z+2)(z+3)
n 1 n ( eN)
= €T .
(z+n—-1)(xz+n) z(x+n)
$+l‘2+l‘3+"'+l‘”
2126. (2 . = gntl! 0).
( )1'71+l'72+l'7‘3+"'+l‘7n € (l‘?é )
1 1 2 22 2™ gn+l
2127. (3 = —,
()1_x+1+m+1+x2+1+x22+ Jr1—1—:132" 1— g2
(x # £1).
2sinxcosx . 2sinxcosx
sinx + cosx osme sinx + cosx TS .
2128. 1 + 1 1 =sinxcosz.

cosr sinx —2cosx sinx cosx — 2sinx

Resiti jednacine (2129-2145):

2129. lnm(lnlm—i— RRTYE 1)1(1nm+2) toet (1n$+5)1(1nm+6) - g'
1 1
e T EewEes
TVET a0 12
2131. 1x+:i2+xf+"'+xz —ntl (2 £ 0).

tEtET T

5 5/=9 5/=3 .. 5/rn
o139, Yo+ V624 V55 + +\/5n o,

_1 _2 _3 _n
55455455 +...455
nz+In?z+nz+ - - +1In"2x

2133. — 1 i = In® 2.
e Wz e W
2134. L + L + 2 + 2 44 20 _ 128 .
l—z 142 1+4+z22 1422 14222 1 — 128
2 2 22 210 2048
2135. =

+ + 4t = .
1-In?z 1+ W’z 1+ln22x 1+1n2mm 1—1n?" 2
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1 1 1 5
2136. b= -2 (zeN).
it Ere T T e ey @EN
x5 — 64 x? 4r?(2x + 1)
2137. log, 812 = : -
82 442z +272 4—4dx~1 4272 1-2z
1+lnx+1 I
2138. In®z —4lnz +5 = 1_ nr.
14+ -
+ 1—Inz
t to 2 to 3 oo to n+1
2139, — Tt tgTrrtgTry A tg v :<tg (2337?)) .
tg e+ tg 2+ tgSx 4+ -+ tg 4
I’z — 2 In® 2 +2
2140. S - nr —Ina.
Ina 424+ 2lnzx | 94 2lnzx
nz nr—
Inz+2 Inz —2
sinx —sinz — 6  sinz — 1 . 9
2141. — - - —2=sin"z — -.
sin“x —4 2 —sinzx 4
tglr+1  tg?
2142, T 87w + = tg?x —4tgx — 6.
tgx tgx —1  tg2x— tgw
n*z+1  In? 1
2143. potl e + =2z —Inz — 3.
Inx Inz—1 Inz(lnz-1)
2144 1 + 2 + !
" cosw(cosr —1)  1—cos?z  cos?x + cosx
) V2-1 V2
=cos“x + cosST — —.
4
2145 1 + ! + !
Ctgr(tgr+1)  (tgx+1D)(tgr+2)  (tgx+2)(tgx + 3)
1 1

(tgz +99)(tgx +100) 11

Opstinsko takmicenje iz matematike 03.02.1996. (drugi razred)

2146. Da li postoje prirodni brojevi m i n, koji se zapisuju istim ci-
frama, ali u razli¢itom redosledu, tako da je m —n = 19957 (Obrazloziti
odgovor!)
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2147. Poljoprivrednik zeli da elektriécnom ogradom duzine 100 m ogradi
sa tri strane zemljiSte, koje se nalazi pored reke, tako da ograda zajedno
sa delom obale kao ¢etvrtom stranom, ¢ini pravougaonik. Kolike treba da
budu dimenzije tog pravougaonika, tako da povrsina ogradenog zemljista
bude maksimalna?

2148. Oko jednakokrakog trougla ABC(AB = AC) opisan je krug k.
Prava ¢ sadrzi teme A i sece duz BC' u tacki D, a krug k u tacki E. Ako
je AB = ¢ i AE = m odrediti duzinu duzi AD.

2149. Nadi sve kompleksne brojeve z za koje vazi |z — 2 + 4| = 5,
Re (2(1+1)) =2.

2150. Dokazati da za realne brojeve a, b i ¢ vazi nejednakost

2(a* +b* + ) > a®b+bPc + Aa+ ab® + be® + ca®.

Okruzno takmicenje iz matematike 17. 02. 1996. (drugi razred)

2151. a) Dokazati da za sve prirodne brojeve n vaZzi:

\/n+xﬁzf1:%(m+m).

b) Odrediti n € N za koje je
1 1

1
vt Verveoi . Vniverod
:g(\/ﬁ+9).

2152. Od svih pravouglih trouglova datog polupre¢nika R opisane kruz-
nice, naéi stranice onog sa najveéim polupre¢nikom upisane kruznice.

2153. Nadi sve vrednosti z, za koje postoji bar jedno a, —1 < a < 2,
tako da vazi nejednakost:

(2 —a)z® + (1 —2a)z* — 6z + (5 + 4a — a®) < 0.

2154. Kada se prirodan broj n podeli sa 3 dobije se ostatak 2, a kada se
podeli sa 37, ostatak 22. Koliki je ostatak pri deljenju tog broja sa 111.
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2155. U krug je upisan n-tougao, takav da su mu svi uglovi podudarni.
Dokazati da je taj n-tougao pravilan, ako je n neparan broj.

Republi¢ko takmicenje iz matematike Novi Sad 16.03.1996.
(drugi razred)

2156. Imamo n + 1 teg ukupne tezine 2n, i terazije sa dva uravnotezena
tasa. Tezina svakog od tegova izrazava se prirodnim brojem. Tegovi se
jedan po jedan stavljaju na tas: najpre najtezi (ili, ako ih ima vise, jedan
od najtezih), zatim najtezi od preostalih i tako dalje. Pri tome se svaki
slededi teg stavlja na onaj tas na kome je ukupna tezina tegova u tom
trenutku manja; ako su terazije u ravnotezi onda na proizvoljnu stranu.
Dokazati da ¢e nakon stavljanja svih tegova na tasove na opisani nagcin,
terazije biti u ravnotezi.

2157. U skupu prirodnih brojeva resiti jednac¢inu 7% — 3 - 2Y = 1.

2158. Kruznica K dodiruje u tactkama A i C krake ugla sa vrhom B.
Tacka D lezi na K i CD||AB. Duz BD sec¢e K u tacki E. Dokazati da

1
jeCE = §DE.
2159. Krug K; poluprec¢nika 1 iznutra dodiruje krug Ko polupreénika

2. Opisati geometrijsko mesto tacaka u kojima se nade odredena tacka
M sa kruga K, prilikom kotrljanja kruga K7 po krugu K.



RESENJA

I GLAVA

1. STEPENOVANJE I KORENOVANJE

1.a)2; b)1l; «¢)3; d)8  2.a)2020001; b) 10.
3.a)l; b)625 c¢)1,2; d)7; e) 9 f) =.

4. a) 66066; b) %; c) 10%%; d) e) 16, 5.

9-35%"

_ 100 1 . 1 5
5.a) A=—=; b) . 6.v=:t-10" = £50000.
7.a-b"1=200. 8. 24 nule.
1 a\? 12
9.0) — (@#0)s b) (7) G#0 L @#0) d) —— (ab#0).

10. 2ab?; a73b?; a"b"™x; abla + b)73; 2(a — b);
2z 4+ 1) (xz — 1)3; 7(a — b)3; 202z (z — y)>.
3 16b 20" — a2+ 1 1 1

11. a) F% b) g§ c) 2 ;o d) E; e) a3’
12. a) 250° — 54%; b) 125% —64%; «¢) 1; d) Merb).
a—
1
13. 1; b)1; 1, d . 15. A =100.
a) ) ) ) C) ) ) a+b 00

0,2-0,008

. -5 = . —
17. a) A-10 0,2-0,008 = A e

= A=160; b) B = 240.

1 1
18. z=2. 19. peTeR 20. a) 0; b) 5 c) 5.

2 2—n
22.a)$+1~ b) (m"iy") ~x"y"; c)ba; d) 1.
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1 —1
23. a) Posle sredivanja, dati izraz postaje T , smenom T = aT, dati

. . a+1
izraz ima vrednost 1o

1)? 1
b) Posle sredivanja, izraz postaje M; za x = —— dati izraz ima
2ax a—1
3

vrednost _*

2(a —1)
25. 1. 26. 1. 27. 1. 27. 1. 29. 4. 30. 1. 31. 0.
32.0. 33.9. 34.2 35.1. 36.5""'. 37, 2mT5,

22z+1 2

38. A=-6,B=6;B>A. 39. ———. 40, ————.

6,8=65> 2% 1 1 31437

9a” ©
41, —. 42. —5%. 43. 2x + 1. 44. Za x = 0.
1 — 2a*

45. © =23; y=110. 46. A=2¢c¢Z. 47. 2.

48. Zbiru prva dva razlomka dodati treé¢i razlomak, dobijenom zbiru dodati

. 932z
cetvrti, itd. Rezultat: %
49. 411+1. 50. 2"t B1. (37" —-27%)2. B52. 5. 53.5° 54. 2%
55. Prvi razlomak je razlika 2% - 2717:_1, drugi razlomak je razlika
1 1 5.2%
— itd. Itat: ————.
e et itd. Rezultat 5 1
56. —1. 57. l
Yy

1.2. Koren; stepen ¢iji je izlozilac racionalan broj; osnovne
operacije sa stepenima i korenima

9

1
58. a) 6; D) 35 c) 10° d) —0,7; e) —1,5.

59.

o

)
)L b)) =2 )2 d) -2
60. a) \/(=3)2=|-3|=3; b)5 c)—6 d) 5.
61. a) 8av/2; b) 8la]v/2a; c) 15|ably/a; d) 15a|b|v/a.
)
)

o

62. a) 6a’z|y|\/2ay; b) 6alal |z||y|v2ay; c) 4a®|x|y*V2a.
63. a) 6a’|z*|v/3a; b) 6ala|z®v3a; c) 4|z|y*2*V/5z.
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1. Stepenovanje i korenovanje

64. a) Za x <0, —\/g, azax >0, \/g, za x = 0, izraz nema smisla.

- 3 . 3
b) Ako su a i z istog znaka \/;, ako su a i x suprotnog znaka —\/;, a za

ax = 0 izraz nema smisla.

65. a) g|a|\/a; b) g|a|\/a. 66. 1; (a #£0, a # —3).

67. a) —4; D)4 ¢ 7?; d) 12.
68.a)z>0; b)z>4 c)z>1;
69. a)z>1; b)xz<5 c¢)x=2;

d) Vo € R;
d) Vz € R.

x
70. a) Primenom definicije kvadratnog korena izraz A svodi se na A =

e) Vz € R.

|t — 5]+ |z +5]. Tada jeza z < =5, A = —2z,za -5 <z <5 A=10

izax >5 A=2x. Grafik sl. 1 (levo).

A

b) Izraz A = |x — 3| — |z, pa je za = < 0,
A=3,za0<x <3, A= -2x+31iza
xz >3, A= -3, sl. 1 (desno).

c) A=la—3|+al. A= —2a+3, za
a<0, A=3,za0<x<3,izazxz >3,
A = 2a — 3. Grafik sl. 2.

d) A=z+|jz -2, A=2zaz < 2; za
x>2 A=2x—2.

71. Prema definiciji kvadratnog korena
izraz A = |z + 3| — 2|z| + |z — 3|. Za
z € (—00,-3), A =01izazxz € [-3,0),
A=2x+6. Zaz€[0,3),A=—-20x+4+61
zaz € [3,+00), A = 0. Grafik sl. 3 (levo).
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72

A= 42| =2z -1+ |z —6];zax € (—00,—2), A=2;zaz € [-2,1),

A=2z+6;zaz€l,06), A=—-22+10;zax € [6,4+00), A= —2. Grafik sl. 3

(desno).

73.a)2; b)22; c¢)1; d)—10. 74.a)z; b)5 c)3.

75. A= B= 2"t a£0. 76. A=B~= a(;)b‘\/aQ—f—ab—i—bQ,ab;éO.

77.A:B:E3x+1,x#0. 78. A=B=2¢/a(z+1)2, x #0.
X X xr

79.

82.

85.

86.

87.

88.

90.

92.

2 2
A= B=+/15. 80.A:B:§/§. 81. ¢ =—~L.
3 Ty

3a;rb. 83.(a—1),/‘%1(a>1). 84.A:B:”x;a.

A=B= ’\‘/%,pajeAfB:O.
a) g: b) 2v/3; <) 2v7; d) 2/13.
a) g; b) 32—3; ¢) 2v2; d) 37\/5

a) 3v2; b)3v2; «¢)3v2. 89.a)v3 b)Vv3 c¢) V3

a) g\/g, b) ;\/5 91. a) 3v/3; b) 2v2; «¢) 3V3.

/36

a) 34; b) 22 c) 4Y9.  93. a) 2/5; b) 7Y/4; c) 3
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94. a) 2V/5; b) 5¢/3; «¢) 3V/25.
95. a) 3v/8; b) 5v/250; c¢) 2v/24.

Y ab2? Saab2?
96. a) Vab?; b) 3a 2ab ;i ©) 2 :ab ;d) 6vath2.

97. a) va—+vb; b)(a—1)¥a+ 1.
98.a)2—-+3; b)vV2+1;¢)2V/3+1.

99. a) _\/g_g\/g; b) ﬁgﬁ 100. 5+2v6;  b) V.
101. a) 6v/3—13; b)v/5+4. 102. a) 5—2v6; b) 7+ 2/10.
103. a) v3; b) V3. 104. a) ?; b) ?

105. a) 4(v3a +1); b) a(a — /7).
106. a) 2++va+2; b)2++a+2.
107. a)Va+1—-1; b)vVa+1-1.

108. a) 2a(a —va?—1)—1; b) m—i—xTQ—mQ
109. a) 4(VA+ 2+ 1); b) V4— Y6+ 9.
V10 2 1 1

112. a) 12; b) 30v2; ¢ 2™ d)2v2; e)a; f)Va+b.
113. A=B=a{a. 114. A= B = ax Va%z%.

115. A= B — 13/%,(@7&0).
2 4/2a 3, b L. .
116. A = 3‘/ b B= 2\/ 2’ tvrdenje je tacno (ab # 0).
117. P = 1,Q:Ha—b,pajePQ:l,zaa,b,m#O.
\ ab T
_ o2 N sl2 s _
118. M = 27N— 5,pa]eMN—1.

119. M=N=3- 15/37“, (ab # 0).
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121. L =

122,

123.
124.
126.
128.
129.

130.

131.
134.
135.

136.

137.

140.

142.

144.

145.

146.

147.

148.

150.

abry K- ab+ xy
T ab+xy’ T abxy
ab b

22293 b) y%; d) -.
a) 2z°y"; )y,C)w, )c

) (a,b,x,y > 0)

a) 6; b)abya; c)6a?; d) 8x°+V/24x.

ab; b) Va3 c)x. 125.a)10; b)2; c¢)3; d) b
2,z >0; b)V2x; «¢)6; d)3. 127.a)l; b)z+1.
2v2; b) V5 c) V3 d) V3.

a) lal; b)Va+b (a>b>0); c) Va—b(a#0Ab#D0).

a’) 5 b) %7 (a7b7cam7y #O)

a)a; b)a;(a#0). 132.a)zVz5 b)az’. 133. 3. Yz

Koli¢nici a), b), ¢) imaju vrednost vab pa je tvrdenje tacno.

A= B = v 2abc.

o 5
R

3
JJa—2x 4 (a—2z s
—_—. . . 139. - .
R 138 (a+2x) az(a —z), (a,z # 0)

o
NN >IN
|

r+1

CIEE (x#-2). 141. 3}/ ——— (a>0).

a2 —a-+1’

3 a(a""l)
a2 —a+1’

1
Kakoje A=4- 6/ B = Z,ﬁ/ﬂ, zaista je AB =1, (z,y > 0).
Yy X
U=V = a+1.

V=W-=23

(a#0). 143. (3a+1)a, (a>0).

i ,(@>0,2>0,x+#a), zaistaje V—-W =0.

a) —v2; b)2v2 ¢)2v3; d)8V2; e)4v3; f) 57
44/3.  149. a) %\/g; b) %\/5.
a) V4; b) V/3; c¢)16v2. 151.3¥2. 152. 5V/2.
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153. 424+ +/5.  154. 3v/5—2v2. 155. 3\/a. 156. 3 /a.

a*b?

157. —3v3a.  158. V3a. 159. 100/ —5-.

160. (10a + 2b) ﬁ 161. 3(a + v/a).

162. A=B=(|m|—1)Va+2b, paje A—B=0.

163. A= B =5Va% + 1.

A=—-B=(a—1)¥a+2, paje tvrdenje taéno. 165. A= B = {a.
166. A =30, B = 20, C = 36, zaista 20, 30, 36 € N.

167. A =215, B = 3v/10, C = 20+/3. Dakle sva tri izraza su iracionalna.

168. A= B = 30. 169.A:B:C’:4\/§. 170. A= B =3V2.

171. A:B:%ﬁ. 172. A=B=4v3. 173. A= B = /6.

174. A=B=2/5-4. 175. A=10, B=9, (9,10 € N).

176. \/7 \/> zaista je AB=1. 177. A= B = 2z.

178. A=B :—GQ 179. «/ 2—y2.  180. 1
Y

Va? —ab+b? faberQ ab T4y
181. 182. . 183. .
8  a+b 8 a+b 83 ) Ve
T x T
184. ——. 185. A=B= 1)4/=.
8. o 188 (a+1)/3
186. A=B=,/—". 188.a)v2; b) ¥ c) V2.
a—zx
189. a) v/2a; b) Y/2lal; c¢) V2a.

a)
190. a) \/a_2 (a>0); b) Val® (a>0). 191. "Va3 (a >0).
192. a) "Va™tl; b) a. 193. yzy (z,y > 0).

194. A=B=C=+Va2 195. A=B= {/x5y5, A—B=0.

196. M = N = M-N=0. 197. |2 (a,bz,y#0).
by by
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198. VaZ—a+1, (a# —1). 199. VaZz —b2, (a > b>0).
200. Za |a| # 3|b], |a| # |b|, tvrdenje je tacno.

201. S =T = Vab, (a,b > 0). 202.A:B:%{3/Z;b,(a>b>0).
203. V=W = az, (a>z>0),V-W=0.

204. Posto je A = < =T 0T istaje AB = 1.
x a+2x’ a a—x

205. A=B="2¢/2FT
2Va—zx
206. a) 5+2v6; b) 7T+4v3; c) 145+ 18V3; e)6; f)4; g) 24.

207. a) x — 2;
b) Ako ozna¢imo kvadrat datog izraza sa A, posle kvadriranja dati izraz se
svodi na oblik

A=2a+2+2/(a—1)2=2a+2+2|a—1].

Akoje0<a<1,ondajela—1]=1—a, paje A=4, aako jea>1, onda je
la—1| =a—1, paje A =4q;
c) 4a (a > b), 4b (a < b).

208. a) 8; b)4; ¢) 1%; d) 1,2;
1

209. a) —7; b) —; c¢)312; d)8; e) 3.

2 1
210. a) 2v/a; b) T—a c)x—1; d)a3 —a” 2.

1 1
211. a) Ako se prvi razlomak skrati sa ™~ 3, a drugi sa 3, dati izraz postaje
3 1\ (1-22\'_ (@-2)(z—1) Bz-2_ 2’
z—2 x-—1 3r—2 h 2z — 1 1—2¢z 22-—1°

b) Zam # 0, m # 1 i m # 2 vrednost izraza jednaka je 0.

212. Posto je V2+v2 = {/(24+v2)? = V20+14V2, a V3+3 =
V(34 +3)2 = V12 + 6v/3, onda je V3+V3<V2+V2

213. A% =4(V/3+2)(vV3—2) = 4(3 —4)? = 4. Kako je A < 0 (v/3 < 2), onda
je A= -2
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214. >+ b =8 ab=vV5—-1;a+b=+v5+1. 215. A=B=2.
216. Proizvod poslednja dva clana je \/2v/2 + v/3, proizvod ovog ¢lana sa
drugim je v/2 — /3, a proizvod ovog ¢lana sa prvim ¢lanom je 1.

217. Kako je 20 + 14v/2 = (2 + v/2)®, a 20 — 14v/2 = (2 — v/2)?, onda se lako
dobije da je prva jednakost tacna;

b) 5vV2+7=(vV2+1)3 5vV2 - 7= (vV2-1)>
219. a) 10; b)4; «¢)3; d)0. 220.a)—115 b) %; c) 6; d)24.

221. a) g; b)1; ¢)1; d) L e) VT + ¢y

Va+v2'
222. a) 5; b) %; 0) %; d)a—b.
a)0; b)3; ¢ 1; d)40v6—3; e)54—24v/3.
. 1 a’® +b?
224. a) \/5747\/5, b) aer, C) n; d) E, 6) m

226. Ako se uvede smena z — 1 = y?, ondajex =gy?> + 1. Iz uslova 1 < z < 2
sledi da je |y| < 1, pa onda dati izraz postaje

VPP 1420+ VP + 1 -2y =y + 1 +y—-1=@y+1) - (y-1) =2,
tj. dati izraz ima vrednost 2.

227. Neka je \/a +Vb+ \/a — Vb = z. 1z toga sleduje

/a2 —
2 =2(a+ Va2 —b) = =2 Mfab.

Dakle,

(1) \/a+\/5+\/af\/5:2 %M.

Analogno sleduje da je

(2) \/a—&-\/l_)—\/a—\/l_):m/%(ﬁ_b.

Zbir (1) i (2), odnosno njihova razlika daje trazeni identitet.
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228. a) Primenom Lagranzeovog identiteta imamo:

N Y T Ee e e e

=742~ 2, 64;
b) M ~1,93; c) 7”4;% ~ 0, 65;

d)2+v3~3,73; e)3vV3+2~7,19.
229. a)\/i—l; b)\/5+1; c)2+\/§.
230. a) V10++v2; b)2—-+v2. 231.a)V6+1; b)v5—+3.

232. vV2-+5. 233. A=B= ﬁ@/ﬁ+1).

2

/13 5 5 /13
234. M =/ — — /=, N=\/= —4/ = je j ¢no.
3 5 \/;, \/; 5 tvrdenje je tacno

235. A= (T V), 5= (VT - VA, A-B 0.
236. V=W=+2 (\/_ - \/§) 237. Primeniti Lagranzeov identitet.

238. Primeniti Lagranzeov identitet.

239.a)ﬁ+ﬁ; b)\/@f\/g.

240. a) Potkorena velic¢ina je (v/a + v/b)?. Rezultat: v/a + V/b;

b) potkorena veli¢ina je (v + ¥ — v/ — y)*. Rezultat: /2 + y — VT — y.
241. \/a —a — 1.

242. Uputstvo: 2a+b—2va2 + ab = (vVa + b—+/a)?, a+b*+2by/a = (v/a+b)?,
ab — 2bv/ab — b2 = (1/b(a — b) — b)?, itd.

243. Iskoristiti uputstvo prethodnog zadatka, potkorene veli¢ine su kvadrati
binoma ili primeniti Lagranzeov identitet.

244. P=Q =\ 2zy + 1.

246. Primeniti Lagranzeov identitet.

247. Za izraze u imeniocu broja A treba primeniti Lagranzeov identitet, pa se
dobija daje A=+v2 €L
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248. Ako se imenilac datog razlomka racionalie, onda je:

1 _(n+Dyvr+nyn+1
(n+1)y/n+n/n+1 (n+1)2n—n2(n+1)

(n+)yn-—nvntl n va¥l_ 1 1
- n(n+1) T n+l vn o+l
Iz toga proizilazi da je
1 1 1
(1) = =-

(ht Dvntnvndl Vi Vil

Ako u jednakosti (1) stavimo redom da je n = 1,2,...99, onda je:

N DR
21+ 1V2 1 2’
1 1 1

100v/99 + 99v100  v99 /100

Sumiranjem gornjih jednakosti proizilazi da je

249. Ako se uzmu u obzir pretpostavke, onda je

3 3 3
: b
A:3/ax2+by2+622:3ﬂ+i+&

x y z

. 1 1 1
:f/ax3(—+—+—):$%:>A:m%'
vy oz

. A )
Analogno se dobija da je A = yv/bi A = z¥c odakle sledi da je pu Ja
4 =vbi 4 = {/c. Zbir ovih jednakosti daje:

y z

El

A<i+$+§>:%+%+\%:}A:%+%+%'
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250. Zamenom vrednosti  u funkciji f(z), a primenom identiteta (a — b)® =
a® — 3ab(a — b) — b*, imamo

fla) = (\3/4(\/5—1))3—3\3/4(\/5+ 1) Y45 - 1)z — Y45 1)

+122 =4V5+4 —3V64z —4V5+ 4+ 120 =8 — 122 + 122 = 8.

251. Zamenom z u datu funkciju i koristeéi identitet (a + b)® = a® + 3ab(a +
b) + b3, imamo:

3 2
(oo ELa ) ey ([P
vy= 2 1 o7 2 1 o7

3/ b ¥ d® s/ a®
+ *§+ Z+2—7 +ar+b=-b+3 72—7x+am+b—0.

255. Iz rekurzivne formule niza za n = 2,3, ... sukcesivno se dobija:
3 3+1
Ty = \/_+1U1 :\/_+ :7(2+\/§)7
1—V3z1 1-+/3
-2
- V3 + @2 _ :7(27\/5)7

1-v3z2s  2(2++3)

V3+ws _ V3-(2-V83) _2(V3-1) _,

1-vV3x3 14+v32-v3) 2(3-1)
dakle z4 = x1 = 1.

Istim postupkom nalazimo da je x5 = 2 = —(2 +V/3); 26 = 23 = —(2 — V/3);

x7 = x4 = x1 = 1. U opStem obliku z3p,41 = x1 = 1; Z3nt2 = 2 = —(2—1—\/3);
Tants =23 = —(2 — V/3).

T4 —

256. Kakoje 1 4+2xr =1+

V1+2z = 1+T\/§
1-+/3
2

Vrednost datog izraza

S 2+V3  2-V3  (2+V3)B-Vv3)+(B+Vv3)(2-V3)

= =1

= +
TR VE 53— 13 6

4 4

23 4+2V3 (1+\/§)2 .
= = 5 , onda je

1-3
S

2
),aizatoga\/l—Qm’:—

Zatim 1 — 2x = (
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257. 1.

258. Posle ociglednih transformacija, dati izraz se svodi na oblik

22— Vat —a?
22 + /7t — a8

2 2\ 1/2
Zax =a (u) njegova vrednost je m?n~2.
2mn

259. Lzaa>bi2 ma<b.
b a

1 N2\ 1
260. Vrednost izraza (:1c2 - 1)0’5 =3 ((a — E) ) =3

a — —|.
a

Vrednost datog izraza je a?,za —1 < a < 0,a > lilia 2, zaa < —1,0 < a < 1.

262. 64 263. 3. 264.3. 265.76 266. 14. 267. 14.

268. 1. 269.1. 270.1. 271.1. 272.8 273.8.
1
274. 5(3 ++/5).  275. 2—74(\/10 +4/2). 276.1—+2. 277.2-1.

278. /3. 279. 2V/ab. 280. V7. 281. A=B=3. 283.0.
284. 0. 285. a. 286.a. 287. —/2. 288.1. 289. (a+b)>
290. (a+b)%  291. 2v/ab.

292. Potkorene veli¢ine su kvadrati binoma:

(Vab+1)?, (Vab—1)%. Rezultat: 2vVab, za ab> 1.

293. Dati izraz se moze postupno transformisati na ovaj nacin:

VB Va(BVE+ V) YBHV2? 5B+ W8 VB+VAe
5v2 (V5 + V/2) VEV2 VB V2(Vh+ V) VB2
_5V5+ VB— (5+V2)(VE+ V2)

V5 V2(V5 + V2)

=—-1.

294. Dati izraz se svodi na oblik: {/(2 —v3)3 —(2—+/3) =0.
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295. Dati izraz sesvodi postupno na slede¢i nacin:

v (a+\/2—a2)2- V1—ayv2—a?

Y1 — a2
V40— -avI-a?) By T—aF v
i-a T Ve T
297. Razlomak
24+V3 5264+ 15v3 /(26 +15V3)(20 — 12v/3)
V20 4+ 123 20 4+ 12V/3 202 — (12V/3)2
s (1+¢§)3_ 1+ V3
B 292 ) 232

jednak je prvom razlomku pa je njihova razlika 0.

298. Primeniti Lagranzeove identitete na izraz /7 + /40 i iskoristiti da je
17— 12v2 = (3 — 2v/2)2.

299. Leva strana date jednakosti se moze transformisati u oblik:
4+2v3 3+1)?
3+f:(f+):ﬁ+1.
V10+6v3 3/(VB+ 1)

300. Dati izraz napisati u obliku

\/\/(2+\/§)2(7—4\/§)+\/(f—ﬁ)2(5+2\/6)=\/1+1.

Vrednost izraza A = /2 € L.
301. A=+2.

302. Kako je vrednost razlomka A pozitivan broj, to kvadriranjem obe strane
datog izraza i sredivanjem, dobija se A2 =2 <= A =2¢cL

303. A=+2. 304. A=0,5V2.

305. Dati izraz se svodi na oblik

3+5 2+3 3-V5 2-1/3
I e e

zatim se primeni Lagranzeov identitet na izraze \/ 3+5i \/ 2 4 /3. Vrednost
datog izraza je 1 + /3.
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306. Iskoristiti Lagranzeov identitet na izraz /18 — /128 i postupno se
oslobadati korena od pozadi. Vrednost izraza je v/2.

4+43vV3-v542V15, 5- V10 ++15
) 2 .

11

307. V5.  308. a) b)

309. V5+v2—v5-v2. 310. ‘/§+2‘/5;2‘/E*2.

311. A=vV2+V3,B=v2++v3, A-—B=0. 312. A=B=2+/7.
315. Ako se dati razlomak progiri sa ¢/3 — ¥/2 dobija se

Vi- 2 B _ s s

(Va- ) (VE+ B2t VA (V- (V)
316. Imenilac se lako rastavlja na ¢inioce (v/5 — 1)(v/3 + 1), itd. Rezultat:
V15 V5 +v3 - 1.
317. V21— V7 -2V3+2.

318. Imenilac se rastavlja na ¢inioce (V/3 — 1)(v/2 + 1).
Rezultat: (V9 + /3 +1)(vV2 —1).

319. Progiriti razlomak sa (1 + v/2) + v/2. Tada je imenilac razlika kvadrata
(142)? = (v2)?, itd. Rezultat: 1+ 3v/2+2v2— V8.

320. V14 4+ 6 + 3.
321. /24 2v/5 — 2¢/10 — 2. (Imenilac je proizvod (1 — +/10)(1 +/2)).

322. Pretpostavka se postupno transformise ekvivalencijamas:
/ 2 [ 2
/ T
T 1+3y—2+y 1+3—2:a
T Y
N + 3/y2 3/y2 + 2
=z - +vy =a

<:)\/\3/:v_2+3/?'<\6/%+ \G/yy_2>:a

= Va2 + Yy (Va2 + {/y?) =a
= (Va2 + {/2)** =a = Va2 + {2 = Va2
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323. Neka je koeficijenat proporcionalnosti k. Onda je a1 = kb1, as = kb,
a3 = kbs, ..., an = kbn, a njihov zbir je

a1 +az+az+---+an=k(br +b2+ b3+ -+ by)

air+az+as+---+an
bi+by+bs+--+bn’
Desna strana se svodi postupno:

vaibr + Vazbs + Vasbs + -+ Vanb,
= \Jkb2 + \/kbZ + \/kbZ + -+ Vb2 = VE(b1 + b2 + b3 + - - + by)

ili k=

_\/a1+a2+a3+~~+an
b1 +bs+bs+---+bn

=V(a1+azt+as+-+an) (b +b2+bs+--+bn),

(b1 +b2+ b3+ 4 by)

¢ime je dokaz zavrsen.
324. Kako je

1-n B 1—n)? 3 Vi—n
Vi—nZ4+n—-1 JI-n+n)—/1T-n?2 VIitn—vI-n

tada je

A:( Vitn n Vi—n )M—l
Vitn—+vV1-n V1+n—-+y1-n n
_\/1+n+\/1—n.\/1—n2—1
Vit n—-Vi-n n

_ 2n ‘\/17n271_71
(V1+n—+1-—n) n '
2
325. A= 32" 326. A—L1ya 327. A— L. 328 . A=
1+n 3 pq x4
11—z

329. A=2¢% 330. Zaze(0,1),A=¢ T
X

331. Za z € (0,16) U (16, +00), A — ;

332. A=2{/z, (a>0,2>0,a#z).
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333. A=+2z, akojea>2z?iz>0.

334 Kako je /6 +2(v6+ VB +v2) = /(VB+v2+1)° = VB+ VI +1,
V6-2(/6 —VB+v2) =/ (VB-v2+1)’ = VB V2t 1 tadaje A=2.
335. A = —2 (Uputstvo: 5+ 2v6 = (v3 ++v2)?).

336. A=0. 337. A=-2.

338. A = 3. (Uputstvo: 11 + 6v2 = 3+ \/5)27 6+ 256 = (\/5+ 1)2,
742V10 = (V5 +V2)?).

339. A =6+ 2 (Uputstvo: 13 + 48 = 13 + 2v/12 = (V12 + 1)?, itd.).

340. A =543v2 (Uputstvo: 9+2v/8 = (2v/2+1)%, 43+2/450 = (5+3v/2)?,
itd.).

341. A=-2. 342. A=1.

343. Kako je 2% + 42v/2 + 8 = (x & 2v/2)?, izraz A moze se napisati u obliku
1

A= — . Ako se primene Lagranzeovi identiteti za x = 3,
Vr—2v2 Vz+2v2
1 1
dobija se A = - =2
! V2-1 V241
a\/T
344. 2y/1 —a. 345. V/1+m. 346. m, (m >1). 347. —
a+b o1
348. . 349. a,zaa>1i—za0<a<l1l  350. 1.
2v/ab va va
JJxr—a .
351. ¢ . 352.v3,zaa>0im>0.
r+a

353. a2 —b%,zaa>0ib>0.
354. A=2/a, B=2ya, A—B=0 (a>x). 355. a+\ab+b.

+1 &/
s56. 5" ss7. YEIVU 358 359, 2V
3 V25 + V9
360. Zbiru prva dva razlomka dodati treéi, pa dobijenom zbiru cetvrti, itd.
Rezultat:

32
1— Va3
361. 0. 362. —1, (z,9,2>0) 363. 4, (|z| # |y|).
364. 4 (z,y,2 #0). 365. 27 (z,y #0). 366. 1, (a > 0).
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367. V4+1. 368. —% (z,y #0, |z| # lyl) -

369. 2y, (x,y #0). 370. W%/\ZM, (a# —=ba#1,b#1).
371. —% . 372.4. 373. 1. (smena: V5 +V3=u) .

374. 7% (smena: v4 + V3 = z).

375. m (smena: a+ Vb =y).

376 V5 + Vi (smena: V/5+ V4=1t). 377.15.

1.3. Kompleksni brojevi i osnovne operacije sa njima

378. a) i; b) —3iv/3; c) 2bi.
379. a) 8+10i; b)3—1i; ¢)9+3i; d) 14-—17:.
380. a) —19 —4i; b) 40; c) 3+ 13i; d) 23 + 21i.

5 1. 3 4. 5 12 . 7T 3.
381~a)§*§74, b)g+gl, C)*l—3+1—31, d)§+§l.
6 6 3 11
2. - 10 — 9¢; —— (1 + 23); 24
382. a) 5 b) 10 — 9¢; «¢) 5( +2i); d) E + 7
383. b) 1+ 2i.

384. a) |z| =Va2 + 2 =32+ 42 =9+ 16 =5;
b) |z| =5; «¢)l|z| =13; d) |z| =1T.

385. a) Re(z) = é, Im(z) ==; b) Re(z) =—, Im(2) = ——.

386. f(2+3i) =0, f(—2+1) =
2

2. 2 1.

388. a) gl, b) 734‘51
14 3. . . .
389.a)z=€+gz; b)z=2+414 ¢)2=3-5i; d)z=1+4.

390. a) z=2+414; b)z=4+6i. 391. z =3+ 4i.
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392. a)z=—-1—-4 b)z=1-—1.

1113
%Y= %
394. a) (zx —i)(x+1); b) (x—9)(x+9i); c) 2z — T7i)(2z + Ti);
4) (a+bi)a—bi); <) (Vativh)(ya—ivh) (ab>0).

397. Kako je z = (1 +4)3)? — (1 -9)*)2=0€R.

393. a)z=2,y=-3; b)z=y=1; ¢c)z=

398. Iskoristiti da je (1+4)° = ((1+14)%)® = =84, a (1 —14)° = ((1 —1)?)?
1

paje z = —_1i.

399. a) (—4)" € R; b) 2(—4)*icC.
S\ N N2\ M
400. a) Kako je z = (%) = (%) =4", onda je
zan=4k, Re(z) =1, Im(z) =0
zan=4k+1, Re(2) =0, Im(z) =1
zan=4k+2, Re(z) =—1, Im(2) =0
zan=4k+ 3, Re(z) =0, Im(z) = —1.
b) Sliéno prethodnom zadatku, imamo:

P= e = (1) 0=t

402. 2%*.  404. Iskoristiti da je 2 +11i = (2 +9)% i 2 — 115 = (2 — 9)®.

1 2, 5 .
405.a)z—f§+§z, b)z—§+52.
406.a)z=%+i; b)zz%—?i.

407. z=—-1—1¢. 408. z=1—1.
409. z = +(1 4 /ai). (Iskoristiti da je 1 +2v/ai —a = (1 +iy/a)?).
410. z = £(1 —iv/ab). (Desna strana jednacine je (1 —ivab)?) .

411. a) z=2+1i;2=—-2—14; b) 21 =V2—1i; 22 = —V2 4
c) 21 = V24 iV3; 22 = —v/2 — V3.

412. z =144 413. 21 =144, 22 =2—1.



IT GLAVA

2. KVADRATNA JEDNACINA I KVADRATNA
FUNKCIJA

2.1. Kvadratna jednacina

416. a) :tg; b) :I:%; c) :I:%\/g; d) 1747; e) £6¢; f) +12.

417. a) {O,g}; b) {O,—g}; c) {O,%}; d) {O,%}; e) {0,—2,4};
£) {-7,7}.

418. a) {O, %er}; b) {0,m +n}; ¢) {0,m,—n}; d){—av2,av2};

¢) {-5,5}; f){i “2362}; g) {~1,1}.

419. a) {-8,8}; b) {—2,2}; «c¢) nema resenja; d) {—10,10}.

420. a) {0,—%}; b) {o,—%}; 0) &) {—i,i}; d) {o,—\/g,\g};

e) {-3i,3i}.

421. a) {+VIZ TP} b) {o,%}; o) {£(a—b)}; d) {£(a+b)}.

422. a) {1,2v/2}; b) {-1,5}; «¢) {3%\/5} d) {—6,4};

0 {74;51'774;5@'}; ) {5 iv5,5+ ivE).

423. a) {3,2}; b) {-4,7}; <) {72,5}; d) {0.1,0.01};

1 1
424. a) {-13,1}; b) {3—7i,3+7i}; ¢ {2— %z‘,2+ %z}
d) {4 —5i,4+5i}; e) {~0,3,7}; f) {6,18}.
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425. a) {3,6); b) {73,%}. 426. 2) {%%} b) {gfg}

427. a) {2%} b) {i_g} 428. a) {17,13}; b) {9, —23}.
429. a) {6+ V5,6 —v5}; b) {3v2+2V3,3v2 - 2V3}.

430. a) {2v/5+3,2/5—3}; D) {ﬁ,fi}.

@) {14V524V5) b) {1-vE2- V) o {LavE-T}.
432. a) {a —5b,3b—a}; b) {2a—1,a+1}; c) {-a",a*"};

d) {a+b’aib}'

3m+2 3m—2
433.
33 a){ T g }
434. a) {b,—(2a+0b)}; b) {2m+1,2m —1}.

435. a) (E m }; b){‘”r_@ﬂ}
m m—+1 a—m ' a+m

a+2 a—1 a b
436. a>{ y 2 } b){a—+b’a—+b}'

437. Rezultat: {a(a +b),b(a+ b)}.

431.

i b) {2a +b,2a —b}.

438. Resenja prve jednacine su g, ,@7 a druge g, m; tvrdenje je tacno.
m a m’ a
439. Rezultat: {4m, m}, {m —4m}.

1 1
440. Itat: — _— .
0. Rezultat: {a + b,a b}’{a+b’afb}
441. Rezultat: {2am + b, 2am — b}, {(2am + b), —(2am — b)}.

442. Rezultat: {7a,3a}, {—7a,3a}. 443. a) {—2,4}; b) {-1,5}.

444. {27%\/§,Z+§¢§}. 445. {74%,71}.

446. a) {2,3}; b) {%5} 447. {%,4}.

448. a) {—2,1}; b) {—2,2}. 449. a) {—13,—5}; b) {1,12}.
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450. {3 @} 451. {-15,1}. 452. {74,%}.

3—iv31 3+iV31 30
453.{ R } 454.{2—3,1}.

455. a) Za z > 1 data jednacina je ekvivalentna sa > —2z+1=0Az > 1, a
za z < 1 ona je ekvivalentna sa 2> — 4z +3 = 0 A z < 1. Jedino reSenje date
jednagcine je z = 1.

b) {-2,-1,1,2}; c¢) {-5,-3,3,5}; d){-3,—-2,0,1}.

456. a) {—3,2}; b) {-3,-2,-1,0,1,2,3}; ¢) {z<2Vz>6};
d){77\/_}, e) {—4,0,4}.

a? +v*>  ab 2 3
457. {a+b’a+b} a#0,b#0ia#—-b. 458. {a,b°+c’}.

a® b
4 460. .
59- { 4a+26+02} 60 {aQ—ab+b2’a2—ab+b2}

2
461. a +b 462, 2a—b73a+2b .
a+b am bm

463. a) Data jednacina ekvivalentna je sa

(1-n)z®> — (1 —mn)z —m*> +m =0,

pri éemu je & # m. Diskriminanta ove jednacine je D = (1 +mn — 2m)?, a
m—1

reSenje je: ——;
je j —

464. a) {Bm*", 3”;m}; b) {m+2n,n732m}.

465. a) {a — 2b,a + 2b}; b) {a — 3b,a + 3b}.
466. a) {1, - 1}; b) {—2n,n + 2}.

a+1
467. a) Data jednacina ekvivalentna je jednacini

(n—1x)* —an—1z+a—1=0.

Smenom (n — 1)z = z poslednja jednagina postaje 2> —az +a —1=0.
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-1 1
Resenja date jednacine su 1 = 4 ixe = .
n—1 n—1

b) Data jednacina ekvivalentna je jednacini
(afx)Q_ a 2_§(af:v)2
T at+b) 9\ =z ’

. . 4 ra—x\? a \*
a ona je ekvivalentna sa — ( ) = .

9 T a+b

ReSenja date jednaline su 1 = %—JQ? iaxo = %jab).
468. Data jednacina ekvivalentna je sa

22% — (a+ b+ 2Vab)z + (a + b)Vab = 0.

Diskriminanta ove jednacine je

D = (a+b+2vVab)* — 8(a +b)Vab = (a + b — 2Vab)’.

. . . b
ReSenja date jednacine su x1 = %, T2 = Vab.

469. Data jednacina ekvivalentna je sa
(2a 4 2b)z* — (a® + b° + 6ab)x + 2ab(a + b) = 0.
Diskriminanta ove jednacine je D = (a® + b*> — 2ab)?, a resenja su

a+b 2ab

xr1 =
a to je i trebalo dokazati.

470. Posle nekoliko uzastopnih identi¢nih transformacija, dobijamo

42% — 3z

flz) = s
. o 1 . . s . 9 _
pa je jednac¢ina f(z) =x — 5 ekvivalentna jednacini 42~ — 5z 4+ 1 = 0, ¢ija su
reSenja x1 = —, x2 = 1.
x

15
471. —.
4
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472. Za x > 2 jednacina postaje (z +2)? = 42 + 1 <= x? + 3 = 0, pa data
jednacina u ovom slucaju nema realnih redenja. Za x < 2 imamo (2x — 3)% =
4z +1 <= 2?2 — 42 + 2 = 0. Reenja poslednje jednadine su ¢ = 2 — /2 i
To = 2+ \/§ Medutim samo 1 = 2 — \/§ zadovoljava uslov x < 2, pa jedino
resenje date jednacine z1 = 2 — /2.

473. a) m1:—57m2:5; b) m1 =0, me=2; c¢)mi =2, mg=6;
7 16
d)m—*@, e)ml—*§7m2—0a f)m1—07m2_7'

474. a) Da bi jednacina bila kvadratna, mora biti £k — 2 # 0. U tom slucaju
za k € (—1,2) U (2,3) je D > 0, koreni su realni i razliciti za k = —1ili k = 3
je D = 0, koreni su realni i jednaki, a za ostale vrednosti k je D < 0, koreni su
kompleksni.

b) Za k € (3,11) je D < 0, koreni su kompleksni, za k =3 ili k =11 je D =0,
koreni su realni i jednaki, a za ostale vrednosti k # 2, koreni su realni i razli¢iti.

475. Diskriminanta ove jednacine je
=+ —a®)? =4 = (B* + & — a® — 2bc) (b” + ¢ — a® + 2bc)
= (b= =a")((b+¢)* —a?)
=b-c—a)b—c+a)b+c—a)(b+c+a).

Kako je u svakom trouglu zbir dve stranice veci od trece, to je b —c—a < 0,
dokjeb—c+a>0,b+c—a>0,b+c+a >0, pajeD <0. Znaci, data
jednacina ima kompleksna resenja.

476. Ako je a(b— ¢) # 0, diskriminanta date jednacine je

D = (b(a+¢) —2ac)* >0

pa su resenja date jednacine uvek realna. ReSenja su z1 =1, z2 = C(((Z )
a(b—c
477. Za svako a, b (a + b # 0) diskriminanta date jednacine je

= (a —b)*(a® — b*)* + 8ab(a + b)*(a® + b*)

= (a+b)*((a — b)* + 8ab(a’® + b%))

= (a4 b)*((a*> 4 b*> — 2ab)> + 8ab(a® + b*))

= (a+b)?((a® +b°)* + 4ab(a® 4+ b*) + 4a°b°)

= (a4 b)*(a® +b* +2ab)® = (a + b)*(a + b)* = (a +b)° >0,

pa su reSenja date jednacine realna za svako a, b (a + b # 0).
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2ab a’ + b?

a+b’m2_ a+b’

ReSenja ove jednacine su x1 = —

478. Diskriminanta jednacine (1) je D1 = 4(1 — a). Diskriminanta jednacine
(2) moze se napisati u obliku Dy = 4(a — 1) - ((a — 1)* +4). Iz toga se vidi
da su diskriminante D1 i D2 suprotnih znakova za svako a # 1. Za a = 1 obe
diskriminante su jednake nuli, pa jednacine (1) i (2) imaju dvostruka resenja
(realna).

479. Po pretpostavci diskriminanta jednacine (1) jeste D1 = p? —4q > 0.
Diskriminanta jednacine (2) jeste D2 = p? — 4q + 4a® = D1 + 4a® > 0, jer je
Dy > 0.

Diskriminanta jednacine (3) jeste

D3 =4((p+a)® —3(q¢+ ap)) = 4(p° — 4g + a® —ap + q)
1\? 1\?
:3(p274q)+4(af§p) :3D1+4<af§p) > 0.

Dakle, ako jednac¢ina (1) ima realna resenja, onda i jednacine (2) i (3) takode
imaju realna resenja.

480. Diskriminanta jednacine (2) moze se napisati u obliku

1 2
Dy = (kf E) Dy,

gde je D1, diskriminanta jednacine (1).
481. Data jednacina je ekvivalentna sa
> — (m+n+2a*)z 4+ mn+a*(m +n) =0.
Diskriminanta ove jednaéine je D = (m — n)? 4 4a* > 0, pa data jednacina

zaista ima realna reSenja.

2.2. Vietove formule. Rastavljanje kvadratnog trinoma
na ¢inioce

25

482. a) 2° + 10z + 21 = 0; b)x273x+4:0; c) 2 — 10z + 23 = 0;
d)m2—gm+%20; e)x? —4x +13=0; f)z?—6z+12=0;
5  a?+4b? ab

2 432
g) z faQ_bQ:eraQ_bQ:O(a # b%).
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483. a) 2% — 4y/2x —1=0; b) 22?2 —10v/3z + 25 = 0.
484. a) 9z — 24z +41 =0; b) 2522 — 30z + 12 =0.
485. a) 222 — Tax + 3a® = 0; b) 32% — 2mz — 8m? = 0.
486. a) 252% — 30mx + 9Im? — 4 = 0;
b) (a® — m?)z? — (2a® + 2m?)x + a®> —m? = 0.
487. a) m(m + 1)z +x — m(m — 1) = 0;
b) 42% —2(2a + Dax +a*+a—2=0.
2+ +/2 242
488. a)x1:2+\/§,x2:27\/§; b) z1 = +3\/_,:v2: 3\/_.
2— 2— —(34+ /6
489. a) 71 =3+ /5, 22 = 2\/5; b) z1 = 3\/6,:@: (;”/_)
2 5—1
490. a) 71 = /3, m:\/g;_ ,z1 =25, 372:\/_2 .
- —b
491.a)x1:a—b,x2:1; b)xlza—M,xgza .
b m
a a—b 3a 3a — 2
) == = _— == = .
492. a) x1 m,:vg ol ) 1 2b’x2 o
2 2b — 2a —b 4b
493. 11 = b;m,mz b 23m. 494. z, = a3 ,mzag .
495, 3y = 20Em L _3MmZa 496, x1:m+\/§,x2:f .
2 2 V3 m+3
497. x1:4m7;3a,x2:m72a.
4\° 7\? 193 189 916
. i (=) =2 499. a) —; b) =—.
498. 2) (3) i b) <3> AT ) 1550 D) 35
500. 4> +5y+6=0. 501. 63>+ 5y —3=0.
502. 27y — 64y — 243 =0.  503. y? — (p* — 4p?q+2¢*)y + ¢* = 0.
504. a) (m —2)z? —2(2m — )z +2m — 1 = 0,
1
m € (—oo,—1] U {572) U (2, +00);
) 5
b) z f:ermfl:O,ng.
17 20 5 4 145
. 2_ Ly 2y -=0; 2o y4+1=0.
505. 2) y" — —y+ = =0, D)y —gy+ =0 )y -5yt



216 2. Kvadratna jednacina i kvadratna funkcija

506. g2 +2p(1+q)z + (1 +¢q)* = 0.

507. a) p*2°> — (1+2p —p*)z+p*> =0; b)p:f%iling;
c)m—lx—éza ——gim—lx—éza _2

LT RTgArT Ty in Ty e gnabsy
508. a) my? +6y+6—-—m=0; b)m=2ilim=4;

2 4
c)zam:2:m1=—,x2=1,zam:4:m1:1,m2:g.

3
509. a) 422 — (p* +4)z+p* =0; b) —4,-1,1,4.
510. Jesu. 511. 1 = —a:b, 2o =1. 512. —6. 513. 6.

514. -6, 6. 515. —7, 3. 516. 2, 8.

517.a) 0, —; b) =, (x1 = —x2, z1 + 22 =0); ¢) —V3,V3; d) -2, 2.

w ol
wilno

518. a) 0,

519. a) £v5; b)0; c¢) £2; d)1; e) :I:g.

V2 V2 V2o V2E2 V242
520. a) T, —7, b) 77 C) 2 3 d) 2 .
521. a) 1 — —V314 ili 1+ —V314; b) —1; ¢)0; d)8; e) % ili4; f) —3ili 1;
g) —31ili 3; h) g—é ili 3; i) 1ili13; j) —2; k) ! _4‘/5 i L +4‘/5.

522. Iz uslova z2 + 27 = 52, odnosno (1 + x2)2 — 2z122 = 52 1 Vieteovih

formula ) ) 5
o b= 2D oMt
m—2 m— 2

dobija se jednacina 25m? — 107m + 96 = 0, Cija su redenja m; = mo = 3.

%7

523. Postoje tri vrednosti za m, i to: — il.

Wl

67
b® — 2ac 11 b

524. a) 2 +af = ——5—; b) — + — = ——;
a T T2 C

3 3dabc— b3. 1 1  3abc— b

3
c) xy +x3 = d + =
) ad ) z3 oz c3
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4 —2 1
525. a) Ako se iz jednakosti x1 + x2 = E}(Tnzl)’ T1xo = ?;(mmijl) eliminise
parametar m, dobija se 3(z1 + z2) + 122122 = —4;

b) 2(x1 + x2) + 122 = 5; ¢) 2(z1 + x2) — dw1x2 = 15
d) 3(z1 4+ 22) — 22122 = 25 €) 2z1x2 + 21 + T2 = 4
f) (:El + .T2)2 — 2x120 = 1.

526. a) k € (—9,—2); b) niza jedno k; c¢) k € (—o0,+0), k # 1.

527. -2 <m < 0.
9

529. Zaainb:Oilia:%ib:Eilia:—gib:

530. Zam = —4ilim =4. Zam = —4 reSenjasuxz; = —4izre =1, aza
m =4 reSenjasux1 =11z2 =4.

N~

531. a) Za m = 3 date jednacine imaju zajednicko resenje z = 4.

b) Za m = 1 zajednicko resenje je z = 1.

532. Pretpostavimo suprotno, da su reSenja obe jednaCine kompleksna, t;j.

daje p? —4g < 01 p? —4¢q1 < 0. Tada je p*> + p — 4(¢ + ¢1) < 0. Kako
1

jeqg+qa+1= ippl, poslednja nejednakost postaje p? + p2 — 2pp1 < 0, tj.

(p — p1)? < 0, to je nemogude.

533. (p,q) = (0,0) ili (p,q) = (1, -2).

534. a) (x —6)(z+8); b) (x—8)(z—11); c) (4z —17)(z + 5);

d) (z —3a)(z —2a); e) (3z—2a)(x+a); f) (ab—2)(ab—2>5).

535. a) (x —5)(4z +1); b) (3a+2)(a+ 6).

536. a) (3m —4)(4m —3); b) (2a + 3)(6a + 7).

537. a) (x — 3a)(x — 5b); b) (a —m)(am —1).

538. a) (b—4a)(2b+ 3a); b) (mx —m? —1)(mz —m? +1).

539. a) (r — 3 —v2)(x —3++2); b) (2y —2—3)(2y —2+3).

42° =192 +12 (v —4)(4x—3)  x—4 3

540 8) o 6 T Brr (=3 i ATTT
a+2 ) T — 3a . z(z — 3) = x .

)m,a;é—él, c) _b,m;«éa, d)73(m—|—4)’ #0, T # 4

22 —Ta ) 3(x—4)(z—1) - vt
e) p— , T # —2a; f)iél(m—l—l)(m—?))’ #3,x # —4.



218 2. Kvadratna jednacina i kvadratna funkcija

541. Posle skracivanja razlomaka dobija se da je

20+ 1 1
V=W=""0 a#£3, a3

r—4 x—4
542.M:m7(.’K#l),N:—G,(x?é_?)),M_N:0737766,377é_3,
x # 1.

a—6 a—
543.sz,(a;«éG),QzT(s,(a#—l),PQZI,a#G,a;é:tl
544. A=B=— (a+2 b ast—2p).

T T T T 3a+0b] 2

mx + 1 mx + 3 1 2 5

545. U = = = = - —),...
u mw+3’v mz+1’ V’(xyé m’ m)7

5 +m 5m+m m am

46. P = = s -
546 3x74m’Q 3z —4 =@ (m;é2 v 3)
547.A:3x+y,B:—3m+y,A+B:0, (y 32,y # 2, y # 52).
T—y xfy
12a+b 4 1

549. To su bI‘OJeVl —10, —5, 0ili 0, 5, 10.  550. To su brojevi 0 i 10.

551. To su brojevi —10, —8, —6 ili 6, 8, 10.

552. To su brojevi —7, —6, =5 1ili 5, 6, 7.

553. To su brojevi —61 —51ili 5i 6. 554. Broj 56. 555. Broj 64.

556. Ako je brzina jednog v, brzina drugog bi¢e v + 1. Dalje vt = 30 i
(v+1)(t —1) = 30, gde je t vreme za koje prvi planinar stigne do kote.
Resavanjem ovog sistema, tj. eliminacijom ¢, dobijamo (30 — v)(v + 1) = 30v.
ReSenja poslednje jednacine su v1 = —6 i v2 = 5. Zbog prirode problema, u

obzir dolazi samo reSenje v = 5. Prema tome, prvi planinar prelazi 5 km/h, a
drugi 6 km/h.

557. Problem se svodi na jednacinu 1 + ! . 1z = 1, odakle dobijamo
r x+2 8

trazeno vreme: 1 =3 hixs =3+2=5h.

558. Jednom radniku je potrebno 20 dana, a drugom 30 dana.

559. Osnovica 12, visina 8 i krak 10.  560. U petouglu.

561. Dvadesetougao. 562. 6mi4m. 563. z= §(2 —V2).
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2.3. Neke jednacine koje se svode na kvadratnu
2.3.1. Bikvadratna jednacina

564. a) Data jednagina je ekvivalentna jednagini (x2)? —42% 43 = 0. Smenom
z? =t dobijamo t? —4t+3=0 = t =1Vt =3. Daljejez’ =t = 2’ =1 =
z=1Vae=—-1; 2=t = 22=3 = z =+3Vz =—/3. Skup redenja date
jednacine je {—+/3, —1,1,v/3}.

b) {-3,3, -2, 2i}.

565. a) { —v/5,-2,2,V5}; b) { —2i,2i,—6i,6i}.

_§7§7
567. a) {—2,—%,%,2}; b) {—g,ﬁ,—i,i}.

568. a) { — 3v/2,3v/2,iV/17,—iV17}; b) {—18 18 ”}

566. a) { —10,—3,3,10}; b) {—3, 11 3}.

35
569. { — 3v/2,—2v/3,2/3, 3\/5} 570. {0 (dvostruko regenje), —\/g,\/g}.

571. a) {f\/if??\/i} 572. { —6,-2V/3,2V/3,6}.

573. {\/ﬁ g\/gﬁ} 574. {2\/5\@2\5@}

575. {7b779797b} 576. 70‘77171704 .
b’ b a’ a

577. Smena 2° — 2z = t. Refenja su —1,1 (dvostruko resenje), 3.

1
578. Smena 222 + 3z = t. Redenja su {—3—, —4,2, 25}

N =

1 1 1
579. —1 (dvostruko resenje), = 5. 580. {—5,—§,2,3}
— 41 V1 1 1
581. {3 1 7, 3 +4 7, 1, —5} 582. 3 1 (dvostruko resenje), 2.

583. { £ (V5+1)}. 584. {i%,i\/g} 585. {ﬁ:%,ﬁﬁ}.
}

588. {ﬁ:g,ig}.
a

586. { £2,£5}. 587. { £(V5E£V3)}. 3
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589. {(£(a+1),£(a—1)}. 590. {i\/me,i\/“_m}.

m at+m
591. { £va?£02}. 591 {+Vm+Vm?—1}.
593. {iiva_;il} ﬁ:%\/(aQ + 9bv/a? — 7).

595. Jo—% 4 b 1 se6 Jafa/Lan /L)Y
a—b""a-—b> m m
2.1

1 9h% — 4 a”—1 m—m

597. a) 1 b) 5. 598.a) o b) o
599. P = ;22j215, Q= f:21215, PQ=1, |z #2, |z| #3.
600. V = 9“;:94, W= 9;;:94, V= % la| # 2.

0L O = s D= s OP =Ll %3

602. F= 2 P-4 sava

603. S = ;ir;’i, T= gﬂ;’i, S—T =0, |a| # |m|V2.

604. a) a € { —v5,-1,1,v/5}; b)ae{-2,2}.

. . . . . 60
605. Neka je jedna stranica pravougaonika xz. Iz povrsine, druga je —. Na
x

Lo . 60\ : .
osnovu Pitagorine teoreme je z? + (—) = 169. Stranice pravougaonika su
x

5cmi 12 cm.

606. 9 cm i 12 cm. 607. 24 cm ili 32 cm.

608. { — (va—vb),~(va+vb),(va—vb),(va+vh)}.

609. Nekajex +z ' =y = 272+ 2% = y> — 2. Onda je data jednacina
ekvivalentna jednacini 4> +y — 2 = 0V y? +y — 6 = 0. Skup redenja date
3-v5 -3+V5
2 2 }

jednagine je {17

2’ 4 ' 4

1 —11-+v105 —11+ \/105}

1
610. Smena x+ — = y. Skup resenja je {2,
x



2.3. Neke jednacine koje se svode na kvadratnu 221

611. Data jednacina ekvivalentna je jednac¢ini (z? + 3z)(z? + 32 4+ 2) = %

Smenom z? + 3z = y dobija se ekvivalentna jednacina 16y> — 32y — 9 = 0.
3 -3-+v10 —3—&-\/10}

DX 2 ' 2

Resenje je skup {

612. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
(2® = 3z)(z° — 3z + 2) = 1680.
3 —1V159 34 iv159 }

2 ’ 2

Smena z — 3z = y; reSenje {75, 8,

2 J—
613. Smena g ta—3 = y; reSenje { —5,-1—-+6,1,-1+ \/6}
x

614. Smena z” + 2z + 3 = y; resenje { — 1, —1— 2i, —1 + 2i}.
2.3.2. Binomne jednacine

2
615. a) Smenom z = yi’/g data jednacina svodi se na niz ekvivalentnih
jednagina

P4+1=0= Y+ 1) —y+1)=0<=y+1=0Vy’—y+1=0.

2 144 2
Skup reSenja date jednacine je { i/;y i;\/g . i'/;}’

b) {\3/21_17(—112/5)&}.

2c

616. a) {g,%,(fliiﬁ)}; b) {*E,g(l:ﬁ:i\/g)}.

616. {1 LR (L1 kivE) )

m 2m

3 .3\ JIT 1T
22}, b) {:I: 117:i: 112}.

619, {iQa—c7i(2afc)z}.

618. a

[0d)
—
H_

l\zl
H_
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620. a) Data jednacina ekvivalentna je jednacini
(2® —21)(2®* +27) =0 <= 2* —271=0va® + 27 =0.

{13%(—111'\/5),%(111'\/5)}

b) { +2i,—i+/3,i+ 3}
621. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

Bz +1)2* —1)=0<=8&*+1=0va’-1=0.

{ 1 :ti\/§7—1:i:i\/§}.

__717
2 4 2

622.

1 —14iv3 3+£i3V3
274 78 '

_3[3 4 1ii\/§.€/§,2(—1ii\/§)}.

623.

577 2

2 2 2

626.

a+b a+b | (a—Db)i 1 )
T T } 627. {1,£(111211\/§)}.

{
624. {12,3%(—111\/3)}. 625. {‘”b,‘”bi (a_b)*/gi}.
{
628. {

2.3.3. Trinomne jednacine

629. a) Smena 22 = y. {_2,1, %“/5,1 :ti\/g};

b) { — 2a, —av/3,aV/3, Qa}.

630. a) {1,2,—111'\/,%(—11@'\/@}; b) {+2, +1, i, +2i}.

631. a) {ig,ﬁ:é}; b) {ié,igi}.
b’ a ¢ ¢
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632. a) {1,%,%“/5,%(71&\5)};
b) {%,—%,g(uiﬂ),i‘lii‘/ﬁ}.

633. a) {2,3,71:|:i\/§, ;Htg“/g}- b) {%3 13 *3i3“/§}.

2 ’ 1 2
634. { +£1,+2,+i,+2i}. 635. {il,ﬁ:Q,ﬁ: VTZ}.

636. Smena: z? + 2a® + m? =y, { + a, £v2m?2 — a2}.

637. {+(a®—1),£(a+1)}. 638. {i\/a,i%\/ﬁ}.

639. { £/2(m+2),£v2m+1}. 640. { +3a + aiV/3,£2a, +av2}.

31 29 3 3
641. {71—0,71—0,713,7}. 642. {75,0,5,3}.

2 /b _—
643. {—1,%,%,5}. 644. {—a:l: W}

2.3.4. Simetri¢ne (reciproéne) jednacine
645. Jedan koren date jednacine je x = —1. Koli¢nik polinoma
32° + 132 + 137+ 3

i ¢inioca = + 1 daje polinom 3z2 + 10z + 3. Dakle, data jednacina ekvivalentna
je jednagini

(x4+1)B2° 4100 +3)=0<=x+1=0V32> 4+ 10z +3=0.

Skup reSenja date jednacine je {71, 1 73}.

4 3 1 3 5
46. ¢ —1,-,—>. 47. ¢ =, 1,2;. 48. 1, ——, —— .
oao. {-1.3.5} ear {G2f eas fu-2 0
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1 1
649. Neka je z + — = z, tada je % + — = 2% — 2. Ako se data jednacina
x x

. 2 . . . ve .
podeli sa z“ ona je ekvivalentna jednacini

1 1
6<x2+P>+5(x+;) —-38=0.

S obzirom na uvedenu smenu, data jednacina je ekvivalentna konjunkeciji

1
622+5275020Ax+5:z.

5 . 10 . . . .
Kako su z1 = 5 le= 3 reSenja prve jednacine, tada je
i 1 5 Vot 1 10
X - = = xT _ = ——,
2 T 3

Resenje ove disjunkcije daje skup resenja date jednacine {73, f%, %, 2}.
650. Resavanje date jednacine svodi se na niz ekvivalencija
12(z* — 1) — 252(2® — 1) = 0 <= (2® — 1)(122% — 252 + 12) = 0
— (z—1)(z+1)(122° =252 +12) =0
—=r-1=0Ve+1=0V12z> — 25z + 12 = 0.

3 4
-1,1,—,-».
{ 77473}

651. Kako je z = —1 koren date jednacine, tada je ona ekvivalentna jednacini

Skup resenja date jednacine je

(x4 1)(122" — 42® — 412® + 42 4+ 12) = 0
= ar4+1=0VvI12" —42® — 412 + 42+ 12 =0.

Resenje poslednje disjunkcije daje skup reSenja date jednacine:
1 2 3
-2, ——,—-1,-,-¢.
{ ) 2 ) ) 3 ) 2 }

652. {—3,—%,%,1,2}. 653. {—2,—\/5,—2+\/§,—1,%,2}.
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654. Ako se data jednaéina podeli sa 23, ona je ekvivalentna jednagini
1 1 1
x3+—3+4<x2+—2> —6(m+—) - 28 =0.
x x x
3

1 1
Izsmeneerl:zdobijasedajex2+—2:2272,ax3+—3:z — 3z.
x

ReSavanje date jednacine svodi se na konjunkciju

4422 —92-36=0Aaz+1=-=z

Skup reSenja date jednacine je

{72\/§72+\/§ 3—v5 3+v5 —3—/5 *3+\/5}
) b ) 2 ) b -

2 2 2
1 4 3 1 1+iV3
655. {72,75,1}. 656. {1,5,1} 657. {E,Q,T}.
11 1
658. { —.,=,5105. 659.{ = n —n+tvn2—15,.
10° 5 n

660. Data jednacina ekvivalentna je simetri¢noj jednacini

12
122* — 562 + 8922 — 562 + 12 = 0. {2, 33 g}

1+ 4
661. { —2,i,—i}. 662. {1i7“/§} 663. {71,72,7— 1}.

2 3’

1.1 1.1 49
73,75,2,5}. 665. 5,2,5,3}. 666. {71,5,1}.
49 1.1 1.1
1,5,1}. 668. {71,4,1,2,5}. 669. {1,3,5,2,5}.

{
|
|
|
|
|

664.

667.

1
2
673. {—1,1, 1 2l era. L3 -1 1 Lol grs i LU
2 3 2 m

_a7—l7_m7_i}. 677. {_171737172.7_1.}'
a m 3

—1,1,2, %,—2 + \/3} 679. {—1, ik i;‘/g, 24+ \/5}

676.

678.
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2.4. Kvadratna funkcija

Priblizni grafici datih funkcija pod a) i b)
prikazani su na slici 4.

681. Vaze sledece ekvivalencije

%m2—3>0<:>m2—9>0
— (x—3)(x+3)>0
= (x—-3>0Az+3>0)
V(z—-3<0Az+4+3<0)
<~ (z>3ANz>-3)
Ve <3Az<-=3)
— (< -3Vz>3) Sl. 4.

Ova disjunkcija predstavlja vrednosti argumenta za koje je funkcija pozitivna.
Sliéno se dobija ekvivalencija f(z) < 0 <= —3 < z < 3. Nule date funkcije su
xr1 = —3 i Xro = 3.

682. Slicno prethodnom zadatku, nalazimo

1
71x2+1>0<:>72<x<2.

1
—sz +1>0<= 2 € (—00,—2) U(2,+00),
1
—Zx2—|—1:0<:>m:2\/m:—2.
Prve dve nejednakosti odreduju znak date funkcije, a tre¢a (jednacina) odreduje
nule.

1
684. c) Iz formule f(z) = —5302 + 2 sledi

xr=+/4-2f(z) i z=-—4-2f(x).

Da bi = € R, potrebno je da 4 — 2f(z) > 0,
tj. f(z) < 2. Dakle, kodomen ove funkcije
jeskup A ={y| —oo <y <2} Iz f(z) =0 —2
sleduje z =2 ili x = —2. fmax =2 za z = 0.
f(z) > Ouintervalu —2 < = < 2, f(z) < 0za
x € (—00,—2)U(2, 400). Grafik date funkcije
prikazan je na slici 5. Sl 5.
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685. a) y=(z—3)%; b)y=—(z+ 1)~
3\ 9 A
6. ayy=-(x-3) +3 wu=2(a-F) - %
2
687-a)y=72(x7—) —; by=(z+3)°-17.
1 ) 9 ,
688. a) y:fg(:vfii) +7 b)yzg(x+2) .

| =3

689. a) y=(z+3)>—-14; b)y= —%(m—|—2)2+

690. a) Kanonicni oblik date funkcije je y = —(z — 2)? + 4; teme parabole je u
tacki T'(2,4); osa parabole je prava z = 2; nule date funkcije su x =01 x = 4;
y>0zazx € (0,4),y<0zaz € (—00,0)U(4,+00). Za z < 2 funkcija raste,
a za x > 2 funkcija pada. Grafik je prikazan na slici 6.

y :
T
! Yy
0 52 4 \ -1
i \ x 72\*ﬂo z
Sl 6. SL 7.

1
2 3 Teme parabole je

1
tacka T (—1, —5) Osa parabole je prava x = —1. Nule funkcije su x = 0 i

1
b) Kanoni¢ni oblik date funkcije glasi: y = i(x +1)

x=-2. Zax € (—o0,—2) U (0,400) je y > 0, dok je za = € (—2,0), y < 0.
Za x < —1 funkcija opada, a za = > —1 funkcija raste. Grafik je prikazan na
slici 7.

691. Kanonicni oblici datih funkcija su:

1 1 25
a)y= §($+3)2+13 b) y=*§($*3)2+7-
Grafici su prikazani na slici 8.
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-3,1)

692. Kanonic¢ni oblici datih funkcija su:

1 1
a)y=—g@+1)*+2% by=g(=+3)°-1L

Grafici su prikazani na slici 9.

<

Sl 9.

693. Kanonic¢ni oblici datih funkcija su:
2)y= %(x72)2+1; b) yzfé(x+1)272.

694. a) Za z € (0,+c0) je |z| = z, pajey = 2 — 2z = (z — 1) — 1
(z € (0,+00)) . Promene te funkcije date su sledeCom tabelom

x|0 1 +o00
y | 0 N 1 / +oo

Zax € (—00,0) je x| = —x, pajey =a2? + 22 = (2 4+ 1) — 1 (z € (—00,0)), a
njene promene su date tabelom

m|—oo -1 0
y | —0o . -1/ 0
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Grafik funkcije y = 2 — 2|z| prikazan je na slici 10 (levo).

1\? 1
b) Sliéno kao pod a) za x > 0 imamo y = 2® +x = (m—&— 5) -7
A A
) Y
—2 -1 O 12
x -
[9) T
Sl. 10.

Grafik je prikazan na slici 10 (desno).

695. a) Kako je

o — 2?| = r — 2? za x € {0,1}
Tl —(z—-2% zaz € (—00,0)U(1,+00)

Imamo y = —2% zaz € {0,1} iy = 2 — 2z za = € (—00,0) U (1, 4+00). Grafik
date funkcije prikazan je na slici 11 (levo), a njen tok prikazan je slede¢om
tabelom

T | —00 0 1 2 +00
y | —00 o 0 N -1 Ve 0 S 400

b) Posto je

o [ z+2? za ¢ € (—oo, —1} U {0, 4+00)
otz |_{ —(z4+2?) zazc(~1,0)

tojey = —a2 & € {—00, -1} U{0, +00), y = 2* 4+ 2z, x € (—1,0). Grafik date
funkcije prikazan je na slici 11 (desno), a njen tok dat je u tabeli

:v|foo 0 +o00
y | o 0 N\ 4
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51 1o
ovr ! *

Sl 11.

697. Kako je z1 =6,y =01zaxz =2, y=_8, dobijamo sistem
36a+c=—-36 A N4a+c=—4.

Resenja sistema su: a = —1, ¢ = 0, pa je trazena funkcija y = —z2 + 62.
698. Slicno prethodnom zadatku, nalazimo da je a = —1; b = —2, ¢ = 8 i

funkcija glasi
y=—ax>—204+8=—(z+1)°+09.

699. a=1,b=—6,ic=5,paje f(x) =a2®> —6z+5=(z —3)* — 4.
b
700. Funkcija dostize minimalnu vrednost za z = 5 Zamenom nalazimo
_ m—4
2(m —1)
701. p =2,y =a® —6lx| +5. T702. m =5, f(z) = —2> + 10|z — 16.

=1l<=m-—2 pajey=x>—2z| —3.

32
703. Iz obrasca 3 = 4ac4 proizilazi da je
a
da(-5) — (=2)°

——2<:>a—1
4a - T3

Trazena funkcija je y = féxQ —2r—5= f%(x +3)% -2
704. a)p=—1,q=—6; b)p=4¢9=3.
1

1 1, I
705.a—2,y—2x 2x+3—2(x 2)* +1.

706. Iz pretpostavke b — 4ac =0 = b= +2,/ac, pa je
y=az’+br+c=az’>+2/acr+c= (x\/azt\/E)Q.
Obratno vaze implikacije

az® +br+c=(mz+n)> = a=m>Ab=2mnAc=n> = b> — dac = 0.
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708. Stavimo x+1 =t, tj. t = z — 1, gde je ¢ nova promenljiva. Data funkcija
tada postaje f(t) = (t —1)® — 3(t — 1) + 2, pa je trazena funkcija

f@)y=(@-1)>=3&—-1)+2, tj. f(z)=21"—5z+6.

709. f(x —a) = (x — 2a)® + (x — 2a) + 2.
710. f(z) =2* —6x+6. 711. f(x) = 2® + 5z + 6.
712. Ako je x jedan sabirak, drugi je 24 — x, pa je trazeni zbir
s(z) = 2° 4 (24 — ) = 22° — 48z + 576.
A - b —48 3 .
Ovaj zbir ima minimalnu vrednost za * = —— = ——— = 12, §to znaci da

a 2.
broj 24 treba rastaviti na dva jednaka sabirka da bi zbir njihovih kvadrata bio

4 _ 12
minimalan. Taj minimum je “Tb = 288, tj. 2 122 = 288.
a

713. Ako je prvaduz z (0 < z < a) druga je a — z, pa je trazeni zbir:

y=2"+2(a— ) =32 — dazx + 2a°.
. . y . 2a’ .
Na osnovu toga nalazimo da je trazena minimalna vrednost y = EN dostignuta
_ 2a _a
za xr = 5 odnosno a — x = 3
714. Povrsina upisanog kvadrata stranice a u dati
kvadrat je P = a® = (8 —z)?+z? (slika 12). Dakle,
P =222 — 16z + 64, pa je Pmin = 32.
715. Neka je stranica kvadrata y a stranice pravo-
ugaonika = i 3z. Tada je 4y + 2(3z + x) = 56,

P = 4% 4+ 32% 1z toga proizilazi da je P = Tz>

—56x + 196. Za x = 4 povrsina dostize minimalnu a _l:
vrednost Pmin = 84. Tada je y = 14 — 8 = 6, pa S—_x

zicu treba podeliti na delove ¢ije su duzine 24 c¢m i

32 cm. Sl 12.

716. Neka je manja osnovica trapeza y i krak z. Tada je veca osnovica x + y,
$2\/§
2
Poax = 1250\/§ za x = 50. Tada je veca osnovica trapeza y + x = 75 cm.

paje3x+2y =200i P = — +50z+/3. Povrsina ima maksimalnu vrednost

717. Ako su stranice pravougaonika x i y, njegova povrsina je P = zy. Iz
h
slicnosti trouglova ABC i GFC dobijamo y = ——xz 4 h, pa je P(z) = ——2> +
a a
ah h

hzx. Odavde nalazimo da je Pnax = o BE= % iy= 5"



232 2. Kvadratna jednacina i kvadratna funkcija

718. Neka je DM visina trapeza ABCD i neka je AD = x krak i CD =y

osnovica tog trapeza. Tada je AM = 5 — % Iz pravouglog trougla ABD
2

imamo AD? = AM - AB, 2% = (5 — %) - 10, a odavde je y = 20 ; Y Obim
. : 50 — 2 1, :
trapeza u funkciji kraka je O(z) = 10+ +2z = T + 2z +20. Obim
je maksimalan za x = —% =5,y=25,tj. Omax = 25 cm.
1a2

719. P(z) = gm2 - gam + a®. Povriina dostize minimum Puin = 348 za

3
T =15

720. Nekasuy = (m—1)2® +2mz+4 iy = (n—1)2® + 2nz + 4 dve parabole
datog skupa. Pokazimo da one sadrze dve fiksne tacke, tj. odredimo njihove
zajednicke tacke i ustanovimo da one ne zavise od m i n. Imamo
(m —n)z® +2mz +4 = (n—1)z” + 2nz + 4
= (m—-n)z”+2(m—n)z=0Am#n
=2 =021 =0V = 2.

Za x1 =0jeyr =41izax2 =—2]jeys =0. Dakle, trazene fiksne tacke su
(0,4) i (—2,0).
b) Parabola dodiruje z-osu ako je
2
él—igi-:o:zlm%m(nzll,):o:(m72)2:0:>m:2.

Dakle, parabola koja dodiruje z-osu ima oblik y = 2 + 4z + 4. Parabola sa
temenom u tacki B zadovoljava uslov

b 2m
——=0= ——F——=0=>m=0
2 2(m — 1) m=w
pa je parabola sa temenom u B, y = —z2 + 4.

_1)2
721. a) Teme parabole y = 2° — (k + 1)x + k je tacka T (E, —u)

2 4
k+1 k—1)°
Ako sa z i y oznac¢imo koordinate tacke T', imamo x = ;r , Y = 7( 7 ) .
Odavde eliminacijom parametra k dobijamo y = —(x — 1)® &to predstavlja

geometrijsko mesto temena.
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b) Uotimo parabole y = z? — 2 i y = 2® — 1 koje se dobijaju iz datog skupa
za k =01k = —1, respektivno. Njihova prese¢na tacka je P(1,0). Direktno
se proverava da li sve parabole sadrze ovu tacku.

722. a) Trazeno geometrijsko mesto tacaka je prava x +y = 1.

b) Fiksna tacka M (0, 1).

¢) U datoj familiji parabola nalazi se (za a = 0) i jedna prava y = —2z + 1.

Ta prava je zajedniCka tangenta svih parabola i sve one se dodiruju u tacki
M(0,1).

723. Kako je
b 2 dac — b . b 2 dac — b?
f(_%‘Fh) —ah +T 1 f(—%—h) —ah +T,
zaista je
b b
- h| = ———h].
(Car) = (m )
b . . . .
Prava z = ~ 5, Je osa simetrije grafika date funkcije.
a

724. Geometrijsko mesto minimuma je parabola y = z* — 2.

725. Zbir kubova reSenja date jednacine je

s=a +ay = (x1+ l’2)(($1 + $2)2 - 3$1l’2).

2a% -5 1 1
Kakojex1+x2:17a,a:v1-:vg:%,tojes:f§a275a+l. Za
1 9
a= —=, Smax = —.
2 T T g

726. Funkcija k — F(k) = 2((/4:7 1)2+(3k+1)(k71)+5k+(k71)74k+7) =
8k +6k+1. Zak= 7§’ Fin = 71.
8 8
727. a) Zax <1, f(x) =2® +4a,azax > 1, f(x) = 2> — 8z + 12.
Grafik je prikazan na slici 13.
b) Zax < —1, g(z) = —2* — 6z —8,azax > —1, g(x) = —2® + 2.
Grafik je prikazan na slici 14.
728. a) Funkcija je x — f(z) = 2® + 4(k + 1)z + 5(k® + 4). Diskriminanta
D = —(k—4)? <0 za svako k pa je f(x) > 0 za svako .
b) Funkcija je z — f(z) = % + 2(1 + 2k)z + 5k* + 5. Diskriminanta D =
—(k —2)? < 0 za svako k, pa je f(x) > 0 za svako z.
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Sl. 13 Sl. 14.
729. Grafici datih funkcija prikazani su na slikama 15 (levo) i 15 (desno).

Sl 15.

730. Kako je y*> = 1 — 22, tada je f(z) = 25 4+ (1 — 2?)® = 32* — 322 + 1.

1 2
Za x? = ,i = 3 =- == £ Trazena mmimalna vrednost izraza
2a 2. 3\/_ 2 2
2 1
6 6 o vey_ L
7+ y° je fmin f(2) 1
2.5. Kvadratne nejednacine. Znak kvadratnog trinoma
731. a) Pozitivan za z ¢ {75,4}, nula za ¢ = fé V & = 4, negativan za

3
M (*5,4)

b) Pozitivan za x ¢ {—g, 2} ,nula za x = g V x = 2, negativan za x € (g, 2).
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1
732. a) Pozitivan za € (—2,1/2), nulaza x = -2V z = > negativan za

v [-2,1/2).
b) Pozitivan za = € (—1,4/5), nula za + = —1 V « = 4/5, negativan za z ¢
[—1,4/5].

733. a) Pozitivan za = # 7; b) Pozitivan za = € (—4,—2), nula za x = —4

ili z = —2, negativan za x ¢ [—4, —2].
734.a)x7£%; b)g<x<1. 735. a) 0<z<4; b)-l<z<l

736. a) _3<z<—-liil<z<5 b)zxe(—oco,—4)U(-1,2)U(7,+00).

1
737. z € (73, 75) U(1,2). 738.1<az<8/3.

739. z € (—o0,1) U (%,2) U (3, +00).

740. D =b* —4ac <0 = a € [-7,1]. 741. D < 0 za svako m.
742. Diskriminanta date kvadratne jednacine je funkcija D = —6a® — 3a + 9,

njene nule su 1 i 7% a grafik je prikazan u Dekartovoj ravni aOD na sl. 16
(levo). Odatle zaklju¢ujemo da je D > 0, za svako a € {—g, 1}, reSenja su
realna.

743. Diskriminanta ove kvadratne jednaéine je kvadratna funkcija D = a® —
16a 4 48. Njen grafik je prikazan na slici 16 (desno), odakle zaklju¢ujemo da
su reSenja realna za a € (—o0,4) U [12, +00).

|
| D

Sl. 16.
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4
744. b € (—o0, —2) U (75,+oo), b#£0, b+ +4.

745. b € (—00,6] U [10, +00). 746. r < —3ilir > 1.

747. r < —2. T48. 8<a<?2.

749. Iz pretpostavke zadatka imamo sistem
a>0AN4a+2b+c=0A9%+3b+c=0.

Odavde nalazimo a > 0, b = —5a, ¢ = 6a.

750. a <0, b= —a, c= —2a.

751. Trinom Az?+ Bz +C pozitivan je za svako z ako je A > 0 i diskriminanta
D < 0. Za dati trinom je A = b*> > 0 i diskriminanta

D=—(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(a+c—1b) <0,
jer su a, b i ¢ merni brojevi stranica trougla.

752. —6<a<6.

753. Data nejednacina ekvivalentna je sistemu nejednacina:

2z —4 2z —4
x° + mx < 4N x° + mx > 6
2 —x+1 2 —z+1
— 2" + (m+ 4z 8<0/\8:v + (m 6):v+2>0 .
2 —x+1 2 —z+1

Kako je trinom 2? — z + 1 pozitivan za svako realno z, sistem postaje
—22> + (m+4)x — 8 < 0A8z> + (m — 6)x +2 > 0.

Prva nejednakost vazi za svako realno x ako i samo ako je m € (—12,4), dok
druga vazi za svako x ako i samo ako je m € (—2,14). Dakle, data nejednakost
zadovoljena je za svako x kad m € (—2,4).

754. —1<a<?2.

755. Data nejednacina moze se zameniti nejednaginama z? 4+ 5z < —14 ili
x? — 5z > 14. Iz toga dobijamo = € (—o00, —2] U [7,4+00). Do resenja se moze
dodi i posmatranjem grafika funkcija y = |22 — 5x| iy = 14.

756. a) x € (2,4); b)z € (—oo,—1)U(—1,1) U (3,+00).

757. a) x € (4,6); b)z € (2,5).
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758. m € [-2,0) U (3,400). 759. a € [-6,—1) U (3, +0).
760. a) 6 <1 <2 b)-6<x<2

761. Data nejednakost je ispunjena za svako realno x ako i samo ako jea—1 >
0Aa? — (a—1)(3a — 2) < 0. Ova konjunkcija je ispunjena za a > 2.

762. a) z € (—o0,—3) U (72,%) U(1,400); b) @€ [—4, 3] U (0, +00).

763. a) m > 3; b)%<m<1.

764.a)—oo<m<—§; b) m<0. 765. -3<p<6.
10 — 5z

766. Kako je y = , data nejednakost postaje

10-5 10 — 52)2
3771:27&<77

3x 5 1

odakle sledi —59z% 4+ 160z — 128 < 0. Ova nejednakost je ispunjena za svako
x.

767. Data nejednakost ekvivalentna je sistemu nejednakosti

22 —kx+1
2?>4+z+1
768. Primedba. Znak resenja kvadratne jednacine zavisi od proizvoda xix2
i zbira @1 + x2, uz uslov D = b®> — 4ac > 0. Redenja su istog znaka ako i samo
ako je x1z2 > 0A D >0, tj.

a) —3< < 3, odakle proizilazi da k € (=5,1); b) k € (0,4).

k—;3>0A(k72)27k(k73)20.

Odatle sledi da je k € (—o0,0) U (3,4].
769. —2<a<0. T70. k€ (3,4)U (4, +00).

771. m € (—o0,0) U (4,4+00). TT72. g <p<l,p>6. T73. n>3.

774. Za m < —3, oba reSenja su negativna; za —3 < m < 1, reSenja su
suprotnog znaka; 1 < m < > oba reSenja su pozitivna; za m > 5 reSenja su
konjugovano kompleksna.

775. Za egzistenciju reSenja treba ispitati znak diskriminante, a za znak resenja

treba ispitati znak proizvoda reSenja tj. P = x1 - x2 i znak sume reSenja
S =1+ zo.

Resenja su realna ako je
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D=(m—4)>—(m+1)-(m+4) >0 tj
D=m’>—4m+4—(m°>+5m+4)>0 ili —13m+12>0.

12
Dakl < =,
aem_13

m —oo —4 -1 00
I
m+4 - 0 + +
m+1 - - +
P + (l) — +
4 2
Proizvod resenja je P = u, a suma S = (m—4) Znak proizvoda

predstavljen je gornjom tabelom.

Znak sume reSenja je prikazan sledecom tabelom

m —oo -1 4 400
m—4 - - (l) +

m+1 +

s + - 0 +

Za znake reSenja upotrebiti znak D, P i S u zavisnosti od parametra m, sto
se moze prikazati slede¢om tabelom.

m —o0 —4 -1 12/13 4 +o0
D + + + | - -
P + - +
s + + - 0
Rezultat O<zi<a2| 21 <0< 22| 21 <22<0| 21,22€C
|z1| < |z2]
0=x1 <2 3 1 =22<0
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1z tabele izlazi:
1) m € (—o0,—4); D >0, P> 015 > 0. Oba resenja su pozitivna.

2) m € (—4,-1); D > 0, P < 01 .S > 0 reenja su suprotnog znaka i po
apsolutnoj vrednosti je manje negativno resenje.
12

3)me (71, 1—3), D >0,P >01iS <0 oba resenja su negativna.

13

Postoje tri grani¢na slucaja, tj.:

12
4) m € (—, —l—oo)7 D < 0 resenja su kompleksna.

a) Za m = —4, P = 0, jedno reSenje je nula, drugo resenje jednako je sumi,
dakle pozitivno.

b) Za m = —1 jednaéina se redukuje u linearnu i ima oblik 10z 4+ 3 = 0, odakle
izlazi © = 0 negativno resenje.

12
13

negativno (:v = 72)

776. Diskriminanta date jednacine ima oblik

c)m = , imamo dvostruko reSenje jednako polovini zbira reSenja, dakle

D=4(1+X)*=31-X) -(1+X)=8A\+1)-(2x—1).

A —o0 -1 1/2 1 +00

D + (:) - l + +

P - (:) + + _

S - (:) + + _
Rezultat 1 <0< z2| 21,22 €C | 0< 1 < 22| 21 <0< 22

r1<xz2=0 1 =22=3

Za promenu znaka reSenja treba ispitati i znake resenja proizvoda P i sume S
reSenja.
. . 1 . 14+
Proizvod resenja P = 31—~_—>\7 a njihova suma S = 21+—>\.
Promene znaka D, P i S u zavisnosti od parametra A predstavljene su tabelom.
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77T
m -0 -3 2/3 3 +oo
I
D + + + 0 — -
P - + + +
S - — - + | -
Rezultat 1 <22<0| 21 <0< 22| 0< 21 <22| 71,22 €C
778.
m —oo —4/3 -1/3 0 1 4o
T
D - + - - —
P + - +
S — - +
Rezul-|z1,22€ C| 71 <22 <021 <0< 22 |0< 1 <22 | T1,22€ C
tat
—_—— —— —_— —N—
_ _7§ z1 =0 x=1/4 T1 = T2 =2
TETRTTY g =12
2.6. Sistem od jedne linearne i jedne kvadratne ili dve
kvadratne jednacine sa dve nepoznate
779. a) {(5,2),(2,5)}; b){zx=5,y=3}
780. a) {(07 1)7 (_270)}; b) {(57 0)7 (27 3)} 781. {(_27 1)7 (_17 3)}
782. {(3,0),(4,3)}. 783 {(0, 1), (_g%)}
5 4
784. a) {(475)7 (_575)}§ b) {(47 5)7(_127 _3)}
31
785. a) {(372)7(271)}1 b) {(372)7 (575)} 786. {(27 1)7(47_1)}
787. a) {(a% 30%), (3a%, a)}; b) {(3a,2a), (20, 30)}.
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wo {5} o {(ctaste) (stoata))

790. {(m* —1,m+1),(1 —m? —-m—1)}, 791. {(a,a)}.
792. {(a,b—a),(b—a,a)}. T793. {(2,-3),(—3,2)}.

794. {(3,2),(3,-3),(—4,2),(—4,-3)}.

795. {(v/3,v2), (V3,—v2),(—V3,V2),(—V3,-V?2)}.

{(
{(
{(
{(
796. {(+4,-3),(£3,4)}.  797. {(£3,2),(+V14,-3)}.
{(
{(
{(

798. {(£3,F5),(£5 F3)}.  799. {(£2,+3), (£1, £6)}.

800. {(2,6),(~2,—6)}. 80L1. {5, +2), (£2,+5)}.

802. {(£2,+3), (£3,4£2)}.  803. {(£5,+2)}.

804. {(5,3), (=3,-5), (— 1 iQ‘/m, 15 iZ‘/m) }

805. {(3, 4), (4,3), (’2“:2‘/%, ’2“:2@)}

806. {(1,2) (11,7%>}, (Smena: i =u, i =v).

807. {(9, 1), (11%,4%)}. 808. {(£5,£1)}. 809. {(£3,£2)}.
810. {(+1,F9), (£9,£1)}.  811. {(£5,£1), (£1,45)}.

812. {(1,4), &%%)} 813. {(1,3), (=3, ~1)}.

814. {(2,1),(L1)}. 815. {(1,1), (1, -3)}.

816. {(2,£v5,£V5),(0,2),(3,2)}. 817 {(:I:%,:I:m) , (:I:m,:t%)}.
818. {(i%i%)(ﬁ:%i%)} 819. { £2,5),(£V5,4)}.

820. {(~1,-2),(2,1)}. 821. {(3,2),(2,3)}.

= {(35) (0-3) (B =)

823. {(£3,+2),(£2,43)}. 824. {(14,11), (ig\/ﬂ%m)}.

825. {(£2,43), (£1,F2)}. 826. {(£1,£2), (2, +1)}. 827. {(x1,+1)}.
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828. {(i\/aiw’i\/aib?)}' 829. {(iz,ﬁ),(t?,t#)}.

830. {(—1,1),(2,1)}. 831. {(4,3),(3,4), (6 + 29,6 F v29)}.
832. {(3,-1),(~1,3)}. 833. {(3+xVv2,3FVv2)}.

834. Uvesti smene z +y = u, z -y = v. Rezultat: (1,2); (2,1).

835. Uvesti smene z +y = u, z -y = v. Rezultat: (3,1); (1,3).
836. Deobom prve jednacine sistema sa drugom, imamo

@ +yyzy 3 z(@vrT+yyy) 3

= ili ,
Y2 +ayTy 2 y(yyy +avz) 2
odakle r_ § == % Iz sistema r_ 9—y Ay? + z/Ty = 280 dobijamo
y 2 T p = NtV =S )
resenje (18, 8).
837. Kako je

yhael 68 g VeR(Velt Yy
x2+y3/x2y 17 13/$2(,1’»/3U4Jr 3/y4)

odakle je % = 18 = y = +8z. Zamenom u bilo kojoj jednacini datog sistema,
dobija se {(1,+8), (—1,+£8)}.

838. {(6,3),(4,5),(—1,-4),(-3,-2)}. 839. {(1,1),( 67 21)}.

29729
3\ (24 6 5
40. — —.24 . = .
840 {(3,2),(23, )} (Smenax+y z%)

841. Druga jednacina datog sistema moze se rastaviti na ¢inioce u obliku
(x —y)(z + 2y — 3) = 0. Iz toga proizilazi da je x —y =0 ili z + 2y — 3 = 0.
Dakle, dati sistem ekvivalentan je sistemima:

x—y=0A2z> — 152y + 4y> — 122 + 45y — 24 = 0,
42y —3=0A2z" — 152y + 4y — 122 + 45y — 24 = 0.

Njihova resenja su: {(1, 1), (g, g) , (5, —1)}.



2.6. Sistem od jedne linearne i jedne kvadratne jednacine 243

842. Zbir obe jednacine datog sistema daje
32% — 3zy — 18y* — 9z + 27y = 0,
iz Cega proizilazi
(x—3y)(z+2y—3)=0=2z—-3y=0Ve+2y—3=0.
Tada je dati sistem ekvivalentan sistemima:

z—3y=0Az’+2zy—8y  —6z+ 18y —7=0,
z+2y—3=0A2"+2zy — 8> — 62+ 18y — 7 = 0.

Resenja datog sistema su: {(—3,-1),(3,1), (1,1),(-1,2)}.
4 4

843. {(5\/572\/@ , (75\/& gﬁ) ,(71,72),(1,2)}.

844. Smenom z = ty dati sistem ekvivalentan je sistemu

PP+ 1) =1A° 4 2t4+1) =2.

41 1
Deobom jednacina ovog sistema (y # 0), imamo ﬁ =3 (t#-1) il
P —t41 o 2 . .
1 =3 posle svodenja imamo 2¢t“ — 3t +1 = 0. ReSenja datog sistema

{(525) (F5)}

845. {(2,-5)}, (Smena = = ty) .
846. {(—5, -3),(3,1), (m -1, Lﬁ) , (—\/ﬁ -1, —LSM> }

(Smena y+rl_ t%).
r—y

847. Kako je

F ?—y? a2 —y?
x4y (z+y)?  |z+yl

to je prva jednacina sistema ekvivalentna jednacini

Vvrz—y? 20

lz+yl  z+y

rT—y+
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Ako je x +y > 0, onda je i |z + y| = = + y, pa je dati sistem ekvivalentan
sistemu

2 — P a2 —y2 =20 =027 4y =34

Smenom /22 — y2 = z > 0, prva jednacina ekvivalentna je jednacini z? 4+ z —
20 = 0; odgovara samo resenje z = 4. Poslednji sistem ekvivalentan je sistemu
2?2 —y? =16 Az? 4+ 9% = 34.

Uslov = + y > 0 zadovoljava reSenje (5,£3) Analogno za = + y < 0 sledi

((-34]

848. Smenom x4y = z, prva jednacina postaje z2 4+ z — 12 = 0. Njena reenja
su z = 31 z = —4. Dati sistem ekvivalentan je sistemima:

m’—l—;l/=—4/\m2—g/2:37 m+y=3/\m2—y2:3.

Resenja datog sistema su { (—— ——) , (2, 1)}
849. (a,2a); (2a,a), (smene x +y=uiz-y=v).
850. Dati sistem ekvivalentan je sistemu
((m + y)2 - 2my)2 — m2y2 =91 i (z+ y)2 —xy = 13.

Njegova )reéenja su: {(1,3),(3,1),(-1,-3),(—3,—-1)}, (smena =z +y = u i
Ty =)
851. {(2,1),(—2,1),(2,-1),(-2,-1)}.

852. (4,2),(—4,—2); (smene g =u, 22 +y? =v).
853. Dati sistem ekvivalentan je sistemu
(@ +y)((@ +y)* - 4zy) = 3a° A a(z + y)((z + y)* - 2zy) = 154"
Njegova resenja su: (a,2a), (2a,a) (smene z +y =u, x -y =v).
854. {(2,-2)}. 855. {(3,-2),(-2,3)}.

856. {(a#,fiﬂ)}. 857. {(£1,+4), (F5,+4)}.

858. {(12,11), (i%i%ﬂ)} 859. {(+1,F2),(+2,£3)}.
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860. {(il,j:Q), (:&:4—\3/5,;57\/3)}.

861. {(4,1),(1,4)}.

862. {(ﬁ:5, +2), (£2,£5), (Ngf @7 ’2‘/5; @) ,

(-2%1@ Qﬁi\/@) }

2 ’ 2
863. {(6,4),(—4,—6)}. 864. {(5,3), (=3, —5)}.
865. {(25,9),(9,25)}.  866. {(£9,+4), (+4,£9)}.
867. {(9,4),(4,9)). 868. {(9,16),(16,9)}.
869. Isti skup parova kao u prethodnom zadatku.
870. Isti skup parova kao u prethodna dva zadatka.
871. {(7,2),(2,7)}.  872. {(9,4),(4,9)}.
873. {(9,4), (4,9), (=9, —4), (—4,—9)}.  874. {(125,8), (8,125)}.
875. {(5,4),(4,5)}. 876. {(£15,+7)}, (homogeni sistem).

877. {(0,0),(3,2), (—%,—%)}. 878. {(£7,%5), (£3V3,FV3)}.

879. {(+2,+4), (+v2,4£3v2)}.  880. {(15,11) (i£ i[)}

881. {(+5,+1)}. 882. {(:&:G,ig) (i%ﬂ[uﬁﬁ)}.

883. {(il,ig) , (:&:ﬁ :&:é)} 884. {(+2,+3),(+2,F1)}.

6 6’ 6
885. {(a+b,a—b),(—(a+b),b—a)l.
3m\/_ 5m )}

886. { (£2m, +£3m), (

w {(1249) (2750

888. {(+mv2,+v2),(£(m —1),£(m —1))}.
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889. < (4+2a, F4a), (i2 V2 F 5‘1\[)}

U
s {l0, (2255, ) (- o)
{

891.

(v vam)

892. {(0,0), (m(m+2),2(m +2))} (m > —2).

893. {(a,+Vva% —4b2)} (a® > 4b%, b # 0).

894. {(6,3,2),(6,2,3),(5,3++v3,3Fv3)}. 895. {(8,6,10), (6,8,10)}.
896. {(2,5,43), (2, —5,43), (=2,5,43), (-2, -5, £3)}.

897. {(2,5,3),(=2,—5,—3)}.  898. {(0,0,0), (ié%%)}

899. {(2,4,6),(4,2,6),(—2,—4,—6), (—4, -2, —6)}.

oon, { (12,425,

901. {((a+0b),£(a—1),0);(—(a+b),£(a—b),0)}.
902. {aQ, b2, 2ab), (b%,a?, 2ab), (ab, ab, a® + b2)}.

a—1 a+1 3—a 1—a l1+a a—3
903'{(2’2’2)’(2’*2’2)}'

904. {(mQ—l—m—&—?,mQ—m—2,mQ—|—2)7

9m®+3m+14 9m* —3m+2  9Im* 410
3 ' 3 ’ 3 '
905. Eliminacijom y dobijamo jednaginu 72* + 8kz + k? 4+ 63 = 0.

1° Diskriminanta ove jednacine je D = 36(k® — 49). Da bi sistem imao jedno
reSenje, mora biti D = 0, odakle je k = —T7ili k = 7.

2° Da bi sistem imao dva realna reSenja, mora biti D > 0, pa je u tom slucaju
k< —=7ili k>7. Uslucaju =7 < k < 7, sistem nema resenja.

906. Za k=0, k = —v20 i k = v/20 reSenja su realna i jednaka. Za |k| < 20
sistem nema resenja, za |k| > /20 sistem ima dva resenja.

907. Jednaka za k = %4, razlicita za —4 < k < 4.
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908. Jednaka za k = 3 ili k = 11, razlicita za k < 3 ili £ > 11.

909. Jednaka za k = 2 ili k = 6, razlicita za k < 2 ili kK > 6. Za ostale
vrednosti k£ sistem nema reSenja.

910. Eliminacijom y dobijamo jednaginu (1 + a?)z? + (18a — 4)z + 80 = 0.

1° Diskriminanta ove jednagine je D = 4(a® — 36a — 76). Da bi sistem imao
jedno resenje, mora biti D = 0, odakle je a = —2 ili a = 38.

2° Da bi sistem imao dva reSenja, mora biti D > 0, pa je u tom slucaju a < —2
ili @ > 38.

3° U ostalim slucajevima sistem nema reSenja u skupu realnih brojeva.

V3 V3 V3 V3

911.8,)1 az—?\/az?, 2 a<—?\/a>?,

o \/g \/g

3 *?<a<?.

b)loa:—\/i\/a:\/i; 2°a<—vV2Va>v2 3° —V2<a< V2

1
2
1 3 3 1
Za k = 5 reSenja su: (75,*1) ) (1—07 5)
3 5 11
Z = — S i N b 1 a) =
ak 2resenJasu (2, )7(275

3 1 3 27 1 7
S k< — o —1,-= 22 2, ——=.
b) Q_k_ 2’(273)7< L, 2>7<575)7( 5’ 10)
.. 3
913. a) Resenja su realna za k = 4: [ 15, —3 , (10, -1).

b) Resdenja su realna za k = 2: (f%, g) ,(—3,15).

914. Dati sistem ekvivalentan je sistemu
y=—a+20—4dNy=—ax—-2<=2=—(z—1)° —3Ay=—z—2.
Grafik linearne jednacine u Dekartovoj ravni je prava linija, grafik kvadratne

jednacine je parabola, sa maksimumom tacki T'(1,—3) (slika 17); A(2,—4) i
T(1,-3).
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'
Y
12 N
ol 11 T
—3L> i o
—4
SIL. 17. SI. 18.

915. Za z # 0 dati sistem ekvivalentan je sistemu
12

y=—c+7TANy=—.
x

Grafik je prikazan na slici 18. Prva jednacina ima za grafik pravu liniju, a
druga hiperbolu (funkciju indirektne proporcionalnosti). Prese¢ne tacke prave
i hiperbole su A(4,3) i B(3,4). Resenje sistema su parovi {(4, 3), (3,4)}.

916. A(5,0), B(2,3). 917. {(2,3),(—3,8)}.
918. {(2,1),(-1,-2)}. 919. {(3,-2),(-2,3)}.

920. Zadatak se svodi na sistem 2x + 2y = 28 A xy = 48, odakle nalazimo
r=8cm,y=6cmiliz=6cm, y=38cm.

921. {(12,13)}.

922. Neka je trazeni razlomak 2 Tada imamo sistem
Yy

+Z=29Nz+y=".

SHEESS

z

Y
S . . S .2.5

Resenje sistema je (5,2) i (2,5), pa su trazeni razlomci sz

923. Ako je trazeni broj 10z + y, imamo

r+y=8A(10z+y)(10y+2) =1855 <= (e =5Ay=3)V(z =3 Ay =5).

Dakle, trazeni broj je 53 ili 35.
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924. Ako su cifre trazenog broja z i y, tj. ako je taj broj 10x + y, imamo
1 2
Oz +y —84

Jedino resenje je dvocifreni broj 82.
925. {(7,5)}. 926. {(15,5)}.
927. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
2z — 3zy + 8xy — 12y° =28 tj. (2z — 3y)(z + 4y) = 28.

Kako je broj x + 4y ¢inilac broja 28 i posto je z + 4y > 5, poslednja jednagina
ekvivalentna je sistemima
(x+4y=TA2c—3y=4)V (z+4y =14 N2z — 3y = 2)
V(z+4y =28 A2z — 3y =1).

U skupu prirodnih brojeva samo poslednji sistem ima resenje (8,5).
928. a) Eliminacijom z iz datog sistema dobijamo
yz—y—z=5<=yz—y—z+1=6<(y—1)(—1) =6.
Neka je y < z. Tada je poslednja jedna¢ina ekvivalentna sistemima
y—1=d1Az-1=46; y—1=4+2Az—-1==3.

Iz prvog sistema imamo (y = 2,z = 7) V (y = 0,z = —5), a iz drugog (y =
3,z =4)V (y = -1,z = —2). Zamenom tih vrednosti y i z u jednoj od
jednacina datog sistema dobijaju se odgovarajuce vrednosti za x. ReSenje
datog sistema su trojke {(5,2,7),(19,0,-5),(7,3,4),(17,—1,—2)}. Kako je
dati sistem simetrican u odnosu na y i z, to su za |y| > |2| reSenja (5,7,2) ili
(7,4,3).

b) Ako elimini§emo z iz datog sistema, dobijamo

3z—4 5

2z —6y —6z2=-8<=y(z—3)=3z—-4<—=y= PO :3—1—2_3.

Da y bude ceo broj, izraz z — 3 mora biti +1 ili £5, pa je z1 = 4, 22 = 2,
z3 = 8, zZ4 = —2.
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Odgovarajuca reSenja za iy su: 1 =9, 2 = =3, 23 =9, x4 = —3; y1 = 8§,
y2:727 y3:47 y4:2

Prema tome, sistem ima ¢etiri reSenja u skupu celih brojeva
{(97 87 4)7 (737 727 2)7 (97 47 8)7 (737 27 72)}

929. U skupu prirodnih brojeva reSenja su: (4,13, 3); (8,6,6), u skupu celih
(4k,20 — 7k, 3k); k € Z.
930. U skupu prirodnih brojeva resenja su: (4,3,1) 1 (8,1,2).

931. Neka m i n oznacavaju broj stranica poligona ¢iji su unutrasnji uglovi

redom « i . Kakojea:(mr_nmﬂ-iﬁz(n_nmﬂ- jednakost av: 3 =3:2
osta'ew—§<:>m— in
POSKE 0 " )ym T 2 “6-n

Ova jednakost ima smisla za n = 5, a iz prirode problema proizilazi da mora
biti n > 3. Prema tome, sledeéi poligoni imaju osobinu o : 8 =3 : 2

n=3im=4n=4im=8 n=5im=20.

932. Ako jednu silu ozna¢imo sa x, a drugu sa y, onda je
22 4+ y* =289 A (z — 3)* + (y + 8)% = 400,
sledi z =15 Niy=8N.
2.7. Iracionalne jednacine i nejednaéine
933. Ako je 25 —x? > 0 A7 — x > 0, onda vaze ekvivalencije
Vs —a2=T—2e=25-2’=(T—2)’AT—2>0
=2’ -Tr+12=0A2s<T+>z2=4Vs=3A2<T.

Resenja su 31 4.
934. Resenje je 5.

935. Data jednacina ekvivalentna je sistemu
20 + 7= (2> -4’ N2® —4>0,
pa je
(x=-3Vz=3Vz=—-1Vz=1)Az € (—oo0,—2]U[2,400).

Prema tome, resenja su —31i 3.
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936. 3. 937. 6. 938. 7%_ 939. 3. 940. 4. 941. —6.

942. —7, —/37,V/37,7. 943. 2. 944. —/2. 945. 1. 946.

947. 9, %. 948. 4.

949. Pod uslovom 104+ >0A10—x>0A2c—82>0, tj. 4 <z <10,
data jednacina ekvivalentna je sa

(V10 + z)° = (V10 — = + v2z — 8)°.

Poslednja jednacina ekvivalentna je sistemu z? — 14z +48 = 0 A4 < z < 10.
ReSenja ovog sistema su x1 = 6 1 x2 = 8, a to su istovremeno i reSenja date
jednagine.

950. 11. 951. 1. 952.

N | Ot

953. 6. 954. —37,6. 955. 1.

956. Uvesti smenu vz2 — 9 = z. ReSenja su —5 i 5.

957. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
2 — 20+ 6+ a2 —2z+6=12.
Smena 22 — 2x + 6 = t. ReSenja su —11 3.
8 5 2
958. — -, 1. 959. —— 2. 960. —-,3. 961. —2.
37 27 37

962. Imamo sukcesivno niz ekvivalencija
2
2% —1 —1 —1
x = _ x -0
x x x
21 —1
=/ VaFil-1—4/% =0
x x
2 _ _
== 1:0v\/x+1ﬂ/xm171:0.

Iz prve jednacine sledi da je z1 = 1. Druga jednacina ekvivalentna je jednacini
(2 —z)—2V222 —24+1=0<= /(22 —2-1)2=0<=2"—2—-1=0.
1++5

ReSenja date jednaline su x1 =11 z2 = 7
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963. Smena /z =u, x =8. 964. Smena J/z = u, x = 64.
965. Smena Va? = u, x = 1024.  966. Smena Vz = 2, x = 64.
1

511
968. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

is/a+x+4€/a7317:5
a—x a+x

a+x 3 63a

a—z 127 %5

969. Smena vz —1 = y svodi datu jednacinu na ekvivalentnu jednacinu
ly—2[+Jy—3/=1paje2<y<3,a5<z<10.

970. x =15. 971. 5<x <8 972. 2<z <5,

973. x:fi—;. 974. x:3,m:f% 975. x =2, x = —4.

967. xr1 = 2, To =

Smena

976. Smenama 8 — z = u® i 27 4+ x = v® dobija se sistem
2 2
u —uw+v =7TAu+v=>5

Resenja ovog sistema su: (3,2) i (2, 3).

ReSenja date jednacine su: ¢ =01iax = —19.
190 2185
7. v=—, 0= ——.
YT 630" T s

978. Smene 4(3x +4) = v® i 3(4x —7) = v3. Tadajeu—v =1Au*—v® =37,
Ako se druga jednagina napise u obliku (u — v)((u — v)? + 3uv) = 37, dobija
se sistem ©w — v = 1 A uv = 12. ReSenja date jednatine sux =4ix = fg.
979. =0. 980. zx=1ix=—-1.

981. Nekaje Vo 1o =ui Vo —1=w. Tadajeu—v=2Au*—0v* =16,
odakle se dobija da je v =0, u = 2.

Resenje jednacine z = 1.

982. z1 = -8, 22 =8 983. 21 =5, z2 = = (Smena {/(7x — 3)3 =vy).

o

984. { Lfb } 985. Identican skup reSenja kao u predhodnom zadatku.
a

986. {—2,—2}. 987. {—2,2}.
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988. Identican skup resenja kao u prethodnom zadatku.
989. {—a,a,0}. 990. {—m,m}. 991. {—a,a}. 992. {—m,m}.

993. {%a2,6a2}. 994. {%m2,5m2}. 995. {a®> — m?}.
996. Isti skup resenja kao u predhodnom zadatku.  997. {13}. 998. {3}.
999. {—8,18}. 1000. {16,9}, (smena: \/Z =1). 1001. {%"}
1002. Reciproc¢na vrednost reSenja prethodnog zadatka.

9 25 ) S x4+3
1003. {0, 16a}. 1004. { . } 1005. {~4;5}. (Smena: —— = 1°).

1006. Posle kubiranja leve i desne strane date jednacine, dobija se jednacina

V(7T —3x)2 —3Y7T—3x+2=0,

1
zatim smena: /7 — 3z = u, itd. Reenje: {—g, 2}.
1007. Posle kubiranja leve i desne strane date jednacine dobija se jednacina

(V52 —9)*+2¢50-9-3=0,

1
smena: /5x — 9 = u. ReSenje: {—38, 2}.

1008. {79,%}. 1009. {—22;2}.

1010. Podeliti datu jednaéinu sa &/(m + 7z)(m — 7x), itd.
o 9
Resenje: {O, 65m}.

2 5 3 3
1011. {1,3}. 1012. {71,5}. 1013. {g} 1014. {g}

1015. {—1—?,2}. 1016. {a —b,a + b}.

1019. Data nejednacina ekvivalentna je sistemu nejednacina
(+7>0A20—-1<0)V (Vo +7)*>2z-1)>A22—-1>0).

Odakle se dobija da je -7 <z < 2.

1
1020. z > 10. 1021. z € (—o0,—2] U {6,65).
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1022. a) a € ( ,+oo); b) z € [~2,2).

46 61
1023. 1,— ); —00,—— |.
023 a)xe{,lg), b)xe( 00, 15)
1024. z € (—o0, —2) U (5,51—93). 1025. x € [-2,2).
1026. x € [-0,5, 3—2/3). 1027. = € (344 6v/33, +0).

1028. z € {g, 15). 1029. 0 <z < 2.

1030. Sve potkorene veli¢ine imaju zajednicki ¢inilac x — 3. Posle deljenja
date nejednacine sa v/x — 3, dobija se nejednacina

\/x75+\/x+5>2\/x72.

2
Resenje date nejednacine je x > 5§.

1031. > —4. 1032. 3 <z < +oo. 1033. z > —1. 1034. z € (0, 3).

1035. z € {2,3). 1036. z € (27\/3,+00>.

14++v13 1
6 )
1039. Skup kome pripadaju resenja date nejednacine je = € [0, +00), te su
obe strane nejednacine x > 1 — /1 — x pozitivne, te se kvadriranjem dobija
nejednagina « > (1 — ¢/1— 2)?, ekvivalentna datoj. Smenom /1 —z = y,
dobijase 1—¢y* > (1—-y)? <= 1y*+9y> - 2y<0 <=y < 2A0<y <L
Rezultat: = € (0,1) U (9, +00).
1040. 2 <z < 3. 1041. z € (—o0,1] U (2, +00).

1037. z € ( } U[2,400). 1038. z € [-+v/2,0)U (1, v2].

1042. Koreni na levoj strani date nejednac¢ine su definisani za
(1) -1 <z <3

Kako je leva strana nejednacine veéa od 0,5, veca je i od 0, to reSenja ne-
jednagine treba da zadovoljavaju i uslov /3 — x —+/x + 1 > 0. ReSenje posled-
nje nejednacine je z < 1. Ako se uzme u obzir (1) dobija se

(2) —1<z<1.
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15
Kvadriranjem date nejednacine dobija se v3 —z-Vox +1 < 3

Ponovnim kvadriranjem i sredivanjem dobija se 64z — 128z + 33 > 0.

Njena reSenja su

1 1
(3) m<1—g7 m>1+g.

V31

Iz (2) i (3) dobija se resenje date nejednacine —1 <z < 1— 3

V2 2 1 45
1043.1’6{*7,0 U 0,5 . 1044. x € *5,0 U 0,§ .

49
1045. z €[0,1) U {%, +oo).
1046. Data nejednacina se svodi na sistem nejednacina

2

—x°+2r+1 2

P ———— 2 — >
22— 1) >0A z° >0,

odakle se dobijaju sva regenja z € (—1, 1 — 2] U (1, 1 ++2].
1047. z € (—1,— 2[—3] 1048. -2 <z < 2.
3 VvV17T—-1

<z <

1049. —
2~ 2
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3. EKSPONENCIJALNA I LOGARITAMSKA FUNKCIJA
3.1. Eksponencijalna funkcija

1050. Da bismo nacrtali grafik funkcije y = 3%, odredi¢emo uredene parove
(z,3%) za vrednosti argumenta: —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3. Na taj nacin dobijamo
skup uredenih parova

{(_37 2_17) 7 (2, %) , (_1, %) (0,1, (1,3),(2,9), (3, 27)} .

Ucrtavanjem tacaka iz ovog skupa u Dekartov koordinatni sistem i njihovim
povezivanjem jednom glatkom krivom dobijamo grafik funkcije y = 3% (slika 19).
Promene funkcije prikazane su u tabeli

| 0o 1/ 4o

— N—
O 0]
Sl 19. S1. 20.

1 x
1051. Slicno kao u prethodnom zadatku, grafik funkcije y = <§> mozemo

skicirati pomoc¢u skupa uredenih parova

{(73, 27), (=2,9), (—1,3), (0, 1), (1, é) : (2, é) , (3, 2—17> }

Promene funkcije date su u tabeli

T | —0o0 0 +o00
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Grafik je prikazan na slici 20.

1053. Grafik datog preslikavanja prikazan je na slici 21. Tok funkcije prikazan
je u sledecoj tabeli

| |
y y
P 1
:\\ //: 3
______ e - — | SN—
10 1 x —1 [9) 1
Sl. 21. Sl. 22.

1054. Grafik je prikazan na slici 22. Tok funkcije prikazan je u tabeli

x | —00 -1 1 +o00

f@ | o o 37 f@=3' 3 . 0

>
1055. Iskoristiti jednakost: Va2 = |z| = v (v20),
-z (x<0).
|
1057. Grafik je prikazan na slici 23. Y
3 2 1 1
1058. a) 1,51 >1,53; b) 373 >3 2;
1\ V2 1 3 ) | L AN
1059. a) n>m; b)y > . o .
1060. a) 1<n<2; b)-3<n<-2 SlL. 23.

1061. 2° — 16 =0 <= 2" =2' <=z =4.
Data funkcija ima jednu nulu x = 4. Pri nalazenju nula date funkcije resili
smo eksponencijalnu jednacinu.
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1062. Grafici su prikazani na slikama 24a i 24b.

a) b)

Sl. 24.

1063. Grafici su prikazani na slikama 25a i 25b.

a) b)
) Yy
y=1 j
(0] 0
xr Y= —1 x
Sl 25.

1064. Grafici su prikazani na slikama 26a i 26b.

Sl. 26.
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1065. Grafici su prikazani na slikama 27a i 27b.

a) b)
Y Y
€T X
Sl. 27.
1066. Grafici su prikazani na slikama 28a i 28b.
a) Y b) Y
1
0]
0 z A v
Sl. 28.

1067. a) z € [3,+00); b) z € [1,+0).
1068. a) z € [-1,1); b) z €[0,4).

3.2. Eksponencijalne jednacine i nejednacine

1069. Prilikom resavanja eksponencijalnih jednacina najceSée se obe strane
jednacine svode na stepene jednakih osnova, iz Cega se zakljucuje da su i
izlozioci jednaki.

)" B =16= 2" == -3 =d<==T;

) 2z 16 2 2z 2 4
i vs 32 —3x __ i ohs 3—630 _ 3—330—9
T — (3°)7" = 3 = =
= br=-3r—-9<= -3z =-9<«= =3

C) 9—330
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1070. a) —2;2; D) %
1071. a) 3.
b) Data jednac¢ina ekvivalentna je jednacini 4* — (4 + 1) = 320. Dalje je
47 (441) =320 <= 4" -5 =320 <= 4" = 4* «—= 2 = 3.
Jedino reSenje je, dakle, z = 3.
1072. a) 4; b)2. 1073. 4.
1074. Posle transformacije, dobija se da je data jednacina ekvivalentna jed-

2w+1 1
nacini (5) =1, odakle je 2z +1 =0, tj. x = —5

1075. 3'12@—1 _gbe—1 _og7de—l 4 gy3etl — 9199
gl2z—1 _ gl22—2 _ gl2z—3 _ 312244 _ 91g9
<= 31277332 —3 - 14+37) = 2192 <= 3'273.2192 = 2192
1

<:>312””’3:1<:>12x:3<:>x:1.

Prema tome jedino reSenje date jednacine je x = 1

1076. a) Data jednacina ekvivalentna je jednacini 5% — 20 - 5° — 125 = 0.
Smenom 5% = z prethodna jednacina postaje 22 — 20z — 125 = 0, pa je z1 = 25,
z2 = —b. Iz uvedene smene za z = 25 dobija se

57 =25 <= 5% = 5% < x = 2.

Za z = —b5 imamo 5° = —5. Ova jednacina nema reSenja u skupu realnih
brojeva. Prema tome, jedino reSenje je x = 2.

b) Smenom 5% = z data jednacina postaje 2> —10z—375 = 0, odakle je z1 = 25,
2z = —15. Jedino reSenje je x = 2.

1
1077. a) 1,—3; b) 1, 1. 1078. #; =4, x> = 16.

1079. Data jednacina ekvivalentna je jednacini 11%* — 23 - 11% + 22 = 0.
Smenom 117 = z ova jednalina postaje 2% — 23z + 22 = 0, pa je z1 = 22,

log 22
zo = 1. Za z = 22 iz uvedene smene dobijamo 11¥ = 22 odakle je z = log Th
og
Za z = 1 iz date smene dobijamo 11 = 1. Iz toga proizlazi da je x = 0. Prema

log 22 ;
log 11

tome, resenja su
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1080. 1 i 2.

1081. Smenom 2V®~2 = z data jednagina se svodi na z*> — 10z + 16 = 0.
Resenja ove kvadratne jednacine su 2 i 8. Dalje je

(2" =22 2" 2 =8= Vo -2=3 <=z =11)
V2V P =25 2" =24 Vo 2=1 <=2 =3).
Sva reSenja polazne jednacine su 3 i 11.
1082. Uvodenjem smene YT = dobijamo da je jedino reSenje z = 9.

1083. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

22(ac+\/ac2—2) _5. 2—1 . 2:0-&-\/:02—2 —6

2_ . .- . v
Smenom 2*+tV®*~2 = » ogva jednagina se transformise u 222 — 5z — 12 = 0, ¢ija

sureSenja z =41z = —g. Zamenom u 2°TV#* =2 = 4 dobijamo da je jedino
resenje z = .
1084. (2%-3)" — g (2%-3)% = —288 <= 24" = 576 <= 24" = 24%> <=2 = 2.

1085. Oznacimo datu jednacinu sa I. Tada je

1 1
T+<=2". (142 1)=3"2.341)«=2".3=3"2.8

3
2295—3 _ 330-5 2295—3 — (\/§)2$—3

) 2zx—3 3
<:>(—) =1<ﬁ2$*3=0<:>$=§.

V3

Prema tome, jedino resenje je

N | W

(S

1086. (2\/12 1334 6@) _ 2?20

1 1
= (4V3+2V3+2V3)5 =371 = 37 = g7 oL
<:)m2f:v71:§<:)2x272m73:0

_1=VT 14T

<
v 2 v 2




262 3. Eksponencijalna i logaritamska funkcija

1087. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
(v2-v3) + V2rVBVEoVB) Ly
V2-V3

( 2—\/§)I+W=4.

@ 1
Uvodenjem smene ( 27\/5) = z dobijamo z 4+ — = 4. Dalje je
z
z+§:4<:>22742+1:0<:)z:2+\/§\/z:27\/§.

Na osnovu uvedene smene dobijamo ( 2 — \/5) =243, pajex=2Va =
—2.
1088. Sli¢no prethodnom zadatku dobijamo dva reSenja —2 i 2. 1089. 1.

2 1
1090. Data jednacina ekvivalentna je jednacini 2= —4,25-2= +1 = 0. ReSenja:

1 21
~5 3 (smena 2= = z).
1091. Vaze ekvivalencije:
z—1 z+1 z—2 z—3 z—3 z—2
372 —273 =23 432 <32 -3-1)=2"3 (2+1)

r—5
— z—5 .
32 =23 <:>(\/§)z’5:(€'/§)’*5<:>(§> =1
V2
Odavde proizlazi da je xt —5 =0 <=z = 5.

1092. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
5 2z—8
(;/5) =1l<=2r-8=0<=z=4
V4
1 5
1093. 81. 1094. 3, 5 1095. 25. 1096. 3
1097. =-2VvVze=3. 1098. x=-1Vz=1.

1099. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

2z +1)% = (2 — 1)* < (ifjll)z =1

2¢ +1

<~ zrz=0V
rz—1

=l<—= 21 =0Vaxy=-2.
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1100. z =6. 1101. z=1.
1102. Smena: ¥/10=t, £ =0,5. 1103. z=0.

1104. Data jednacina ekvivalentna je jednacini:

4 2 4 2
395—30—6:730—30—6 $4—$2—6:0

—?=3val=-2<2=+V3Vz=4iV2.

1105.  =0,5. 1106. z = 1.

_log(a —b)

1107. z =
‘ log(a + b)

(a>b>0). 1108. p=—0,5. 1109. b=1.

1110. a) Data jednacina ekvivalentna je konjunkeiji y = 2* Ay = f%x + 5.
Prema tome, resenje date jednacine je apscisa presecne tacke eksponencijalne
funkcije y = 2% i prave y = —5% + 5.

Sa grafika tih funkcija vidi se da je preseéna tacka A(2,4).

Prema tome, jedino resenje je x = 2. Bez teSkoce se proverava da je to zaista
reSenje polazne jednacine.

itamo

W | Ot
¢

2
pribliznu vrednost za y. Na taj na¢in dobijamo y ~ 2,4.

—5 5
b) Kako je { (l> = 24, sa grafika funkcije y = 2 za z =

1112. a) Kako je y = a” rastuca funkcija za a > 1, imamo

57z+3>573<:>7x+3>73<:>x>fg.

Prema tome, data nejednacina vazi za x € (,? +oo).

b) z € (—o00,—3); c¢) x € (—o0,—2) U (2, +00).

1113. a) z € (0,400); b) z € (—o0,1).

1114. z € (—oo — 2) U {1}, (smena 2% = y).

1115. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini
g2t 3920 g <,

Resenje date nejednacine je 0 < z < 2, (smena 92—’ Y).
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1116. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini

2 +4z+2
.37 42 0.3 2 4+3<0.
z2+4z+2
Resenja date nejednacine su —4 < z <0, (smena 3~ 2 =y).

1117. 0 <z < 0,5. 1118. 0 <z <2. 1119. —/3 <z < +/3.
1120. = € (0,4+00). 1121. z € (3,400). 1122. z € (0,1).

1
1123. z € (—00,0) U {57—&-00). 1124. z € (0, +00).

1125. 00,0,5) U (1, +00). 1126. z € (2,40).
1), 1128. z € (—1,0)U (0, 1).

1
3,—v6) U (=v6,-2) U [2,v6) U (V6,3).
1,0) U (0,1) U (1, 2).

z € (—
1127. z € (—
1129. z € [—

z € (—

1130.

1 1
1131. z € {—1,——} U {—1} 1132. z € (—1,3).

V2] V2

1133. Deljenjem datih jednacina sistema dobijamo jednacinu

2 I*y_g<:>$_ =1
3) T3 v==

Rezultat: (2,1).
1134. (3,1) 1135. (5,2). 1136. (12,15). 1137. (5,4).
1138. (5,3). 1139. (4,2), (smena: 2°TY = u; 2°7Y = ).

1140. (12,10); (—10, —12). Smena: 3\ =u 2yl
. ) ’ ) . . 2 - ™% 3 - U.

1141. (18,12). 1142. (logb— og 2 log ™ - log 9).
m a a™ a

1143. (1,1); (16,4). 1144. (1,1); ((g)ﬁ , (%) ppg).

b a
2b—2a 2b—2a
1145. log b 7 logb
log a loga
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a

b

2(b—a 2(b—a

1146. (logb) ( )7(logb) (b—a)
loga log a

1147. (1,1), (%%)

12
1148. Iz prve jednaline z = y=t¥ | zameni se ova vrednost u drugu jednacinu,

itd. Resenja: (1,1); (4,2); (1,-1); (9, -3).

1149. (1,1); (—1,1); (% é/ﬁ). 1150. (log, 100, 1); (122182,101).

1151. Prva jednacina ekvivalentna je jednacini

x _ c _ z _
logbloge ~ logaloge ~ logalogh

Odavde se dobija = = klogbloge, y = klogalogc, z = klogalogb, gde je

+d
k= 2 2 2 2 2 2 -
log” alog” b+ log” blog” c + log=blog” ¢

1152. (2,2,1).

3.3. Logaritamska funkcija. Osnovna pravila logaritmovanja.
Dekadni logaritmi

1153. Primedba. a) Posto je logaritamska funkcija inverzna eksponencijalnoj
funkciji, njen grafik je osno-simetrican sa grafikom eksponencijalne funkcije u
odnosu na pravu y = z (osobina inverznih funkcija — I razred). Prema tome,
grafik funkcije y = log; « dobija se simetricnim preslikavanjem grafika ekspo-
nencijalne funkcije y = 3% u odnosu na pravu y = z (sl. 29).

€L
y = 1022

ol /h x

S1. 29. S1. 30.
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b) Grafik logaritamske funkcije moze se priblizno skicirati izra¢unavanjem log-
aritama za pojedine pogodno izabrane vrednosti nezavisno promenljive. Tako,
na primer, za funkciju y = log,  podesno je uzeti

111
- =, =, 1,248 ...5.
me{8747277777 }

Tada je y € {—3,—-2,-1,0,1,2,3,...}. Grafik je prikazan na slici 30.

1154. Grafici datih funkcija prikazani su na slici 31.

Y y =logyx +2 Y
y =log,x
/_y =logyx — 1
y=logyx —2
/2/1;"” B2t -1 1
Sl. 31. Sl. 32.

1155. Grafici funkcija pod ¢) i d) dobijaju se pomeranjem grafika funkcije
y = logs x za 1 ulevo (slu¢aj c)), odnosno za 1 udesno (slucaj d)).

1156. a) Kako je y = log1 Va2 = logi |z| imamo y = logi =z (x > 0) i
2 2

2
y =log1 (—z) (z < 0); grafik je prikazan na slici 32.
2

1157. a) z € (—00,0) U (2,4+00); b) z € (—o0,—3) U (3,400);
c)x € (foo,f%> U (3, +00).

1
1158. a) z € (—oo,O)U(%,—&—oo); b)le\/m:—g; c)ng\/m:—l.

1 1 3
1159. a)xe(foo,O)U(i,+oo>; b)x:fi\/xz ; c)xzfl\/mzé.
1160. a) Jedna tacka; b) M(1,0).

1161. a) 0<z<0,5, 1<z<2 b)0<z<l.

1—
2

1+
2

S
1S

<zx<0,z>

2
1162. a) -3 <z < —3 b)
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1163. a) z € (—00,3) U (3,400); b) z € (—00,—1) U (1, +00).
10s. 0 ¢ (} )U<1,g) (22) woe (La),
1165. a) = € (—3,5); € (—4, +00).

1166. a) z € (4,4+00); b) z € (0,2).
1167. Grafici su prikazani na slici 33a i 33b.

a) b)

O xT

Sl. 33.
1168. Grafici su prikazani na slici 34a i 34b.

a)

Y

Sl. 34.

1169. Grafici su prikazani na slici 35a i 35b.

b)
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1170. Grafici su prikazani na slici 36a i 36b.

a) y b) \‘t/
1 \/

Sl. 36.

1171. Grafik je prikazan na slici 37.

1172, z=16. 1173. = -2V =2.

1174. A(2,4). 1175. = 0,1V z = 10000.
1176. k=4. 1177. A(0,25).

1178. a) log, 3 > log, v/2; «¢) log% V5 < log% 2.

1179. a) m>n; b)n>m; c¢)m<n; d)n<m. Sl. 37.

1180. a) Vazi ekvivalencija log, % =z <= 2" = L = 2" =2

) 128
x = —7. Dakle, log, 128 = -7, b) —4; ¢) 3.

1181. a) 4; b)6; ¢)8 g)8 1182.a) —6; b)3; c¢)1;

3 1
1183. A=4¢-2,——,—-1,-,1,25.
{ ) 27 727 ) }

1184. Primenom identiteta (1) dobijamo: a) 81; b) 1000; c¢) 512.

1185. a) 0; b) 6. 1186. a) —144; b) 0. 1187. a) 655; b) 600.

1188. f%. 1189. 21.  1190. c) %(log5+4loga+310gb).

1191. a) log4 + 2loga + %log7flog57210gbf élogQ;
1 1
b) log 8 + 4loga + ilogb—?)logc— §10g17;

c) i(10g3+210ga710g573logbf7logc).

1192. a) logz =log3 + 2loga + logh — 2logc — i(logd+3loge);

b) logz =5 (log5+210ga+nlogb+ glogc—&— %logd);
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c) logp =log R + log 7 + log(R + s);
1

d) log P = E(logs + log(s — a) + log(s — b) + log(s — ¢));

e) logV:2loga+logH+%log3flog4.

3
1196. a) x = 40; b)z =} b—\/f; c) ¢ = \/badb/c.
a
7rr2H.
3 ,
3/uy3 — 23 2 e —
1198. a) A= VY 2. =BV Z
y2zv/x — 1 33 + 23

1199. Kako je

473
3

1197. a) V = b) V=mr’H; c)V =

log, N =z <= a" = N < (a")’ = N’ <= (4")" = N’,
logaritmovanjem poslednje jednakosti za osnovu a® dobijamo z = log,o N b
Dakle, log, = log,, N°.

1200. Kako je a8’ = b, to je

log,

log, a b =log, b <= log, b-log, a =1,

¢ime je tvrdnja dokazana. Taj identitet se Cesto koristi pri reSavanju zadataka
u kojima je potrebno izvrsiti razmenu mesta osnovi i argumentu jer je log, a =
1

log, b’
1201. Ako je a € RT\ {1} i b € RT, onda je log, b realan broj i
T T logcb
log,b=2xa" =b&log.a” =log.b& zlog.a=1log. b 2x=—",
log.a
. . . log. b . .
pa, s obzirom na to da je log, b = x, imamo log, b = Tog.a’ ¢ime je dokaz

zavrsen.

1206. Da bismo dokazali ekvivalenciju, dokazacemo dve implikacije:

(1) a® +b°> =Tab = log @ = % - (log |a| + log |b]);

(2) log Ja ;r o % - (log |a| +log |b]) = a” +b* = Tab.
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Prva implikacija proizlazi iz

a® +b°> =7Tab = (a+b)> =9ab = |a+b|\/E
a+

3
la+b] _ 1
= tog 20 = 1 (log]a] + log b))
Druga implikacija proizlazi iz
|a§b| = % - (log |a| + log |b]) = log @ = log Vab
2
@Z\/@é a® 4+ b* = Tab.

Iz (1) i (2) sledi tvrdenje.

1208. 5. 1209. 275 1210. 20.

1211. Kako je

1 1
" log,(abc)  log,a+log, b+log,c 1 1 17
p q log.x

r =log,,.

TPq
pg—71p—"Tq
1212. Primenom identiteta iz zadatka 1201 dobijamo

imamo log, x =

log; 100 log; 2° +log; 5°  2log; 2 +2log; 5  2a+2
logs 45 = logg 5 +logs 32 logg5+2logs3  1-+2b°

1213. Sli¢no kao u prethodnom zadatku, dobijamo

log,s 100 =

d—c
1 2,5 = ———.
870 % c+d+1
1214. M. 1215. w. 1216. M
3a 2a n+1
1217, — 2271 1998, 3079 F2 4019 31— a—b),
a 2a
2—a 1+ ab

1220. 1 —1 1221. =—% 1202, "%
8abe ¥ athb a(8 — 5b)

1223. Posto je 2-5 = 10 <= log2 + logh = 1, tada su log2 i log 5 resenja
kvadratne jednacine 22 — z + k = 0 (Vietove formule),

1+ V1 4k 1-V1—4k
- R Ay

I log 2 =
0g 5 , log 5
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1224. Logaritmovati leve i desne strane pretpostavki i eliminisati y.

1226. Kako je

a =log,, 18 =log,, (3" - 2) = 2log,, 3 + log,, 2
2 Lo 2 N 1 _ logz2+2
" logz 12  log, 12 2logz2+1  2log,2+1logy3 1+ 2log, 2’

to je
2 -«
1 log; 2 = .
(1) 083 2% — 1
Slicno je
B = logy, 54 = log,, (3% - 2) = 31ogy, 3 + logy, 2
3 n 1 3—logg2
" log;24  log,24  3logz2+ 1’
pa vazi
3-8
2 log; 2 = .
( ) 0g3 Sﬁ -1

Iz (1) i (2) imamo

3—0 2 —«
e -p8)=1
31 206_1:>aﬁ+5(a 38)
. . . log.b .
1228. Primenom identiteta log, b = 1 gc imamo
og.a

2log,x  log,x | log,x

21 =1 1 =
O8m T =108, T + 108, T = log,m  log,k log,n

= 2log;, n = log, m(1 + log, n)
= log, n° = log, m(log,, k + log, n)

= log, n° = log, (kn)'*&x ™.

Poslednja jednakost daje n? = (kn)'°8 ™ &to je i trebalo dokazati.
1229. 0,77815; 1,17609; 1,47712; 2,35218; 3,73239.

1230. 1,14613; 1,54407; 1,69897; 2.

1231. 2,25772.  1232. a) 5386,2; b) 0,77738; c) 5,5556.
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1233. a) 814,32; D) 4,7685; c) 68,626. 1234. a) 0,53472; b) 3,3749.
1235. a) 1,71750; b) 4,00000. 1236. a) 192,91; b) 0,78684; c) 87,7797.

3

11

1237. a) Ako je A = , onda je

1
log A = logm + §log3flog11 = A =0,49467,

1
paje 1+ A =1,49467. Ako je x = /1 + A, onda je logz = 3 log(l1+ A) =
o =1,14336. b) 32431,1.
1238. a) —62,348; b) —25,395. 1239. a ~ 3,74 dm

1240. Zapremina lopte je V = %m*?’ = 9634, 0834 m>.

35,244/8
™

1241. Oyyaa = =31,73 cm. 1242. 2,9961.

1243. P = 510064472 km?, V = 1083206918 456 km®.  1244. 1770,705 m.
1245. ~ 22 sec 1246. z =4,15 km. 1247. 4724 m.
1248. 18,24 veka.

3.4. Logaritamske jednacine i nejednacine
1249. Data jednacina moze imati reSenja samo u skupu
D=A{z[5—2>0}N{3—2>0} = D={z|z <3}

Resenja date jednacine koja pripadaju skupu D nalaze se medu reSenjima
jednagine:

log(5 — ) +log(3 — ) =1<=log (5 —a)-(3—x)) =1

=’ —8r45=0<=z=4+V1lVz=4—V11
S obzirom na to da 4 + /11 ¢ D, jedino redenje je x = 4 — v/11.
1250. Data jednacina moze imati reSenja samo u skupu

D = {z|5 -2 >0} N {z|V35 —z > 0} = {z|]z < V35}.
Ako je x € D, onda je

3log(5 — ) = log(35 — %) <= (5 — ) =35 —
=2’ -5r4+6=0<=z=3Vz=2

Oba resSenja x = 2 i x = 3 pripadaju skupu D.
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1251. =9V =91. 1252. %0, 100.

1 1-v3  14V3 1

1258. a) 75,1072, 1072 ;  b) 75, 100. 1254,

10’
1255. a) 2 =3Vz=9; b)+2 4.

1256. a) log, (52°) -log2x = 1 <= (log, 5+ 2)logzz = 1

1
<= 2log2x +logsx —1=0+= (log5m:—1\/log5m: 5)

1
<:>m:g\/m:\/5.

b) log, log, x = log, 3 + log, 4 <= log, log, = = log, 12
= log,x = 12 &= o = 22

1257. a) 16; b) 0,01, 1000.

1
1258. log, V/5 + log, 5z — 2,25 = (log, V5)? <= 3 log, 5 +log, 5+ log, =

2
—2,25 = (%10&5) <= log?5—6log, 5+5=0+=1log,5=>5

\/logx5:1<:>m:\5/5\/m=5.

1259. 52(10g5 24x) 92— 5z+log5 2 52 logs 242z 510g5 2 51+log5 2 _
5log52.(5log52.52x_1_5m):0 25210_595_

<=>52’“:f%v52x:1.

Kako je 5%® > 0, jedino resenje je = = 0.
1

1=0

1260. z =2V =64. 1261. 9 9. 1262. 5. 1263. %

1264. Data jednacina ekvivalentna je nizu ekvivalencija

(I1+2+3+---+100)log,, z = 5050
<= 50501og,, z = 5050 <= log,, z = 1 <= = = 10.

1265.  =0. 1266. z=1. 1267.2. 1268.2. 1269. 3.
1
1270. 3. 1271. 100, - (smena z'°5V® =1¢).  1272. /3, 3.
1 1
1273. 9, 5. 1274. 5, 1,3 1275. 10, 0,1,

1
1276. ©1 =0. 1277. 1 =0. 1278. 21 =d?, 2 = -
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1279. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

(227 — 3) - logy & = (22° — 3) - loge (22 + 3) A z € (0, 400)
— (22° - 3)- (logg(2x + 3) — log, x2) =0Az € (0,+00)
2z + 3

xr2

3
=0Az€(0,+00) <=z =3Vr=/~-

ok

— 22" —3 =0V log,

1280. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

20 + 3 logy (22 + 3
log, logs (22 + 3) — log, log, P e 1 < log, gS(T—&—B) =1
8s z+1

2
< log;(2z 4+ 3) =2 - log, 5113 < logz(z +1)* = logs (2 + 3)

=’ =2Az € (~1,40) =z =V2.

1
1281. z=0. 1282. x = % 1283. 1 =8, z2 = .

1284. Data jednacina ekvivalentna je nizu ekvivalencija
log, (2* + 2z — 7) = log,(z° — 6z + 9)

> log,(z® + 2z — 7) = log, \/(z — 3)2

=P+ —T=|r—3 < z=-5.
S . . 3
1285. Vazi niz ekvivalencija za = > -3 ANx #—1

10g5, 4 7(2x + 3)° +logo, 5 (22 +3) - (3 + 7)) =4
< 2logs, 7 (224 3) + 1+ 1log,, s(3z+7) =4
1

<— 21 2 3 _—
Og395+7( T+ ) + 10g3$+7(2$ T 3)

-3=0
1
<= logs,,;(2x+3) =1Vlogs, ,(22+3) =0,5 <=z =
1286. x = —2.
1287. Data jednacina se svodi na ekvivalentnu jednacinu

logs (¢ — 22 — 3) =logs /(. + 7)2 <= a® — 2z — 3 = |z + 7|,

odakle se dobija jedinstveno reSenje x = 5.
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1288. Za datu jednacinu vazi niz ekvivalencija

7logz . <1+ 13) _ 510gz ( )

) ) log x
<:>7‘°“-7O:51°“~€8<:>( ) ( ) < logz =2 < x = 100.

1289. r=10vz =100. 1290. z=1Vx=2. 1291.m:g\/m:3.

1292, £ =100. 1293. z = % V=3

log, b
log,.a

c

1294. Primenom identiteta log, b = , vaze ekvivalencije

2log2 (2*-1)
log,

log, 3 logg 6
+log, 2" + =2 + —0—
82 o1 V6

10g2 2 IOgG ?

=0

< log, ((2" —1)-2%) —log,3 — 2 = 0 <= log, (2" — 1) - 2 =log, 3 + log, 4
= log, (27(2° — 1)) =log, 12 = (2")* — 2" — 12 =0.
Rezultat: © = 2.
1
1295. = =.
T3

x—1 z—1 -3

1296. a) 1 0= —— >l= —— <0<= 2<0
a) g5 > x+2> m+2< r+2<

<= z < —2. Data nejednacina zadovoljena je za svako z € (—o0, —2).

b) Data nejednacina ekvivalentna je sistemu z —2 > 0Az > 0Az —2 > z koji
nema resenja.

1297. Data nejednacina ekvivalentna je sistemu

-4
1.
+1<

m—4>0/\m+1>0/\logi

ReSenja ovog sistema istovremeno su i reSenja date nejednacine, a to su vred-
nosti z iz intervala (4, +00).

1298. -3 <z < 2.

1299. a) Data nejednacina ekvivalentna je sistemu
2?3z +4<2A2” -3z 4+4>0,

odakle je 1 <z < 2.
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5_2\/5<x<21113<x<5+2

1300. Kako je a > 1, data nejednacina ekvivalentna je sistemu

=

b)

z>0Az(x+1) <2z +6.

Rezultat: 0 < x < 3.

1301. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini

1 3 ¢ 5+4log, >0
Y+ log, ) (24 log, 7)

log, az + log, a?x
Smenom log, z = t dobijamo

5+ 4t . 5
—— >0 paje —-2<t<——VI1<t<+oo.
110 2+0) ba) 1
Kako je t = log, «, dobijamo

1
a—2<£L'<

1
V- <z < +o0.
a

1
4/a5
1 1 1
1302. —1<$<—§ \% —§<x<0 \Y §<$<1 V(x> 2).

2
1303. (-1<z<1)V(3<z<5). 1304. <§<x§1)\/(x22).

1305. (—2<$<_1+\/5)\/(_1%\/5<m<1).

1306. (*% <z< 71> V(-l<z<3). 1307. z>20. 1308. x> 2,5.

dxr +5
6 — 5x

> 0 Az # 1. Ti uslovi ispunjeni su za

1309. Funkcija * — log,

4 +5
6 — 5x

definisana je u skupu realnih brojeva za

z>0A

(1) (0<x<1)\/(1<m<g>.

Da bi data nejednacina bila zadovoljena, posmairajmo sledeca dva slucaja:

1° Ako je 0 < x < 1, data nejednacina ekvivalentna je nejednacini
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4
$+5>l<=> 73<m<1 A 0<x<§ .
T 2 5

6 — 5z

1
Prema tome, iz toga dobijamo 3 <z <l

4dx+5 S 1
6 — 5x

2° Ako je x > 1, data nejednacina ekvivalentna je nejednacini

Ova nejednacina je zadovoljena za

(m<—3)\/(0<m<%)\/(m>g).

. oL .1 .
Vodeéi ra¢una o uslovu (1), zaklju¢ujemo da je 5 < x < 1 resenje date ne-

jednagcine.

1310.x<—3\/(3<m< \%

14++v29 1429
Er~e— x> —-.
2 2
1311. Skup tacaka M(z,y) koje zadovoljavaju date nejednacine je osenceni
deo ravni zOy; sl. 38a, b, c.

Sl. 38.
1312. z € (% ) 1313. z € (4,6). 1314. z € (2, +00).
1315. = € (1,%
2
1316. z € (0 §6> (Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini

log(z + 16) > 1 + log z, itd.).
1317. z €. 1318. z €.

1319. z € (07 1—10) U (100, 1000) U (100 000, 4+00).

1320. z € (—00,0) U [logg 5,1). 1321. z € (—o0,0] U [1,logs 5).
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1322. z € (—1,0) U (22) 1323. z € {

2 1
1324. —00,—= | U |5,2].
e (oi)v ]3]

1325. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini

1417 >
— )

logs ((z — 2)(x* + 3z + 7)) -log, ((x—2)3—1x)) <0A2 <z <3.
Odatle se dobija resenje nejednacine x € (2, 3).

1
1327. Akoje a € (0,1), tada je = € (0,a®), ako je a > 1, tada je x € (O, E).

1
1328. z € (E’ 1> U (""Wa,a).

3.5. Sistem logaritamskih jednacina sa dve nepoznate

1329. (zx =2,y =10). 1330. (z =6, y=3).

1331. Prva jednagina ckvivalentna je jednacini = = 3°. Redenja datog sistema
su(z=1Ly=1)V(z=4y=2).

1332. Dati sistem ckvivalentan je sistemu 2> — y*> = 4 A zy = 21. Regenje je
(x=17,y=3).

1333. (8,4). 1334.

<f1+¢ﬁ 11—\/ﬁ>v(11—\/ﬁ —Hm)
P .

2 2 2
1335. (2,6). 1336. (4, /1000); (2,100). 1337. (100, 5); (5,100).

1338. (25,4). 1339. (8,2). 1340. (8,%).

1341. {c®,c71); (c7',c®).  1342. (6,2). 1343. (3,-3). 1344. (2,1).
1345. (9,81). (Smena: 7'983% =y, 3'°89Y = ¢).  1346. (8,2); (%é)
1347. Ako se iskoristi definicija a'°%® = b, druga jednacina postaje

1 1
— (2" 2V 472V = =,
63 7 )=7

Dalje se lako dobija resenje (0, 5;0, 5).

2 2 5 8
1348. <75,5>. 1349. (75,5).



IV GLAVA

4. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

4.1. Definicije trigonometrijskih funkcija ma kog ugla

1363. Leva strana se transformiSe na sledeé¢i nac¢in:

[1—cosa 1fcos a | sin ¢
14+cosa |/ (14 cosa)? “1+cosa’
izuzimajuéi sluéaj kada je cosa = —1, tj. a = (2k + 1), (k € Z). Sledi da je

formula ta¢na pod uslovom |sin«| = sin a, tj. da ispunjava uslov 2km < a <
2k + 1), (k € Z).

1—cosa 1+ cosa \/(1 — cosa)? \/(1 + cos a)?
1364. =
\/1+cosa+\/17(}osa 1—cos?a + 1—cos?a

_ |1 —cosa|  |14+cosal 2

| sin o [sina| — sina’
1365. Leva strana date formule moze se napisati u obliku

\/1+sina7\/1fsina_ (1+sina)27 (1 — sina)?
1—sina 1+sina 1—sin?« 1 —sin’

|1 +sina| |1 —sing|

| cos a | cos
U slucéaju a # 0 tj. o # g + km data formula je ta¢na ako je
1+sina>0, 1—sina>0 i cosa>0,

tj. 2km < a < g—&—?kﬂ'; 377T+2k7r<a<2k7ri2k7r—g < a < 2km,
(k=0,%£1,42,...). Dakle,
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|1+ sin o |1 — sin af 1+sina 2sina
— = = =2tga.
| cos o | cos « cos cos

1366. Leva strana date jednakosti se transformise na sledeéi nacin:

(sina—cosa)?  2sinacosa |sina —cosa|  2sinacosa
sin® o — cos? « sina+cosa  sin?a—cos2a  sina+ cosa
1 2sinacosa (sina + cosa)?

= _ - = = sina + cos a,
Sin « + cos « Sin « + cos « sin o + cos «

L . T m
JeI‘JGSanz—COSO&>0,pOStOJ€Z<Oé<§.

1368. Imamo niz identi¢nih transformacija:

sin o + cos « 1+ 2cos?a sin a + cos « 1+ 2cos? a
sina —cosa  cos2a(tg2a—1) sina—cosa sin?a —cos? o
. 2
2sinacosa —2cos” a 2cos o
sin? a — cos? o sin o + cos «
2 cos « 2
N sin a T tga+1
Ccos & +1
Cos «

1369. Leva strana se transformiSe na sledeé¢i nac¢in:

2sin® a — 2sin* @ + 2cos® a — 2cos? a + 1 — sin® a — cos®
= —2sin* a(1 — 2sin® @) — 2cos® a(1 — cos® @) + 1 — sin® a — cos* a
= —2sin*acos’a — 2cos? asin®a + 1 —sin* a — cos? o

=1 — 2sin® o cos? a(sin2 a + cos? ) — sin® o — cos® a

=1— (sin® @+ cos® @)® = 0.

1370. Imamo sledeée identi¢ne transformacije:

1 —sinacosa (sina + cos @) - (sina — cos )
( 1 1 ) (sin o + cos @) - (sin® o — sin & cos a + cos? @)
COs & —_ -
cosa sina

sinacosa(l —sinacosa) sina — cosa
cos a(sin o — cos &) 1 —sinacos a

= sin a.
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1371. Leva strana moze se postupno transformisati ns sledeéi nacin:

4 4 2 s 4 2 4
sin“a+cos"a—1 —(sin® o — sin® v + cos® o — cos” )
2

sina+cosba—1  —(sin? @ —sin® a + cos? @ — cosb )

sin? (1 — sin? ) + cos® a(1 — cos? @)

" sin? a(1 — sin? @) + cos? a1 — cos? a)

sin? avcos? o + cos? asin? a

sin? avcos? a1 + sin? ) + cos? asin? a1 + cos? @)
2sin? a cos® 2
sin? avcos? a(l +sina + 1 +cos?2a) 2 +sina +cos?a

2
3 b
§to je trebalo dokazati.

1373. Iz pretpostavke sledi da je

sin « cos « . 1
- =a lh —_ = aqa
cosa  sina sin o cos o

odavde cosa = . Ako se zameni ova vrednost za cosa u

asin o

2

.2
sin“a+cos“a=1

imamo a?sin? & — a?sin? @ + 1 = 0. Odavde sledi da je

1374. a) Ako se prva jednacina kvadrira, a zatim stepenuje sa 3 imamo:

.2 . 2 2 .
sin“x — 2sinxcosx +cos"x =m 1

.3 . . 3 3
sin” ¢ — 3sinx cos z(sinx + cosx) + cos” z = m”,
2

3
)

o1 . . -3 3 . .
ili sinzcosz = i sin”x + cos” & + sinz cos z(sinz + cosz) =m

2
-1
odnosno k+3 m

—m=m> = 2k+3m>—3m = 2m3 = m>—3m+2k = 0;
b) b%z? + a®y® = a?b?; ¢) (x —p)* + (y —q)? =%
1375. Iz
sinfa+sin’8=1 = sin®a=1-—sin’8 =cos’ 3
kako su uglovi ar i 3 ostri, to je sina > 01 cos 8 > 0, pa je sina = cos 3, tj.

sin a = sin(90° — ). Odavde sledi a = 90° — 3, a+ 8 = 90°, tj. trougao ABC
je pravougli.
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1376. Imamo niz transformacija:

sinz + cos sin x cos T . 1 1
3 = 3 3, — ST 3 2
cos3 x cosdxr  cos?x cos3x  cos?x

= tgx(l+ tg’z) + 1+ tg’z = tg’z + tg’z + tgz + 1.

1377. Za egzistenciju trece jednacine neophodno je da cosx # 0 i cosy # 0.

Zatim prve dve jednacine transformisemo u oblik

(1) (a—1)tg’z=1—0b,
(2) (b-1)tg’y=1—a.
Posto je a = —1, jer za a = 1 imamo iz (1) b = 1, §to je u suprotnosti sa

pretpostavkom b # a.

Deobom (1) sa (2) (E)Q = (1 — b)Q.

tgy 1—a

2 2 N2
Iz treée jednacine imamo tex _ s . Dakle b = 1-b .
tgy a? a l1—a

b 1-b . . . .b — .
Ako Je - = 1— to je a = b, a to je nemogucée. Ako je — = 1 g’ to je
a —a
a+b= 2ab §to je i trebalo dokazati.
1378. MnozZenjem prve jednacine sa sin «, druge sa cos «, imamo

.2 . 2
1 —sin“a@=msina, 1 —cos”a=ncosca.

2 . 2
cos” a sin® a
Odavde m = — ,n= .
sin cos a
Dakle
4 2
9. 2 cos’a sin*a\3 .3 2 . 2
)3 = C— = (sin” @)3 =sin” oy
sina cos? a
2
9. 2 costa sin®a)\3 3 2 9
)3 = - = (cos” a)3 = cos” a.
sin?a  cosa

2 2
Odavde imamo (mn?)3 + (m?n)3 =sin® a + cos 2a = 1.
1379. Imamo
(tg’z + ctg®z)> =d®, ili tg'z+2tg’z- ctg’z + ctg’z = o’

Posto je tgtz+ ctg*z =bi tgz- ctga = 1, to je b+2 = a?, odnosno a®—b = 2.
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1380. Imamo
. 1\? 1 . . 3
(smoz—cosoz)2 = (5) = 1- 1= 2sinacosa = sinacosa = 3
Zatim

(sin® a 4 cos® )® =1

. 4 4 . 2 _ 9 . 9 _ 23
= sin"a+cos"a=1—2(sinacosa)” =1—2 64_1 3 = 33"
. .. 3 —2sina .
1381. a) Iz date jednakosti imamo cosa = —s Zatim
. 2
sin® a4 (3—23sma) _,

odakle sledi da je

12
sina =0Vsina = 3 a cosa=1Vcosa= %

V2

4
b) sina = g, cosa = = c) sina=cosa = —.

2
1382. Imamo da je 3sinz = 2(1 — sin® z), ili 2sin? z + 3sinx — 2 = 0, odakle
. I , . 1 T
sledi da je sinz = —2 (nemogude), sinz = 3 T T=5%

)
sin“x 1+ cosx .
———— . Posto su oba

1383. Dati razlomak se transformise u oblik . -
cos?2x 1+sinx
¢inioca proizvoda pozitivna to je i njihov proizvod pozitivan.

1384. Iz prve dve date jednakosti dobijamo

(1) z? cos® a + 2zy cos asin B + y? sin® 8 = o°.

(2) z?sin? B8 — 2zy cos asin B + y° cos® o = #% sin”® B = b°.

Iz (1) i (2) imamo
(3) (2> +9°) - (cos” a +sin” B) = a® + b,
Iz (3) i trece date jednakosti proizilazi
(2 +4°) - (sin® @ 4 cos” o + sin® 3 + cos® B) = a® + b° + 2ab,

odakle sledi 2(z2 + 3?) = (a + b)?, &to je trebalo dokazati.
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1385. Kako je

4 .4 2 .2 .2 2 .2 2
cos” ¢ +sin” z = (cos” z +sin” x) — 2sin”“ zcos” z = 1 — 2sin” z cos” z,

6 2 2 13 2 2 .2 2
x = (cos” x +sin” x)” — 3cos” wsin” z(sin” z + cos” x)

sin® = + cos
=1 — 3sin® zcos® z.
Odavde izlazi
y=3(1—-2cos’ xsin’z) — 2(1 — 3cos’ zsin’x) =3 —2 =1,
tj. y = const = 1.

1386. A =2 (uglovi 18° i 72°; 36° i 54° su komplementni).
2

t t
1387. 2% = —~ 2ab—2% 1 p? tgla = a?(1+ tg2w) 120022 2 tg2ai
cos a cos a cos @
t ? 2abt
y? = a’tg o + 2ab sd 3 :atg2a+w+b2(1+tg2a),
cosa  cos?a co!

odakle
2? —y® =ad’(1+ tg?a) + btg’a —a’ tg’a — b*(1 + tg°a),

tj. 2 —y? = a? — b2

1388. Primenom jednakosti ! =1+ tg2a imamo
¢

082 o
9 1 1 2 2
=— — =1 t - (1 t .
v cos2a  cos? « (1+tg7) - (1+tg7e)
1
2 it 20y 2
V=3 tgta=(1+tg"p) - tg a,

odakle proizilazi
A=1+tg’a+ tg?B+ tg’a- tg?6 — (tg’a+ tg?8 - tga) — tg?B = 1.
1389. A=1.
1390. Kvadriranjem datih jednakosti imamo
a? = A% cos® acos® B+ B%sin® acos® B+ C?sin? 3
—2ABsin a cos acos® 8+ 2AC sin 8 cos a cos 3 — 2BC sin asin 8 cos 8
b? = A% cos® asin® B + B?sin® asin® 8+ C? cos® 8
—2ABsin asin® 8cosa — 2AC sin B cos 3 cos a + 2BC sin asin 3 cos 3,

2 2 . 2 . 2 2
¢ =A%sin“ o+ 2ABsinacos a + B” cos” a.
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Odavde imamo (sabiranjem)
a® 4+ b* + & = A*(cos® a(sin® B + cos® B) + sin” a)
+B?(sin® a(sin” 8 + cos® 3) + cos” @) + C*(sin® 8 + sin” 3)
—2ABsin acos a(sin® 8 + cos® 8 — 1).
Koeficijenti uz A%, B, C? su o¢igledno jednaki jedinici a uz 2AB jednaki nuli,
paje a® + >+ = A2 + B2 + C2.

1391. Pretpostavka se moze napisati u obliku

sin*z  cos'z 1 . (1—cos?z)? cos'z 1
— =0, il + — =0
a b a+b a b a+b
2

= (a+b)cos’z — 2bcos” x + alikb =0

Odavde sledi cos?z = L a sin’z = e a je cos®x = L a
T a+b Tt P T (a+b)*’
.. 8 a4
sin- r = m
Dakle,
sinfz  cos®z a* bt
+ = +
a? b3 a®(a+b)*  b3(a+ b)*
a b a+b 1

@At @)t (@b (@r b
§to je i trebalo dokazati.

1392. Posle ociglednih transformacija, leva strana formule se transformise u
oblik

|sina — cosa| | 2sinacosa 1 2sin a cos a

sina—cos2a  sina+cosa  sina+cosa  sina -+ cosa

: 2
(sin a + cos ) .
= ———— =sina+cosa,
sin & + cos «

5
za sina — cosa > 0, tj. 2k7r+%<a<%+27r.
1393. Postoje0<a<m = —1<cosa <1, toje
b2 + % —a? b2 + % —a?

(1) T <l=|b-—c<a (2 —<1=b+c>a

2bc
Iz (1)i (2)je|b—¢c|<a<b+ec
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1394. Posto je o ostar ugao to:

|sina + cosa| = /(sina + cosa)? = /1 + 2sinacosa > 1.

Dakle sina + cos v > 1.

1395. 0° < a < 45°, 315° < a < 360°.

1396. 0° < a <60°, 90° < a < 240°, 270° < o < 360°.
1397. 0° < a <225° 1 315° < a < 360°.

1398. 30° < a < 180°, 210° < a < 360°.

T 37 St Tmw
. << -, —<z< <r< —, —<zx<
1399 O_m_4,4_m_ﬂ',ﬂ'_m’_2,4_m_2ﬂ'
1400. 0 < z < 27.  1401. %gxg 5%.
T 37 5m . Tw
1402. 0 <z < —; — — 1 — <z <27 1413. —1.
0 0_m_4, 4<m<414_m_ﬂ' 3

4.2. Svodenje trigonometrijskih funkcija ma kog ugla na
trigonometrijske funkcije oStrog ugla

47 1 4r V3 47 47 V3
1414. in— =—= e 7 ¢ g to — — 2.
a)s1n3 276053 2,g3 \/§,ch 3
T \/5 T \/§ T T
b)blnI——77coﬁz—7, th——l, Cth——l,
. 20m V3 207 1 207 207 V3
= =-X= L = tg T = to — = — 21—
c) sin 3 5> C0s —3 5 83 V3, ¢ 3 3
1415. 1. 1416. 1. 1417. fctg‘la. 1418. 1.
1419. sin?«a - cos? a.
1423. Imamo
in29 sin? 2 1
sin® 2o + tg?2a+1 5™ 2@ + cos2 2ar +
29 tg22a+1 29
cos” 2a + ctg “2a + c0522a+C?SQ a+1
sin“ 2«

sin? 2a(sin? 2 cos? 2 + sin® 2 4 cos? 2¢) 2
= ) 5 5 —5 = tg 2a.
cos? 2a(sin” 2ar cos? 2ar + cos? 2a + sin® 2a)
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1424. Leva strana datog identiteta identicki je jednaka izrazu

cos?a+2sin?a  cos? a+ 4sina + sin? o cos?a + 2sin? o 1
cos? o cosa(dsina + 1) cos3 v cosa
cos? o + 2sin? o + cos® 2 3
= 3 = T = 2sec” a.
cos? a cos? a

1427. a)a;«ékg;a#—%—ﬁ-kﬂ' (kez); b)o.

o[

1428. % 1429. —/3. 1430. 1. 1431, ~-.

1432. \/§ 1433. ; 1434. sin « + cos .
sina — cos «

1435. Iz pretpostavke imamo a = km — § — v — §, pa se leva strana moze
transformisati u oblik

sin(a + ) sin(a+ 0) =sin(kr — 8 —~v =35 +v)sin(kr — 8 — v —§ +0)
= sin(8 + §) sin(B + 7).

1436. Analogno prethodnom zadatku. 1437. 3.

1438. —2. 1439. —3. 1440. ? 1441. —1.

4.3. Adicione formule

4.3.1. Trigonometrijske funkcije zbira i razlike uglova

1442. Uputstvo: 75° = 45° + 30°, 105° = 60° + 45°, 15° = 45° — 30°.

@sm%°=ﬁg%gﬂlcm%°:i@¥§19,@%°:2+¢3
b)anum°:-£@¥§i29,cwlmfiégj;za,tgum°::¢§—2.
c) sin15° = @, cos 15° = @, tg15° =2 — /3.
1443. sin(a + 3) = % 1444. sin(a — 3) = —%;
14ﬁ.mﬂa+ﬁ)—4m 1446. — 20 MAZfﬁgii

T 425 125° 10
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1 3 16
1448. ——. 1449. —. 1450. ——.
7 5 65
1451. Primenom obrasca cos(a — 3) = cosacos + sinasin 8, dati izraz

postaje

cos ((E + a) - (z - a)) = cos 2«
4 4 B '
1452. Analogno prethodnom zadatku dati izraz postaje
cos<<z+a> + <lfa)) —cos(erl) —cos4—7r —cosz = 1
4 12 B 4 12/ 7712 T3 2
1453. sinz.
1454. Posto je 8 = 2 — a, onda je

1+ tga) (1+ tg <£fa>> = (1+ tga) (1+%) = (1+ tga)
1 T

1456. cos2a.  1458. 7 1459. a+ (3 = 1

1461. Zamenom datih vrednosti za ctga i ctg 3 u obrazac

ctgactgf—1
t =—=——er  —
otg (e +5) ctga + ctg B
dobija se da je
cgla+P)=-1= a+p= ??Tﬂ-
1462. Date vrednosti zameniti u obrazac tg(a+ ) = M.
1—tgatgp

4.3.2. Trigonometrijske funkcije dvostrukih uglova

. 27 LT ™ \/g 1 \/g 21 1

1463. sm?_281ngcos\§/_—2~7~§—T,Cos?——5,
2T 2 3
tg = = — tg = = — L2,
&3 V3, ctg < 3

1464. Ako se primene formule tangensa zbira i razlike dva ugla imamo

_l+tga 1—tga  4dtga

tg (45° — tg(45° —a) = — =
g(45" + o) — ta( =1 tga 1ttga 1 tz’a

=2tg2a = 6.
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24 24
1465. a) sin2a = % cos2a = x tg2a = =

25’
120 119 120
b) sin2a = ——— 200 = ———, tg2a = —;
) sin 2« 0 cos 2« 169° g2« 119’

. 24 7 24
c) sin2a = ~55 cos 2 = % tg2a = ——.

1466. a) sinz = sin (2- g) = 2sin = cos z; b) cosz = cos® L sin?

2 2

c) sin3x:2sin3§cos3—x; d) sin(z + y) — 25in 21

2

4 3
1467. si = - =——.
sine = -, cosa 5

1
1468. sin2a = > cos 2a = 7?’ tg2a = ?

1 1 1
1469. a) ;

[\

1479. a) sin3z = 3sinz — 4sin®z; b) cos3x = 4cos® z — 3cos .

1480. a) sin 4z = 4sinz cos z(cos® z — sin’ z);

4 2

b) cosdz = sin 2 + cos* x — 6sin® x cos® z.

c) cos4x = 8cos* z — 8cos® x + 1.

4.3.3. Trigonometrijske funkcije poluuglova

1481. Primenom vrednosti trigonometrijskih funkcija poluuglova imamo:

LT 4 1 T
T_ - = V2?2, cos ~
a)sm8 3 3 \/_7 cos
tg = = V21
8
1 — cos —
. 1 1
b)smﬁ— 2 —5\/27\/§,COSE §
T
tg — =2 —/3;
813 V3;
c) sin _1 2 - V24+2 Cosl—l 2+
16~ 2 ’ 16~ 2
s 1 T 1
fin — = =1/2 - /2 T _2y/2
d) 511124 5 +/3, cos24 5 +

; b) i o ;d) ~
oS g 2 cos H5° sin % cos ba
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1482. a) sin—:g; cos—:g, tg%z%,
b)singzg—\/3_4 cosg:75\/3_4 tgg:—§

2 34 2 34 2 5’
c)sm—:ﬁ' cos—:2—\/5 tg—:l.

2 2’ 2 5’ 2
1484. a) 1; b)1; c) 2. 1485. a) ctg%; b) ctga.

2500, 20, 2(27%),
1486. a) 2sin”20°; b) tg 5 c) tg 1 3)

1487. a) sin2«a; b) sin2q; c¢) 1.

94 « «
sin o 51115(:05—

1494. a) Kako je sina = = a o> Pposle skracivanja sa
1 sin? — 4 cos? —
o 2 2
cos? 5 dobija se dati identitet;
2 & .2 &
cos” — —sin” —
b) sli¢no pod a) cosa = Losa 2 C% , itd.
1 sin? — 4 cos? —
2
2tg & 1-— tg2g
1495. Primeniti formule sina = 7204 i cosa= 734 .
1+ tg2- 14+ tg?2—
2 2
1
1496. —.
7
1497. 1° Ako je tg2a > 0,0 < 2a < g, onda je
cos 20 = 1 sina = 7V1+LH oS o = 7MGQ+1
1+a?’ 2V/1+a? ’ 2V/T+a?
o . 3m .
2° Ako je m < 2 < 5 cos2a < 0, tada je
cos 20 = I sina = 7V1+a2+1 oS o = 7M‘M
1+a?’ 2V/1+a? ’ 2V/T+a?
V10 — /2
1499. a) 4; b) 0,5; «¢) 7\/_ . d) 2v/3.

4
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4.3.4. Transformacija zbira i razlike trigonometrijskih funkcija
u proizvod i obrnuto

1500. Transformisati date zbirove i razlike u proizvod

a)ﬁ; b) —V2 - V/3; C)g; d)—g; e)?-

1501. a) Transformisati dati proizvod u zbir, tj.:
sin 15° - cos 75° = = (sin(15° + 75°) + sin(15° — 75°))

(sin90° + sin(—60°)) =

N = N =

1
2

b) 0,25.

1503. a) 1; b) V3 - cos 10°; ¢) sin 8asin 2.

1504. 2sinacos4a. cos10°.  1506. 4sin27° cos5° cos 2°.

1507. 4sin31° cos5° cos1°.  1508. a) 2V/3: b) —V2; c) V2.
45° — S45° +a

1509. a) 1 —sina =sin90° — sina = 2sin 5 co 5

45° 45° —
b) —4sin 52+asin 52 oé;

d) 4sin(60° + a) sin(60° — «).
1511. a) cos(a — 45°); b) sin(45° — ). 1513. a+ 8 = 2km, k € Z.

c) —4sin(60° + ) sin(60° — «);

4.3.5. Kombinovani zadaci iz adicionih formula

1514. Dokazati da je tg(a+ 28) = 1, odakle sledi tvrdenje.

1515. Dati izraz se transformisSe u oblik

. . . . 2
4 cos acos p(cos acos ¢ + sin asin @) — 2(cos a cos ¢ + sin asin p)” — cos 2¢p
2 2 . . 2 2
=4 cos” acos” ¢ + 4sin asin g cos acos ¢ — 2cos” acos” ¢
. . .2 .9 2 2
— 4sin asin p cosacos ¢ — 2sin” asin® ¢ — cos” ¢ + cos”

.2 .2 9 2 2 2
sin® ¢ — 2sin” asin” ¢ — cos” ¢ + 2 cos” pcos” «

sin® (1 — 2sin” @) + cos® p(2cos” o — 1)

sin® p(cos” o — sin® @) 4 cos” p(cos® a — sin® @)

= cos 2a(sin’ ¢ + cos® p) = cos 2a.



292 4. Trigonometrijske funkcije

1516. cos’a.  1517. sin®a.
1518. Dati izraz je identicki jednak 1, tj. ne zavisi od = i y.
1519. Posle primene adicionih formula dati izraz postaje
2sin® a cos® z 4 2 cos® asin® z + 2sin” a cos” @ cos 2a — 2 sin’ x cos® x cos 2z
= 2sin® a cos® (1 4 cos 2a) + 2 cos® asin® z(1 — cos 2a)
+4sin? a cos® z cos® a + 4 cos® asin® zsin? a
= 4sin® a cos” a(cos® z + sin® z) = (2sinacos a)® = sin” 2a.

. . 2 .92
1520. cos 3z = cos(2z + x) = cos 2z cos z — sin 2z sinz = (cos® x —sin® x) cos
—2sinrcosz = 4cos® x — 3cos z.

1521. sin3z = 3sinz — 4sin®z. Leva strana datog identiteta svodi se na
sin 3x.

1522. sin 5z = sin(3z + 2x) = sin 3z cos 2z + cos 3z sin 2z.

Kako je sin 3z = 3sin x — 4sin® z i sin 2z = 2sin z cos z, posle o¢iglednih trans-
formacija dobija se da je

sin 5z = 16sin® z — 20sin® z + 5sin z.

1523. cos bz = 16 cos® & — 20 cos® z + 5 cos z.

3tgx — tgix
1524, tg3rx = —————
8% 1—-3tg2x
1525. Izraz S, s obzirom na prethodni zadatak postaje
3tgx — tgix
=325 © v ._y .
S=3 1 —3tg2z g3z

—t t
1526. tgz - tg (E_m) tg (I +$) - tgz V3—tgr 3+ tgaz
3 3 1+V3tgz 1-—V3tgz
2
= M = tg 3z, na osnovu prethodnog zadatka.
1-3tg2x

1527. Leva strana se moze transformisati u oblik

. .92 2 .
1 + sin 2« sin® a + cos” a + 2 sin av cos «

sin o + cos « sin a + cos «

. 2
1 1
w —sina+cosa:\/§(—sina+ —cosa)

sin a + cos a V2 V2
ﬁ(cosacosg +sin£sino¢> = V2 cos (g fa> .
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22

1528. 0,96. 1529. 1 —p°.  1530. -5 1531. 2.

50 3 4
1532. ——. 1533. ——; b) —.

7 2 =5 D)3
1534. Iz date jednacine izlazi da je tga = % ili tga = 3. Vrednost tga = %
. 5w . 5t 3w . .
jeza € |, -4 )@ vrednost tga = 3 je za a € o ) pale trazena

. 4 3
vrednost za sin 2a: a) 5 b)g
2tg2a — 3

1535. Dati izraz transformisati u oblik kako je tg2a = —-

4tg2a+5’
vrednost datog izraza je f%
1536. Data jednakost se moze transformisati na ovaj nacin:

sinacos 3+ cosasin _ p

sinacos 3 —cosasinf ¢’

a posle skradivanja razlomka na levoj strani, sa sin a sin 8, imamo

ctgB+ ctga  p

p+gq
=== ctgf=——"ctga.
ctgf— ctga ¢ P—q
1537. tgf=1"P  ctga.
q+p
2 2 p? 2
1538. sin2a = %; cos 2a = %; tg2a = %
p°+q q-+p [
1539. Dati izraz se transformiSe na sledeé¢i nacin:
2
. g (& 1—-m
1—2sin 2 cosa  14m2 _ 1-m? 1-m
1+ sina __1—|—sino¢_1+ 2m _(1—|—m)2_1+m'
1+ m?

1540. Posle jednostavnih transformacija dati izraz se svodi na sin « cos a.
Kvadriranjem pretpostavke dobija se
m? —1

7

. 2 .
1+ 2sinacosa=m" = sinacosa =

Prema tome,

1 + cos 2a . m? —1
—a & = sinacosa = I

2

ctg% — tg
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1541. Iz sistema:

. 1.2 2 4 . 3
Sln$+COS{IJ:gASID r+cosx=1= COS{L':g ili cosm:fg.

1—
Zamenom ovih vrednosti u obrazac tg A i
2 1+ cosx

1

x

+21ili tg= = +=.
ili tg 3 3
1542. Primenom obrasca za tangens dvostrukog ugla imamo:

dobija se da je tg g =

2tgx 2tgy
1—tg2x 1-— tg2y
2(tgz + tgy)(1 — tgzrtgy)
1—((tgz + tgy)? — 2tgztgy) + tg?z - tg2y
2a(1 —10) 2a(1 —b)

T 1—(a2—2b)+ b2 (1+Db)2—a?

tg 2z + tg2y =

1543. Date jednakosti mogu se napisati u obliku
(1) sin p(bcosa — acos 3) = cos p(bsina — asin 3),
(2) sin p(dsin o — ¢sin 8) = cos p(ccos 3 — dcos ).
Deljenjem (1) i (2) i svoenjem dobijene jednakosti na najmanji zajednicki
sadrzalac imamo
(bcosa —acos B)(ccos B — dcosa) = (bsina — asin 8)(dsina — ¢sin ),
odakle sledi
be cos accos B — accos® 8 — bd cos a + ad cos o cos 3
= bdsin® & — adsin asin 8 — besin asin 8 + acsin® 3,
ili
(be + ad) cos acos B + (be + ad) sin asin 8 = bd + ac,

(be 4+ ad)(cos acos B + sin asin 3) = bd + ac,
(be + ad) cos(a — B) = ac + bd;

dakle cos(a — ) = Zsisg

1544. Kako je

B sin(a + )

i g=tgatgp,
cos a cos 3

p=—(tga+ tgh) =
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dati izraz postaje

sin®(a + B8) cos(a + B)

sin2(a +0) — cos acos + tgatgﬁcosQ(a +0)
= sin*(a + ) (1 ~ %) + tgatg feos*(a + B)

sin?(a + B3)(cos a cos 3 — cos a cos B + sin asin 3)
cos acos (3

+ tgartg Bcos®(a + )
=sin’*(a+ ) - tgatg B+ tgatgBcos’(a+ )
tg atg B(sin’(a + B) + cos’(a + B)) = tgatgB =q.

Dakle, dati izraz ima vrednost q.

1545. Kako je
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

i kako je |cosa| <11 |cosb| <1, dobija se

|sin(a + b)| < |sinacosb+ cosasinb| < |sina| + |sinbd|.

1546. Napisimo datu jednakost u obliku

cosx = ay/(cos z — sinx)2 + by/(cos z + sin z)2

= a|cosx — sinz| + b| cos z + sin z|.

5T T . . . . .
Kako za — <z < e vaze nejednakosti cosx —sinz > 0 i cosz + sinx < 0,

dobijamo

cosz = a(cosz — sinz) — b(cosz +sinz) = (a — b) - cosz — (a — b) - sinz,

1
b=—=.
’ 2

N =

odaklejea—b=1Na+b=0 = a=
1547. S obzirom da je

sin(z +vy) -sin(z —y) = (cos (ery) —(z— y)) — cos ((:v +y)+ (z— y)))

N = N =

(cos 2y — cos 2z) = (1 — 2sin® y — 1 + 2sin’ )
= sin’ z — sin’ y = (sinz + siny) - (sinz — siny),

data jednakost je identitet.
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1548. Leva strana moze se napisati u obliku

(03 ) 4 (5 ) (5n (3 +) o ()

sin 2«

7

. T s . LT
:2s1n§~cos§~2s1na-cosa:sm—~s1n2a:

Dakle, data jednakost je identitet.
1549. Leva strana identiteta moze se identicki transformisati postupno na

ovaj nacin:

cos®x  cosb6x cosxcos2x —sinxsin2xr  cos 2x cos 4x — sin 2x sin 4x

cosx cos 2z cos T cos 2x

sin2x sin4x  sinx sin 2z
= cos 2x — cosdx + —
cos 2x cos T

= cos 2z — cos 4x + 2sin® 2z — 2sin’ x
= cos2x — cosdx + 1 — cos4dx — (1 — cos 2x)

= 2(cos 2z — cos4x),

¢ime je dokaz zavrSen.

1550. Leva strana identiteta postaje

24 2cosa-cosf+ 2sina-sin 3 =2(1+ cosa-cosf+ 2sina - sinf)

=2(1 4 cos(a — 3)) = 2 - 2cos” anﬂ = 4 cos® ﬂ.

1552. Leva strana identiteta se nizom identi¢nih transformacija svodi na
desnu:

sina+sin 8+ siny —sin(a+ 8+ 7)
= (sina +sin g8) + (siny — sin(a + 8+ 7))

:2sin06+ﬁ~coso¢7ﬂ+2(:057Jr06+ﬁ+7~sinviaiﬁ77
2 2 2 2
:2sina+ﬁ~cosa7ﬂ72cosa+ﬁ+27~sina+ﬂ
2 2 2 2
. a+p a—p a+f+2y
= 2sin - | cos — cos
2 2 2
:4sina+ﬂ-sina+v~sinﬁ+v.
2 2 2

1553. Analogno prethodnom zadatku.
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1554. Leva strana identiteta nizom identi¢nih transformacija svodi se na
desnu:

sina  sinf  sinvy sin(a + 8+ 7)

cosa  cosf3  cosy cosa-cosf3-cosy

sin a cos (3 cos -y 4 sin (3 cos a cos 7y + sin 7y cos « cos 3
cos acos 3 cos y
sin(a + B) cosy + cos(a + 3) siny
B COs a cos (3 cosy
sin(a + 3) cosy + sin+y cos a cos 8
cos acos (3 cos y
sin(a + B) cosy + cos(a + 3) siny
B COs ( cos (3 cos 7y

sin y(cos accos B — cos a cos B + sin asin 3)
cos acos (3 cos y

_ sinasmBsiny o0 gien

cos acos 3 cos y
1555. Leva strana identickim transformacijama svodi se na desnu na sledeéi
nacin:
sin2acos2a  sinda

. 2 .2
sin « cos a(cos” a — sin” o) = 2 =~

1556. Leva strana postaje:

sin? a + sin® 8 + 2sin asin B(cos accos f — sin asin 3)
= sin® a + sin® 8 + 2sin asin B cos a cos 3 — 2sin® asin’ 3
= sin® a(1 — sin® ) + sin® B(1 — sin® @) 4 2sin asin B cos v cos

= (sin acos 3 + sin B cos a)? = sin®(a + ),
¢ime je dokaz zavrsen.

1557. Leva strana moze se napisati u obliku

1+ cos2a) + (cos 3o + cos o 2 cos? o + 2 cos 2 cos o
( _

1+ cos2a+cosa—1 cos a + cos 2a

2 cos a(cos a + cos 2a)
= = 2cos a.
cos & + cos 2«

¢ime je dokaz zavrSen.
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1558. Ako se iskoristi pretpostavka, izraz A se svodi na sledeéi nacin:

A= (1-sina)(1—sinB)(1l —sinvy)
_ (1 — sin? @)(1 — sin® B)(1 — sin? ) _ cos® o - cos® B - cos® v
(1+sina)(1+sinB)(1+siny) cos acos 3 cosy

= cos a.cos 3 cos .
1559. Iz datih jednakosti sledi da je:
sin 203 = g sin2a, 3sina=1-—2sin® 8 = cos 28,
pa je
cos(a+ 28) = cosacos 23 — sin asin 203 = cos «,

3sin® a — gsinasirﬂa =0,

tj. cos(a+28) =0 = a+28= %, ¢ime je dokaz zavrsen.

1560. Kako je sin(2a + ) = 5sin 3, imamo:

1, . .
tg(a+f) _sin(a+ f)cosa §(s1n(2a+ﬁ)+sm(a+ﬁfa))
tga cos(a + f) sina %(sin(Qa—l—ﬂ)—l—sin(oz—oe—ﬂ))
_sin(2a+3)+sin3 _ 5sinf+sinf §
" sin(2a+B) —sinB  5sinfB—sinfg 2’
1561. Kako je v = 7 — (o + ), imamo
sina + sin 8 + sin(m — (a + 3))
= sina + sin 8 + sin acos  + sin asin 3
= sin a(1 + cos B) + sin B(1 + cos «)
:2sin%cos%~2c052§+2sin§cos§-2(:os2%
= 4cos%cos§ (sin%cosg +cos%sin g)
=4cos%cos§sin (%—l— g) :4cos%cosgcos%.

1562. Analogno prethodnom zadatku.
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1563. Posto je y =7 — (o + ) i ako dodamo neutralni element (1 — 1) levoj
strani, imamo:

1+ cosa+cosf —cos(a+3)—1

:1+260$a;— cosagﬁfl+cos(a+ﬁ)
:1+200sa;ﬂcosagﬁfQCOSQa;ﬁ
:1+200Sa;rﬁ(cosa;ﬁfcosa;rﬂ>

atf a-p a—p  a+f
=1+2cosa;rﬁ —2sin 2 5 2 sin 2 2 2

B a+p AN B8\ _ Lo By
=1+4cos 5 ( st)sm( 2>_1+4sm251n251n2.

1564. Leva strana, s obzirom da je v = 7 — (a + ), svodi se na desnu:

tga+ tg B

t t -t =t t -

ga+ tgB—tg(a+08)=tga+ tgs T tgatsd
1 1—tgatgf—1
= 1—7 = - - =
(tga+ tgﬁ)( 1ftgatgﬁ) (tga+tgﬁ)( T~ tgatg)

_ tga+ tgpB
T 1-tgatgp
=—tg(r—7)tgatgS= tgatgBtgy.

(—tgatgf) = tg(a+ B)(—tgatgB)

1565. Leva strana identiteta, s obzirom na % = g — (% —+ g), moze se

transformisati na sledeé¢i nacin:

a, B8 a 8 vy _, a B o B a B

thtg2+(tg2+tg2)tg2—tg2tg2+ tg2+tg2 ctg 2+2
a a Jé] 1
tg—tg= + (tg= + tg= | ————

g+ (5 wg) w (52

[\V]

+

[\V]
@ ——

=1.

e
3 ﬁ),l‘tgith

« «
tg g2+ (g2 + tg 2
g2g2+(g2+g2 a B
tg§+tg§
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1566. Pretpostavka a4+ 3+ v = 7 moze se napisati u obliku
2v =27 — (2a + 20),
a leva strana date jednakosti se transformiSe na ovaj nacin:

sin 2« + sin 203 — sin(2«a + 28) = sin 2a + sin 23 — sin 2« cos 25 — sin 2« cos 23
= sin 2a(1 — cos 23) + sin 23(1 — cos 2«)
= 2sinacosa - 2sin® 8+ 2sinasin 8 - 2 cos® o
= 4sin asin B(2sin accos 8 + cos asin 3)

= 4sin asin Bsin(a + §) = 4sinasin siny.

1567. Iz pretpostavke imamo v = m— (a+03), pa se leva strana date jednakosti
svodi na:

sin a + sin 8 + sin
sin a 4 sin 8 — sin
sin a(1 + cos 3

" sina(l — cos 8

—

a+B) sin a 4 sin a cos 3 + cos asin 3
a— ) - sina 4 sin 8 — sin a.cos § — cos asin 3
+ sin B(1 4 cos &)
+sin B(1 — cos a)

g...B o

3 4sin%cos % cos? 3 + 4sin ECOS ECOSQ 5

B B 428 g B
2

. g M2
4 sin > cos — 5 + 4sin — 5 cos ) sin

—

==

g B

o

2
4 cos % cosg (sin % cosg + cos % sin g)

Lo, a « I6]
4sm§sm— sm—cos—Jrcos—sm2

2 2 2 2

1568. Pretpostavka a4+ 3+ v = 7 moze se napisati u obliku
3y =37 — (Ba+ 30),

pa se leva strana svodi na:

sin 3a + sin 36 + sin(37 — (3a + 33)) = sin 3a + sin 33 + sin(3a + 35);
= sin 3a + sin 33 + sin(3a + 33)
= sin 3a(1 + cos 33) + sin 35(1 + cos 3a)

2 3ﬂ 38 38 2 3a

3a 3a
_451n7cos—cos + 4sin — cos — cos” —

2 2 2 2
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30 ( 3a 30 3o 303
2

3a . .
= 4 cos — cos — | sin — cos — -+ cos — sin —

2 2 2 2 2
_ 3« 36 . (3a 38\ _ 3« 30 3y
= 4 cos > cos 5 sm( > + > > = —4cos 5 cos ) cos 5

jer je 3706 % = 3% - 377 Time je dokaz zavrsen.

1569. Analogno prethodnom zadatku.
1570. Kako je v = 180° — (o + 3), imamo:
sin? a + sin® B 4 sin”(a + ) — 2 cos a cos B cos(180° — (o + )
= sin® & 4 sin® 8 + sin® acos® 8 + 2sin a sin 3 cos a cos 8
+cos® asin® B+ 2 cos® acos® 3 — 2sin asin B cos a cos B
= sin® & + sin? 8 + sin® acos? 8 + cos® a cos® B + cos® asin® B
+cos® acos® B = sin® a + sin® 8 + cos® ﬁ(sin2 o + cos® a)

+ cos® a(sin® B + cos® 3) = sin® o + cos® a + sin® B + cos® f = 2.
1571. Smenom « = (8 4 v, leva strana se transformise u:

cos 23 cos 2y — sin 23 sin 2y + cos 23 + cos 2y
= cos 28(1 + cos 2y) + cos 2 + 4 sin B sin ~y cos 7y cos 3
= 2(2cos® f — 1) cos® v + 2 cos® 4 — 4sin Bsiny cos Fcosy — 1
= 4cos? Bcos® v — 4sin Bsinycos Bcosy — 1 =

=4cosfBcosycos(S+v) —1=4cosacosBcosy—1.

1572. Analogno prethodnom zadatku.
1573. Analogno zadatku 1571.

1574. Smenom « + 8 = 7, leva strana se transformise na sledeé¢i nacin:

a+ 3 a7672sma+6 a+f

sin  + sin § — siny = sin 5 cos 5 5 cos 5
—25ina+ﬁ cosaiﬁ—cosaJrﬂ
- 2 2 2
ZQSiHaT—i—ﬂ ~25in%sin§ :4sin%singsin%.
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1575. Uz pretpostavku, nizom transformacija dobijamo:

ctga+ ctgf+ tg(a+ B) = ctga+ ctg B+ %tgctﬁg_ﬂl
1

ctga - ctgﬁ—l)

_ (ctga+ ctgf)ctgactgf  ctga- ctgf

= (ctga + ctgp) <1+

ctga- ctgB—1 T octg(a+p)
g B Y

1576. Zamenom v = g — (a+B) leva strana date jednakosti posle jednostvnih

transformacija svodi se na 1.

1577. Smenom vy = g — (a + () leva strana se transformise u desnu.

1578. Analogno prethodnom zadatku.

1579. Dati izraz se transformiSe na sledeé¢i nacin:

Lo Q e a Lo, « «
2sin® — + 2sin — cos — 2sin — (sin — 4+ cos —

1 —cosa+sina 2 2 2 2 2 2
sing - sing N sing
2 2 2
a T T
sin 5 -+ sin D) D) \/_cos 5 D)

1580. Kako je (cos a — cos 3a) = 2sin 2« sin «r, imamo:
. . . . . 1
2sin 2asin a + sin 2a = 2sin 2« sma+§

. . . . . [ ks T
= 2sin 2« (sma—i—sm E) = 4 sin 2c sin (5 + E) cos (Oc— —) .

1581. Dati izraz se transformiSe na sledeéi nacin:
1 —sin’(a + 3) — sin®(a — ) = cos’(a + 3) — sin®(a — )

1 +cos(2a+28) 11— cos(2a—20)
2 2

48

4o
2 cos — cos —
2 2 200 — 2
= cos(20 + 26) ;COS( a 5) = 22 2 = cos 2a cos 2[3.
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1582. Dati izraz je identicki jednak:
tga+1 tga—1  4dtga

= = 2tg22a.
1—tga 1+ tga 1-— tg3a SR
1583. tg2§.
1584. Imamo
V2 V2
21— (Y cosa+ Lo
ﬂfcosafsina_\/_( (2 cosat g e
sina —cosa sin o — sin(45° — )
9sin? & 45°
_ V2(1 —cos(a — 45°)) sin 2 e 2T 45°
T osm(a—45°) . . a-4° a-4° 8T 3
2sin cos
2 2
1585. Dati izraz se moze napisati u obliku
(sin 20 — sin 6cr) 4 (cos 2a — cos 6a)  —2cos 4asin 2« + 2 sin 4 sin 2«
sinda — (cos? 2a — sin? 2ar) - sin 4o — cos 4o

_ 2sin2a(sin4a — cosda) 9 sin 20

sin 4a — cos 4a
1586. 4sindasin(a — 15°) cos(a + 15°).
1587. Dati izraz se transformiSe u oblik

1 + cos8a + cosda = 2cos? 4a + cos da

1
= 2cos4da (cos 4o+ 5) = 2cos 4« (cos 4o + cos g)

= 4 cos4a cos (Qa + %) cos (2(1 — %) .

1588. 4cosdasin(15° — a)cos(15° + ).  1589. tg(a — 15°) ctg (o + 15°).
1590. Dati izraz identicki se transformise u oblik:

(sin(20 — B) + sin 2a)(sin(2cc — 3) — sin 2r) — sin”
= 2sin # cos (_Tﬁ) - 2cos % sin (—g) —sin® 8
4o — f3 4a — 3 . B B .2
g o8 2sin 5 cos 5 —sin 164
= —sin(4a — 3)sin B — sin” 8
=— sinﬁ( sin(4a — B) + sin ﬂ) = —2sin 2asin B cos(2a — ).

= —2sin
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1591. Analogno prethodnom zadatku dati izraz postaje:

(sin(a — 28) — cosa) - (sin(a — 28) + cos o) — cos® 23

= (sin(a — 28) — sin(90° — a)) - (sin(a — 28) +sin(90° — a)) — cos” 23

= 25in(45° — B) cos(45° — B) - 2sin(a — B — 45°) cos(a — B — 45°) — cos” 23

= sin(90° — 23) sin(2a — 23 — 90°) — cos® 23

= —cos2fcos(2a — 2[3) — cos® 26 = —2 cos arcos 23 cos(a — 203).
1592. —tgatgf.
1593. Smenom sin 6z = sin(8x — 2x), dati izraz postaje

sin 8z — (sin 8z cos 2z — cos 8z sin 2z) — cos 8z sin 2z
= sin 8z — sin 8z cos 2z = sin 8x(1 — cos 2) = 2sin” z sin 8z.
1594. Pregrupisati izraz i primeniti poznate obrasce:
(sinz + sin 3z) + (sin 2z + sin 4z) = 2sin 2z cos z + 2sin 3z cos

= 2cos z(sin 2z + sin 3z) = 4sin 57:” cos = cos .
1595. Napisimo dati izraz u obliku

(sinz + sin 3z) — (cosz + cos 3z) + (sin 2z — cos 2z)
= 2sin 2z cosz — 2 cos 2z cos x + (sin 2z — cos 2z)

= 2 cos z(sin 2z — cos 2z) + (sin 2z — cos 2x)
= (2cosx 4 1)(sin 2z — cos 2z) = 2 <cosx + %) (sin 2x — sin (g — 217))

= 4\/§cos (g + z) cos (m — %) sin (Qm — z) .

6 4
1596. Brojilac i imenilac napisati u obliku
(sinz 4 sin 5z) + sin3z;  (cosz + cos 5zx) + cos 3z,
i posle jednostavnih transformacija izraz postaje identicki jednak tg3z za x #

:i:2?7r + 2kr.

1597. Grupisati izraz u oblik (sinz + sin 3z) + (sin 9z — sin 5z). Posle jednos-
tavnih transformacija dobija se konaé¢ni oblik datog izraza 4 sin 2z cos 3z cos 4.
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1598. Kako je

sinacos(a + 3) = =(sin(a + a+ B) + sin(a — a — 3))

N N =

(sin(2a + B) — sin 8),
i kako je

sin(2a + B) = sin(a + 8+ «)
= sin(a + B) cosa + cos(a + B) sin o = sin(2c + ) cos o + sin 3,

jer je
sin a cos(a + ) = sin S,
imamo
sinacos(a+ 8) = %(sin(a + B) cosa + sin B — sin 3)

=sinacos(a+ f) = %sin(a—&—ﬂ)cosa = tg(a+0) =2tga.

1599. Kako je

. .z T 2T .2 2T 1
sinz =2sin —cos -, cosx =cos” — —sin” — i cos” - =
2 2 2 2 2 14 tg2=
imamo
x
sin — 2tg -
sinx = 2sin — cos — = 2 % cos? L = Qm tj.
cos = R
I
_ 2T . 2T 2T 2T _1 tg 2
cosz = cos” 5 —sin” o = cos” 5 1—tg§ = T
1+ tg?—
+ tg 5
odakle je
2tgg 1ftg2§
tgr = —=F; ctge = .

1ftg2§ Ztgg
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1600. Kako je

9si + a—p
sina+sinf3 S —5— s 5 _ ¢ at+fB _a
cosa+cosﬁ_2cosoc+ﬁcosoc—ﬁ_ & 2 b’
2 2
primenom obrazaca
2tgg 1ftg2g
sina:72a, cosazigé
14+ tg?2— 14+ tg?2—
+ tg 5 + tg 5
imamo da je
sin(a+ ) = 2 _ b
1+tg2a;ﬂ ar b
1ftg2a+ﬁ B2 — g2
cos(a+ ) = 2 = T
1+ tg2a;ﬁ @ th

1601. Primenom obrasca i zamenom datih vrednosti

tg (o + B) + tgy

tg(a+0+7) =tgla+(B+7)=1= te (@t B tey

=0= a+0+~vy=kmn,

tj. dobija se tvrdenje.

1602. Primetimo najpre da su uglovi o, 8 i v manji od 45°, jer su njihovi
tangensi manji od 1. Primenom obrasca i zamenom datih vrednosti

tga+ tgB+ tgy — tgatgBtgy
1-tgatgf — tgatgy — tgBtgy’
3
e

. tg2a — tg (B —7) ..
1603. Imamo da je tg (2a — — = . Dalje je

je tg( B=7) T+ tgatg (3 o) D2be]

tg(a+B+7)=tg(a+(B+7) =

sledi da je tg(a+ B+7) =1, o0dakle a+ 8+~ =

9. 1 , 13
2tga 2 _4 tg 3 — tgy —9 1
tg2a = = =5, t — = = = =,
g20= o 1w g(B—") T+ tehigr | T =
_ - 4+2.2
4 9
4_1
. 3 7 0
paje tg(2a—B+7) = 1 :1.Prematom62a—ﬁ+7:1,
1t37
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1604. Posto je cosa——,c os 3 = N/ ,cos’y—Q/ 7onda‘]e

sin(a+ B+ v) =sin((a+ B) + v) = sin(a + B) cosy + cos(a + ) sin~y

= sinacos 8 4 cos asin 3) cosy + (cos acos B — sin asin 3) sin ~y

_(rorfzowve 1) 2o feveoTf2 1 1) 3
“\3 3Vt 3 311 11 3 3V11 3 3y11) Vit
_ M4 4 2% 3
99 " 99 "33 99

tj. sinfa+8+v)=1 = a+5+7:1

2
1605.
3 . o o sin 60°
2 2sin 157 cos 157+ (sin? 15° — cos? 15°)(sin? 15° + cos? 15°)
:§-sin3007 sin 60° :§‘lisin600 :71
2 cos?15° —sin? 15° 2 2 cos 30° 4’
1606.
smE -QSil’lECOb sm( — E) = sinzcoszsinz
8 8 2 8 8 8 4
= = 2sin—cosz-ﬁzé-£:l.
2 4 2 4

1607. cos g — cos 277r + cos 377r

2(:oszcos172(:052—71-(:05—Jr2cos3—ﬂ-cos1
_ 14 7 14 7 14
2C05ﬁ
s ™
_Cos(ﬂ+?)+m(?_ﬁ)_C%(H’Lﬂ)
20051
14
3 s T
+c05 (7+ﬁ)+c05 (T_Q)
T
2COSﬁ
3 ™ 5% 3 Vs 5
_cosﬁ—&—cosﬁ—&—cosﬂ—cosﬂ—i—cosﬁ C%ﬁ_ cosﬁ _l
2cosl 26081 2’

14 14
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1608. Posle jednostavnih transformacija leva strana postaje

: o o ) o . o
8sin 10° sin 50° sin 70° — 4 -2sin 10° cos 10° sin 50° sin 70

cos 10°
_ 4sin20° sin 50° sin(90° — 20°) _ 2sin 40° sin 50°
- cos 10° - cos 10°

_ 2sin40° cos40°  sin 80°

"~ cos(90° —80°) ~ sin80°

1609. Leva strana moze se napisati u obliku

(sin 10° cos 10°)(sin 20° cos 20° ) (sin 40° cos 40°) - sin 30° cos 30°
1 o 1 . o 1 . o 1
~§sin20 ~§sm40 -5511180 :£§

. (cos 20° — %) sin 80° = @ (cos 20° sin 80° — %sin 800)

( 5

= . (sin(180° —80°) + ? — sin 800) = i V3 _ 3

(cos20° — cos 60°) - sin 80°

(sin 100° + sin 60°) — % sin 800)

EEEEEEEE R

—

[\)

oo
w

128 2 256
1610.

sin47° +sin61° — (sin 11° + sin 25°) = 2sin 54° cos 7° — 2 cos 7° sin 18°
= 2cos 7°(sin54° — sin 18°) = 2 cos 7° - 2 cos 36° sin 18°

2cos 7° cos 36° - 2sin 18° cos 18° cos 7° - 2sin 36° - cos 36°

cos 18° cos 18°

_cos7%sin72° o8 T°
T cos18° - ’

1611.

cos 24° + cos 48° — (cos 84° + cos 12°) = 2 cos 36° cos 12° — 2 cos 48° cos 36°
= 2c0s36°(cos 12° — cos 48°) = 4 cos 36° sin 18° sin 30°
_ 2sin18°cos 18° cos 36°  sin 36° cos 36° sin 72° 1

cos 18° T cosl8° - 2c0s(90° — 72°) ~ 2°

1612. Primenom identiteta:
sinacos B = =(sin(a + 3) +sin(a— 3)) i

cosacos 3 =

N = N =

(cos(a + B) + cos(a — )
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imamo
sin 20° cos 10° + cos 160° cos 100°
sin 21° cos 9° + cos 159° cos 99°
1
B %(sin 30° 4 sin 10°) 4+ E(cos 260° + cos 60°)  14sin10° —sin10° .
=1 1 T Ttsmiz —smize
5 (510 30°  5in 12°) + = (cos 258° + cos 60°) 1+sin12° —sin 12

1613. Analogno prethodnom zadatku. 1614. Analogno zadatku 1612.

sin? 70° sin? 50° - 4 sin? 10° cos? 10°

1615. sin? 70° sin® 50° sin® 10° =

4 cos? 10°
_ sin® 50°sin*(90° — 20°) sin® 20°  sin® 50° - 4sin® 20° cos” 20°
o 4 cos? 10° - 16 cos? 10°
_ sin®(90° — 50°)sin®40° _ 4sin®40° cos®40°  sin®80°
N 16 cos? 10° © 64cos210°  64cos?10°
. cos? 10° 1
" 64cos210° 64
1616. — I tg60° _ o Cos 10(.’ — sin 10° tg 60°
sin 10°  cos 10° 2sin 10° cos 10°
_ o008 10° — sin 10° tg 60° _ g cos 60° cos 10° — sin 60° sin 10°
sin 20° sin? 20° cos 60°
cos 70° _ sin 20° _
sin 20° cos 60° ~ ~ sin 20° cos 60°
1617. 2 sin 10° cos 10° sin 30° sin 50° sin 70°
2 cos 10°
_8in 20° sin 30° sin 50° sin(90° — 20°) _ 2sin 20° cos 20° sin 30° sin 50°
h 2 cos 10° h 4cos 10°
2sin 40° sin 30° sin(90° — 40°)  sin80°sin30° 1 cos10° 1
- 8 cos 10° T 8cos10° 16 cosl0® 16

1 1 1
1618. sin 20° sin 40° sin 60° sin 80° = 3 (cos 20° — 5) 3 (cos 20° — cos 140°)

1
(cos2 20° — cos 20° cos 140° — % cos 20° + 3 cos 140°>

1+ cos40° 1
2 2

1 1
— =(cos120° 4 cos 160°) — 5 cos 20° — 5 cos 400)

Q= = =

1 1 1 3
1 540° + — 20° — 20° — 0° =<1+ ) =—.
( + cos 40 +2+cos 0° — cos 20° — cos 0) 8( +2) 16
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1619. Pogledati prethodna dva zadatka.

1620. Leva strana se moze transformisati u oblik

€08 65° (cos 55° + cos 175°) + cos 175° cos 55°

230° 120°
cos —

= c0s 65° cos 115° + cos 175° cos 55°

+ cos 175° cos 55°

= 2cos65° - cos

= %(cos 180° + cos 50° + cos 230° + cos 120°)

1/ 3 + 208 230° + 50° o 230° —50°\ _ 3
2 2 2 N

2

1
1621. Leva strana se transformisSe u oblik
sin 135° — cos 15° + sin 15° = cos 45° — cos 15° + sin 15°

= —25in30° sin 15° + sin 15° = —sin 15° + sin 15° = 0.

1622. Posle transformacije proizvoda u zbir, dobija se da je vrednost datog

izraza ——.

4
1623. Kako je v = 180° — (a + (), imamo

sin® v = sin”(180° — (a + B)) = sin®(a + B) = sin” a + sin> §.
Odatle sledi

2sin” asin® 3 — 2sin asin B cos acos 8 = 0

= cos(a+03) =0 = a+ﬂ:g i 'y:g.

1624. Data jednakost moze se napisati u obliku

2sinﬂ;’ycosﬁ;7 B+~
sina = , tj. sina=tg——.
2(:osﬁ+fycosM : i
2 2
Kakojea+f+y=7m = ﬂ—;r’y :gf%, dobijamo
2811’1%005% = tg (g - %) ili ctg% (251n2%—1) =0,

tj. ctg% =0 = «a = 7 §to je nemoguce.
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e \/5 ™ . . .
sin 5 = 7 = a= 5, tj. trougao je pravougli.

1625. Kako je vy = 7 — (o + 3), data jednakost postaje
sin(a+ ) = cosa+cosf ili

. a+p a+ a+ g a—p0 .
2 —_— =2 _— = .
sin —— cos — cos —— 08 — 0, tj
a+p (. a+B . (m a—pF\) _ _
2 cos 5 (sm 5 sm(2 5 )) =0= =90

1626. Analogno prethodnom zadatku.

1627. Desna strana date jednakosti se transformiSe u proizvod, tj.

sin(a — B) = (sina + sin B)(sina —sin 3)  ili
sin(a — ) :2sina;ﬁcosa;ﬁ ~2sina;ﬁcosa;ﬁ
< sin(a — B) = sin(a + B) sin(a — B) <= sin(a — B)(1 — sin(a + 3)) = 0,

odakle je (sin(a—8)=0= a=0)V (sin(a+ﬁ):1 = a+p= g)
1628. Iz jednakosti

i)
Jr
2
Q
_|_
(=9

a+pB+v+d=21 = =7 — ;
a+pB=2r—v—6 i a+y=2r—0F-09.
Leva strana identicki je jednaka:

sina + sind + sin«y + sin 3

:2sina—2’—6coa (5+28mﬂ+’ycosﬂ—fy
:2sina+6cos a+(5 osﬂ_ry

2 2
ZQSinOé;r(s (co o« +cosﬁ )

:4sina;6c05a+ﬂ;677c05a+7;ﬁ76

. a+d T 0+ T 640
=4 R -~
sin — cos(2 3 )cos(2 5

I P L P L
= Sin Sin Sin .
2 2 2
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1629. I nacin: Leva strana identicki je jednaka

B _ tgdB+ tg28
tg (40 +25) — (tg48 + tg26) = T tg 15 tg20 (tg4pB + tg2p)
1 tg40 + tg 20
= _— — == tg43tg2
(tg4ﬁ+tg2ﬁ)(1_tg4ﬁtg2ﬂ 1> T tgd5tg20 g4ptg26
= tg (48 +28)(tg40tg20) = tgb60tg4ptg2p.
IT na¢in: Ako podemo od identiteta tg60 = tgdB + tg25 dobijamo

1— tgdBtg26’
tg60(1 — tg4Btg28) = tg4f + tg28 ili
tg 68 — tg4l0 — tg28 = tg66tg4f8tg20.

1630. Jednakost se transformise u oblik

3 (cos(a— 6+ 28) + cos(ar —  — 2)) = cos(a+ ),

%(cos(a + ) + cos(a — 33)) = cos(a+ 8), ili
cos(a + 3) + cos(a — 38) = 2cos(a+ B). Zatim
cos(a + 3) — cos(a — 38) = 0, odakle je

wsing:O\/sin(afﬂ):O\/sinQﬂ:O

—2sin
(a=—pB=0=a=p)vE=0.
Iz jednakosti cos(a + ) — cos(a — 33) = 0 nalazimo

206;2/6 Sin%

—2sin =0<=sin(a— ) =0Vsin26=0

(a—B=0=a=p)vp=0.
1631. Treca jednacina se transformise na

9% = tgz + tgy = sin x cosy + siny cos = _ sin(z + y)

COS T COS Y COSTCOSY
Koli¢nik prve dve jednacine je
. +vy T—y
2_a_sin:v+siny_2sm 5 85 — T4y
26 cosx +cosy 2cosm+ycosm_y BTy
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pa je tg mTH/ = %. Ako se cos(x + y) izrazi pomocéu tg xTH/, imamo
1—tg 2Tty b2 2
2 —a
cos(z +y) = = = .
+¥ b2 +a?
1 tg2 <
+ tg 5
. G 2ab . . o .
Sliéno se dobija sin(z + y) = PR Ako se jednacine kvadriraju, a zatim
a

saberu, imamo:
sinx + siny = 2a A cosx + cosy = 2b
= 2+ 2(cosz cosy + sinysin x) = 4(a® + b°),

a odavde
cos(z —y) = 2(a® +b°) — 1.

Zamenom dobijenih izraza nalazimo:

1 1 /b*—a? 5 o
COST COSY = §(cos(m+y) +cos(z —y)) = 5 (aQ——i—b2 +2(a” +b%) — 1) .
Dakle,
2ab
2¢c = il b27a2a2+b2 <:>c((a2+b2)2—a2):ab.

1632. I nacin. Jednakokraki trougao OAB je karakteristi¢ni trougao pra-
vilnog desetougla sa krakom OA = OB = R, osnovicom AB = R (VB —1)i

2
uglom pri vrhu 36°.
AB
. ° 2 AB 1
1 = £ = = — —1).
sin 18 = 5R 4(\/5 )

IT naéin. Posto je cos54° = sin 36°, ili cos(3 - 18°) = sin(2 - 18°), tj.
4 cos® -18° — 3 cos 18° = 2sin 18° cos 18°.
Deljenjem sa cos 18° dobija se:

4cos?18° — 3 = 2sin 18°
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ili 4sin? 18° 4 2sin 18° — 1 = 0, odakle je

sin 18° = \/54_1, cosl8°:\/1—1—16(\/5—1)2: M,

1 [5—5

in 36° = 2sin 18° 18° = =
sin sin cos 5 7

o o . o 1 o i °
cos 36° = cos® 18° — sin® 18 :\/57-1—7 tg 36~ = sin 36 =1/5—2v/5.

cos 36°
1633. Kako je
2tg 36° 5—-2V5

tg72° = -
& 1—tg236° 52 °

tada je
tg ?36° tg *72° = (\/5 - 2\/5) ( 35_2‘2/5> = ((5;52\/25));

_ 45-20V5  5(9 —4V/5)
945 9-4/5

=5.

1634. Kako je
a+B+v=180° = a=180° — (B+7),

imamo
sin = sin(180° — (8 +v)) = sina =sin(3 + )

(1) = sina = sin Fcosy + cos Fsiny.

bsi .
Posto je sin 8 = My siny = csiha , zamenom u (1) dobijamo

a
sinaq = o2 cosy + csina cos ili a = bcosy + ccos .

Analogno

b=ccosa+acosf3, c=acos(+bcosa.

Ako se pomnozi prva jednacina sa —a, druga sa —b, treca sa c i ako se onda
. .. 2 2 2 .
sve tri saberu, dobija se a® = b“ + ¢ — 2bc cos «, itd.

1635. Ako se primeni kosinusna teorema i koli¢nik:

sina V1—cos2a _ /(1+cosa)(l —cosa)

sin@ T—cosB /(1 + cos B)(1 — cos )
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\/(1+62+ca)( b?+c(;a2>
\/(1+a + e 752)( a +c(;b2>

(2bc 4 b® + 2 — a®)(2bc — b* — & + a®)4a’c?
(2ac+ a? 4 ¢? — b?)(2ac — a? — % + b?)4b2c?

(( b+ ¢)’ —a*)(a? ¢)*)a’
((a *bQ)( c)?)b?
(
(

—(b-

—(a—
b+c+a)b+c—a)a—b+c)(a+b—c)a? a
atc+bd)atc—bb—atc)b+a—c)h?2 b’

dobija se sinusna teorema.

2
1636. %. 1637. %(mQJrl).

1638. Rastavimo razliku kvadrata. Imamo
.2 (T .2 (T
sin (ZJra) — sin (gfa>
. i . ™ . ™ . ™
= (sm (Z +a) -+ sin (E — a)) (sm (Z + a) — sin (6 — a))

= sin 5_7r sin ( + 2a>
T 12 12

12 12
proizvoda transformisu u zbir i izvrSe identi¢ne transformacije, poslednji izraz

postaje

Onda izraz postaje sin om sin (% + 2a> —sin (5—71- — 204) cos ?—g Ako se oba

. 2tg 2m
2sinacosa = = .
14 tg?2a 14+ m?

1639. Iz ctg (gw - :L'> = % = tgxr = % nalazimo

sinac—é i cos:n—§
5 I

Pretvaranjem proizvoda u zbir lako se izratunava vrednost izraza:

T 5 1

) b - )
cos2c05 2 2(c053m+c05 x)
%(4(:os3cn+2(:05291773(:os:11771):fE

125 °
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41
1640. Analogno prethodnom zadatku =

1641. Datu jednakost napiSimo u obliku
sin28(tga + tgB) = sin2vy(tga + tg~y)
ili
sin @sin(a + ) = sinysin(a + 7),
odakle je

2(cos(B — = ) — cos(B + o+ B)) = (cos(y —a— ) — cos(a+27)),

tj. cos(a + 27v) — cos(28 + a) = 0. Transformisimo ovu razliku u proizvod.
Imamo sin(a+ B+7) sin(y— ) = 0, a zatim sin(a+3+~) = 0Vsin(y—3) = 0.
Odavde izlaze sledece jednakosti

a+pB+y=kr, y—B=nm (k,n=0£1,+2...).

) .
1642. Iz date jednakosti dobija se S%HQ B _ sinfBcosy =0ili
si

n®~y sinycosf
sin 3(sin 3 cos 3 — siny cosy) = 0,

1 1
tj. sin( (5 sin 20 — 3 sin 2’y> =0 = sin 208 — sin 2y = 0. Odavde je

2cos(B + y)sin(8 — ) = 0.
Dakle, cos(f+v) =0 1 sin(8 —+) = 0. Trazene jednakosti su:

ﬂ+'y:g(2k+1); B—~=nm (nk=0,%+1,4+2. ).

1643. Datu jednakost mozemo napisati u obliku
(1) tgz(l— tgytgz) + tgy + tgz=0.
Neka je 1 — tgytgz = 0. Tada iz (1) sledi

tgy+ tgz =0 = tg2y+ tg2z = -2,

§to je nemoguce za realne vrednosti y i z. Podelimo (1) sa 1 — tgytgz # 0.
Imamo

tgm—l—M:O ili tgz+ tg(y+2)=0
1—tgytgz
tj. tgx = tg(—y — 2), odakle je x = —y —z+ kv ili x +y+ 2z = kn.

Ovo je trazena veza izmedu uglova za koje pretpostavljamo da su razli¢iti od
(2k + 1)%7 (k=0,£1,%2,...), da bi bili definisani odgovarajuéi tangensi.
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1644. Data jednakost se moze napisati u obliku

(5o (o) e (G-
“u(Ge)u (5-0) w (5.

Primenom resenja prethodnog zadatka imamo

Tt T oyt T ok il adytr— ok
2 g YT T AT yre=o o

Smenom 1 — k = n dobijamo z+y + 2z = (2n+ 1)

ol

1645. Data jednakost se svodi na
sin(8 + ) cos B — sin(a+y) cosa =0, ili
%(sin(’y +20) +sinvy) — %(sin(Qa +7) +siny) =0,
odakle
sin(y+208) —sin(2a+v) =0, tj. 2cos(a+ B +7)- sin(f—«a)=0.
Poslednja jednakost je zadovoljena za:

at+fB+y=

M

4k+1)VvpB—a=nm, (nk=0+1,+2...).

1646. Analogno prethodnom zadatku.

1647. Transformisimo datu jednakost na sledeéi nacin:
ctga(ctg B+ ctgy) =1— ctgBcetgy,

odakle je

1— ctgBctgy
ctg B+ ctgy

Kako su «, 817 ostri uglovi, imamoa=n—-8—-v = a+B+y=m.

ctga = tj. ctga=—ctg(B+7) = ctg(m— 0B —7).

1648. Imamo

tga:\/5\/§+\/_7\/_7(\/§)2=(\/§f\/§)(\/§+1)=%
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V3 V2 9 eog 1057 157
9 7 3 sin60° —sin4p® OS5 ST
- - . ° _ o o o o
Q 1 sin 45° — sin 30 9 cos 75 sin 15
2 2 2
o
cos (90° - 72 ) 750
=—~ %/ _4 =37°30".
— 750 g = a=3730
2
1649. o = 7°30".
1650. Iz a® = b? + ¢* — 2bccos a dobijamo
a?=b2 (cos2 % + sin® %) + (cos2 % + sin® %) — 2bc (cos2 % — sin® %) ,
odnosno o o
a® = (b® + 2bc + %) sin® 5 + (b* — 2bc + ¢?) cos® 5
odakle je
a® = (b+ ¢)*sin® % + (b —¢)?cos” %.
1651. Data jednakost se moze napisati u obliku
a (1 - tgatg%) —b (tgﬂtg% - 1) | ili
cos (oc—l—z) cos (ﬂ—i—z)
a 2/ _ —b 2
T RN
cos a cos cos 3 cos 5
odakle je

je acos (sin

sin

08—«

acosﬂcos(oz+%>+bcosacos<ﬁ+%>:0.
. 1_ oia+ﬁ 1_ oiﬂia 1_ oiaiﬂ
KakOJQQ—QO 5 ,a+2—90 5 ,ﬂ+2—90 — , onda
_a—bcosasinﬂ_azo,ili
3 (acos B —bcosa) = 0, odakle je
sinﬁ_Ta:()zﬁ_Ta:()zazﬁ ili

acosfB—bcosa =0, acosf =bcosa.
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Ova jednakost sa kosinusnom teoremom daje
o> =b> 4+ —2bccosa = a> =b+ 7 — 2accos 3
b2 =a? +* — 2accos B = b® = a® + & — 2accos B.
Razlika ovih jednakosti daje a® = b = a = b.
1652. Ako uglovi trougla ispunjavaju uslove 0 < a < 8 < v < 180° i ako je
~ = 90°, tada je razlika
P—Q=sina+sinf+siny — (cosa+ cos §+ cosy + 1)

Lo atB a-p atf a-p
= 2sin 5 cos ) +1 (2(:05 5 cos 5 +1

:2cosa;ﬁ(cos%fsin%):0, tj. P=Q.

Obrnuto, ako je ta¢na jednakost P = @, tada je
sina + sin 8 4 siny = cos a + cos 8 + cosy + 1,
sin @ — sin(90° — «) + sin 8 — sin(90° — B) + siny —sin(90° —v) =1 ili
V2sin(a — 45°) + v/2sin(8 — 45°) + V2sin(y — 45°) = 1,

odakle je
sin(a — 45°) + sin(8 — 45°) = sin 45° — sin(y — 45°).
Dakle,
fat+B o a—-pf3 _ 1.<071) .
QSln( 5 45 )cos 5 = 2cos ) sin ( 45 ) ili
. 071) a—p _ 1.( 071) .
sin (45 ) cos 5 cos251n 45 5) tj.

. 071 Of*ﬁi 1 _
sin (45 2) (cos 3 cos 2) =0,

odakle je
(1) sin (45" - %) sin (45" - g) sin (45" - %) =0.

Kako su uglovi ostri, iz (1) izlazi da bar jedan od uglova «, 3, v mora

(1)
Cvl®
)

)

biti 90°, tj. trouga

I

je pravougli.
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1653. Kako je ? = tg30°, data jednakost se transformise na

sin a cos 30° — cos arsin 30° 4+ sin 3 cos 30°
—sin 30° cos 3 + siny cos 30° — cos ysin 30° ili na
sin(a — 30°) + sin(8 — 30°) + sin(y — 30°) = 0.

Ne umanjujuéi dokaz, ako pretpostavimo da je v > 30°, tada je

2 s + sin(y — 30°) = 0,

2 sin (60O — %) cos @

odakle sledi
. ) Y o Y o
s1n(60 f§)<0:>60 ~1<0=y>120°,

1662. Primenom obrasca za transformaciju proizvoda sinusa u zbir, leva strana
jednakosti se svodi na desnu:

1 — 4sin 70° sin 10°

Sn1ge  1SnT0= sin 10°
1—4-0,5(cos(70° — 10°) — cos(70° + 10°)
o sin 10°
1 —2(cos60° —cos80°)  2cos80° 9
sin 10° sin 10° ’

1663. Ako se ¢lanovi grupiSu po dva i izvrSe odgovarajuée transformacije,
dobija se tvrdenje na ovaj nacin:
sin 90° sin 90°

10 o _ o 2 o] — _
(tg81°+ tg97) — (1g63" + tg27") cos 9° cos 81° sin 27° cos 63°

_ 1 _ 1 _ o ( 11 )
sin9° cos9°  sin 27° cos 27° sin 18°  sin 54°
2(sin 54° —sin18°)  4c0s36°sin18° 4

sin 54° sin 18° sin 54° sin 18° '

1664. Primeniti da je
sin® 24° — sin® 6° = (sin 24° 4 sin 6°) (sin 24° — sin 6°).

Zatim se transformisu zbir i razlika sinusa u proizvod.

1665. U zadacima 1665-1667 primeniti obrasce za poluuglove trigonometri-
jskih funkcija.
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1
1668. a) Iz tgx = = itg2y= % sledi tg (z+2y) = 1, i odavde x + 2y = 45°;

b) izraunati cosx i cosy koristeéi osnovne trigonometrijske jednakosti koje ih
povezuju sa tgx i tgy, a zatim izracunati cos 2z i sin4y.

1669. Vrednost datog izraza je S = —3, sto znaci da ne zavisi od x.

1670. Data jednakost se transformiSe na sledeéi nacin:

14+cos2A 14 cos2B
2 + 2

= %(cos 2A 4 cos 2B) + cos” C' = cos(A + B) cos(A — B) + cos® C

0=cos’A+cos’B+cos’C—1= +cos’C -1

= c0s(180° — C) cos(A — B) + cos” C' = — cos C(cos(A — B) — cos O)
AfB+CS.nA7BfC

2 ! 2

Odavde sledi da je jedan od uglova A, B, C' jednak 90°.
1671. Iz date relacije dobija se redom sledece:
cos®> A+ cos’ B+cos’C =1

<= cos2A + cos 2B + cos2C = —1
<= 2cos(A+ B)cos(A— B)+cos2(A+ B)=-1
<= 2cos(A + B)cos(A — B) +2cos’(A+ B) =0
<= 2cos(A+ B)cos(A— B)+cos(A+B)=0
<= cos(A+ B)cos A-coscos B =0.

Odavde je A+ B =90° ili B =90°.

Dakle trougao je pravougli, ¢ime je dokaz zavrsen.

1672. a) Kako je 3C = 3-180° — 3(A + B), jednakost se posle primene
odgovarajuéih formula svodi na oblik

= 2cos Acos Bcos C.

= 2cos C'sin

2cos 3(A;_ B) cos 3(A2_ B) _ cos3(A—B)—1=0, odnosno
2 cos 3(A;r B) cos 3(A; B) — 2cos’ w =0
<= 2cos 3(4+B) (cos 3(4—-B) — cos 34+ B)) =0.
2 2 2
Dalje je w =270° — gC, pa je
cos w = cos (90o —+ gC’) = —sin gC’,
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a razlika kosinusa u zagradama jednaka je —2sin gAsin gB.

Prema tome, poslednja jednakost se svodi na oblik

sin%singsing—o
2 2 2

Da bi ovaj proizvod bio jednak nuli potrebno je i dovoljno da jedan od faktora
bude jednak nuli.

Neka na primer sin % = 0; onda je % = 180° ili A = 120°.
b) Sli¢no postupku pod a) data jednakost se transformise na oblik

cos—cosﬁcosg—()
2 2 2 7

odakle se izvodi zakliucak da je jedan od uglova jednak 60°.
1673. Analogno zadacima 1670-1671.

. .3 . . L 3 . 4
1674. Neka je arcsmg = z i arcsin — = y, tada je sinz = 5 siny = 5

5
3
5

Izracunava se da je cosx = = icosy = —. Tada je

3 4
sin (arcsin 5 + arcsin 3) =sin(x + y) = sinz cosy + coszsiny

_3.3,4.4
55 5 5
13 71 9
1675. —. —. 1677.1. 1678.8. 1679. ——.
675 = o5 677 678. 8 679 3

1680. Ako se dati izraz oznaci sa z i uzme se tangens od leve i desne strane,
dobija se

1
1 1 3

tgr = tg arctg§+arctg§ =77
1— =

2

N | =

= tgr=1<zc=

NS

W=

Dakle, vrednost datog izraza je g

V2 77

1681. 1. 1682. 0. 1683. - 1684. 5
1685. Analogno zadatku 1680.
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tgy

1686. Neka je arcsinz =y = siny = ——=————=. Imamo
V14 tg?y
tey = —5 etgy= YT ade

y = arctg y = arctg

x
N

1687. Neka je A = arcsinz + arcsiny, arcsinz = v i arcsiny = v. Poslednje
dve jednakosti ekvivalentne su jednakostima z = sinw i y = sinwv. Sinus leve i
desne strane prve jednakosti svodi se postupno

sin A = sin(arcsin z) cos(arcsin y) + cos(arcsin z) sin(arcsin y),

pa je

sinA::v\/lnyer\/lfo.
Odavde sledi da je

A = arcsin (m\/l—yQ—l—y\/l—mQ).

1688. Analogno prethodnom zadatku. 1689. Analogno zadatku 1687.

4.4. Trigonometrijske jednaéine
1690. Data jednacina se svodi na
sinz(2sinz + 1) =0 <= sinz =0V 2sinz + 1 =0.

Jednatina sinx = 0 <=z = kr, (k=0,4£1,£2,...), a jednacina
2sinz+1=0<+=sinz = f%

11
<:>mm:%r+2m7r\/mn=%+2nﬂ', (m,n=0,+1,+2,...).

1691. x4 = krr, (k=0,£1,42,...) 2 = i% +2mm, (m=0,+1,42,...).

1692. Ako se jednac¢ina napise u obliku
sin 3x = sin (% — 21’) < 3x — (% — Qm) =2kmV 3z + (—% — Qm) = 2mm,

tj.
-

10(4k+1)\/xm =

Tk (4m+1) (k,m=0,£1,£2,...).

Nl
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1693. Ako levu i desnu stranu jednacine razvijemo po adicionoj teoremi,
dobijamo ekvivalentnu jedna¢inu

1 1
?cosm— isinmz §sinm— 730051’<:> tgxr = V3.

Prema tome, x = g +km (k=0,£1,£2,...).

T 2km T 2nmw 1 T 2k
1 4. = — _— = — _— = — — _ 7.
694. a) x 6—1— 3,1’ 18+ 5 b) z 5 12+ 3 ,k,ne
1695. a) o = & 4 2%km: b)x:%—o,25+%”,kez.
1696. a) v = & 4 KT, 5T _2m _ Um
ca)z=¢ 5 &= 13 TNm T mm, T 5 T
1 T km 1, n© nm
= — _ R — — — Z
b) z 8i12+2’$ 8:t6+ 2,k,n,m,r€
T T nw
1697. =2 =240
697. a) x 5 6—1— 5
s 5w
b)x:7+8k7r,:v:f?+8n7r,k,n€Z

1698. wi = o + k7 V wm = %+2m7r\/xn: %”+2mr
(k,m,n=0,£1,£2,...).

1699. xk:g—&—Qkﬂ'\/mm: g—l—mﬂ'\/mn: 5771-—&—27171'
(k,m,n=0,£1,£2,...).

1700. x5, = g T+ kT V a, = %Tﬂ +nm, (kyn=0,41,£2,...).
1701. Data jednacina ekvivalentna je jednacinama:

sin 3z + (sin 5z + sinz) = 0 <= sin 3z + 2sin 3z cos 2z = 0
sin 3z(2cos 2z + 1) = 0.

Odatle sledi

xk:?\/xm:§+mw\/aﬂn:2§+nw, (k,m,n=0,£1,42,...).

4 4
1702, 24 = (2k 4+ )7 V 2 = ?” +Amn V 3, = f?” + dn,
(k,m,n=0,£1,%£2,...).
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1703. Da bi data jednacina imala reSenja mora biti istovremeno

simx=1 1 sindzr =1, tj.xn:g+2n7r, Ty =—+ —,

(k,n=0,£1,£2,...).
Resenja date jednacine se dobijaju resavanjem Diofantove jednacine

T T 2km

— +2nT = — + — —k+1=0.

5 + 2nm 0 + 5 < Hn + 0
Za k = 5n + 1, reSenje druge jednacine je z, = g + 2nm. Dakle, reSenje prve
jednagine zadovoljava drugu.

1704. a5, = g + %’r (k=0,£1,+2,...).

1705. Ova jednacina se svodi na kvadratnu jednacinu po cos z,
cos’z + 2cosz — 3 = 0,

Cija su reSenja cosxz = —3, cosz = 1. Kako prvo reSenje nema smisla, ostaje
samo cosz = 1, odakle je x = 2kw (k =0,£1,%2,...).

1706. Data jednacina se svodi na:

sing f(lfcosx):0<:>sing 72sin2§20<:)sing (172sing> =0.

Odavde je (sin LTo0= ap= 2k7r) (k=0,+1,+2,...), ili

2
. x 1 i 5T
sin= = - <= &m == +4dma Va, = — +4nm, (m,n =0,£1,+2,...).

2 2 3 3
.
- sin

1707. Kako je V3 = tg§ = =+ leva strana transformise se u oblik

cos —
3

2sin (:v + g) = 2, odakle sledi

sin<x+§) :1<=):v:%+2k7r, (k=0,+1,42,...).

1
1708. Data jednacina je ekvivalentna disjunkciji cosx = 3 V cosx = 3

Kako prva jednacina nema realnih resenja, resenja date jednacine su resSenja
druge jednacine sistema: x = :I:g + 2km, (k=0,4+1,£2,...).
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11
1709. xk:?%r+2k7r\/:vn:%r+2mr\/:vm:—ﬂ-+2m7r

6
(k,m,n=0,£1,%+2,...)
1710. z = g + km V zy, = arctg2 + mm, (k,m =0,+£1,£2,...).

1711, zp = i%ﬁ + 2km, (k=0,+1,42,...).

1712. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

1+t 2t
ﬁ—lz?sinmcosm@i—2sinmcosm=0
1— tgx 1— tgx
. 1
< sing| ——— —cosz | =0
cosx —sinx
1
< sint =0V —— —cosz = 0.
cosx — sinx
Jednagcina
(1) sine =0 <z, =km, (k=0,£1,+£2,...),
a jednacina
1 1 —cos?z + sinz cosz
——— —cosx =0 <= - =0.
cosx — sinx cosx — sinx

Za cosx — sinx # 0 imamo
sin’z 4 sinzcosx =0, sinz(sinz + cosz) =0,
odakle sledi da je sinz = 0 ¢ija su reSenja (1) ili

sinz + cost = 0 < tgm=—1<:>mm:?%+2mﬂ', (m=0,£1,%2,...).

1713. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
(cos® x + sin® z)(cos” z — sin” z) = 0.
Kako je (cos® z + sin® z) # 0, tada je

cos’z —sin®z =0 < tglz =1 < a4 :lmr:l:%, (k=0,£1,42,...).
1714. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
1
—sin2z =1—sinz
2

<= sinzcosz —cos"z =0<= (cosz =0V tgz = 1)

<:>$n:(2n+1)g\/xm:m7r+g, (n,m =0,41,42,...).
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1715. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

1 1
(sin® z 4 cos® z)(sin® & — cos’ ) = 5 &= cos 2z = ~3

<:):vk:k7r:l:g, (k=0,41,42,...).

1716. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

1 — cos 2z \? 1+cos2z\> 5 2 5
- = —_— | == 2+2 2r = —
( 5 > +( 5 > 8<:> + 2cos” 2z 5

1 1
<= 1+ cosdx = 5 <:>cos4m=—§

— :i% + %” (k=0,+1,42,...).
1717. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

(sin 8z + sin 2z) — %(sin 14z + sin2z) = 0 <= sin 8z —sin 14z =0

N | =

<= —2sin3zcosllex =0 <= sin3x =0V cosllx = 0.

Jednacina
sin3z =0 = z = R (k=0,£1,42,...),

a jednacina

Cosllx:()(:)xm:%@erl), (m=0,+1,42,..).
1718. a:kzlm\/xnzl—’;Jr%, (k,n=0,+1,42,...).
1719. z) = %” (k=0,+1,42,...).
1720. x4 = g(2k+1) V T = j:g + 2k, (k,m =0,£1,+2,...).

1721. 2, = :&:g + 2k, (k=0,+1,42,...).
1722. z), = ﬁ:% tkm, (k=0,+1,42,...).

1723. z, = ig + 2k V T = (2m + D, (k,m = 0,+1, 42, ..).

1724. Izrazimo tg2x i sin 2z pomocu tgx. Imamo

2tgx 4 2tgx

1—tgx gng'l—&—tg?m'
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Ova jednacina ekvivalentna je sistemu

2 8
tgr =0V —— — 1=
&% 1- tg2z 3(1 + tg2x)

Prva jednac¢ina daje skup reSenja z, = km, (k = 0,+1,£2,...), a druga je
ekvivalentna jednacini
3tgtr + 14tg’z — 5 =0,
odakle sledi
V3

tgmz:l:?<:>mm=%+m7r\/mn=5%+mr, (m,n=0,£1,£2,...).

Jednagina tg2z = —5 nema realnih redenja.

1725. z), = ﬁ:% + kTN T = ig + 2km, (kym =0,4+1,+2,..).

2
1726. z = g +krVam = % Vi, =2n+ )m, (k,m,n=0,+1,£2,...).
1727. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
(sinx + sin 3z) — (cos  + cos 3x) + (sin 2z — cos 2z) = 0

<= 2sin 2z cosx — 2 cos 2z + (sin 2z — cos2z) = 0

<= (2cosz + 1)(sin2z — cos2z) = 0

<= 2cosz+1=0Vsin2z — cos2x = 0,
odakle sledi da je:

2
3
sin2zx —cos2z =0 <= tg2x =1 <=z, =

2cosz+1=0<=2x,==0Bnztl), (n=0,£1,£2,...),
g(4k+ 1), (k=0,+1,4+2..)).

1728. Data jednacina se svodi na:

(cos 2z + cos 6x) — (1 — cos 8) = 0 <= 2cos 4x cos 2& — 2 cos” 4z = 0
<= cos4xsin3xrsinx = 0 <= cos4x =0V sin3z =0 Vsinz = 0.

Kako su resenja jednacine sin x = 0 sadrzana u skupu resenja jednacine sin 3z =
0, onda je

xk:g@k—&—l)\/mn:E

5o (kn=0£1%2,.).
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1729. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

poin 3 T o BT o BT B (s
sin —-sin 5 = 2sin —- cos sin - | sin 5 —cos — | =
<:>sin3—msin<z+z>sin<x—z)—
2 4 2 4)
. 3z . (T X . T
<:)s1n?—0\/sm<z+§)—0\/s1n<xfz>—0.
Resenja date jednacine su
2km s T
xk:T\/xn:5(4n71)\/xm:1(4m+1), (k,n,m =0,£1,£2,...).

1730. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
2sin 3z cos2x + 1 — cos 2z = 1 <= cos2z(2sin3z — 1) =0,

odavde sledi

T s 2nmw 5  2mm
=—(2k+1 n=-—+ —, m=—+—— (k,n, 7).

1731. Data jednacina je ekvivalentna jednacini
sin 5z — sin 3x = 0 <= 2sinx cos4x = 0.
Odatle sledi da su resenja:

zr=krVz,==02n+1), (k,n=0,%£1,+2,...).

T
8
1732. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

cos4x+2c052x:0<:)cos4:v+1+cos2:v:()

= 2cos” 2x + cos 2z = 0 <= cos 2x(2cos 2z + 1) = 0.
Dakle, resenja date jednacine su:

xk:kﬂ'ﬂ:%\/mnznﬂ'ig, (k,n=0,%1,%+2,...).

1733. Kako je 14cos4x = 2cos® 2z, dobija se cos® 2z(2sin 4z —1) = 0, odakle
. . kr w T  nm 5T  mm
1zla21 T = 7+Z\/$n = ﬂ+7\/l’m = ﬁ+7 (k,n,m = 0,:':1,:':2,. . )

1734. x5, = %” (k=0,+1,42,...).
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1735. z) = %” Va, = g(Qn—l—l) (k,n=0,+1,42,...).

2
1736. Kako je sinx = 4a

2a — 3
—-1<
— 4

<l<=ac (fl,g}.

1737. Data jednacina ekvivalentna je jednacini sin2z =
m< —2Vm > 2.
1738. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

sinmzx sinnz

COSMT COSNT
2k+1 =«

<~ =0 < = . ,
cos(mz + nx) Th= g

1739. Data jednacina se svodi na:

sin px — sin (gqu> =0 <= sin (p+qx71) cos (p—q

2 4 2

ova jednacina ima reSenje ako je

z, odakle sledi
m

= 1 <= sin mx sin nx = cos Mx cos nT

2, (k=0,£1,%2,...).

:v+z)=0

4

@sin(l#xfz) :O\/cos<‘¥x+z> =0,

4 4
odakle je
p+gq T 1 4k+1
1 Z I =k ==. k=0,%£1,2,...
() 5 x 1 T < Tk 3 p+q777 ( 07 ) 4y )7
@) p2q$+Z: ST T = g P 7, (m=0,%£1,2,...).
- S . . .. 4k +1

U slucaju p = g skup resenja (2) nema smisla, pa je reSenje z, = ™ ,
dok za p = —q skup resSenja (1) nema smisla. U slucaju (2) reSenje je x.,, =
4m +1

4p T

1740. Data jednacina postaje:

4sin  sin 2z sin 3z = 2sin 2z cos 2z <= sin 2z(2sinzsin 3z — cos 2z) = 0

<= sin 2z cos 4z = 0,

gde je proizvod sin x sin 3z transformisan u zbir. ReSenja su:

mnzﬁ\/l’k:g(%‘*‘l)’ (n,k=0,41,£2,...).

2
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1741. Kako je

sin 3—ﬂ—m =—coszr i ¢t (z—z>—ct z
2 - 8\3 7 32)7 8y

data jednaéina ekvivalentna je jednacini 2(1 + cosz) — v/3ctg g = 0. Ako pri-
_ 1+cosz

x
menimo formulu ctg = 5 = sma , tada je poslednja jednacina ekvivalentna
sinz

(1+cosx:0\/sinx:§>

— z,=2n+ )7V, =kr+ (—1)kg, (n,k=0,%£1,4+2,...).

sistemu

cosx
1742. Ako se zameni ctgx = ——, data jednalina se svodi na
nx

1+ cosx

— = 2<=sinz =
sinz(1 + cos z)

(1+cosz #0)

N | =

= zp = kr + (71)’“%, (k=0,+1,42,..).
1743. Posto je ctg(x —m) = —ctg(m — x) = ctgx, data jednacina se svodi
na
. I
2ctgx — (cosx + sinx) =
sinx  cosz sin x cos «
1
> sinde = = @ = /c—l—( 1) % (k=0,41,£2,...).
1744. Leva strana jednacine se svodi na 1 — sinz, a imenilac desne strane na
teZ + otg & = 2
82T 8% T sina’

odakle sledi da je data jednacina ekvivalentna jednacini
1—sinz=sinz = zx = k-180° + (—1)F30°, (k=0,+1,+2,...).
1745. Jednacina se moze napisati u obliku
3sinz — 4sin® z = 4sinz(1 — 2sin’z) ili  sinz(4sin’z — 1) = 0.
Resenja su: x, = n-180° V &, = m-180° £30°, (n,m =0,+1,+2,...).
2nm

1746. ), = (2k + D)7 V 2, = g 5 (kn=0£1%2..).

1747. x, = /%r VT, = :t%r +2n7 (k,n=0,£1,4+2,...).
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1748. Jednacina se moze napisati u obliku

(cosz + cos 3z) 4 (cos z + cos bz) = 0.

2 1 2 1
nt TV Ty = m;— 7 (m,n=0,%+1,+2,...).

1749. Data jednacina ekvivalentna je sa:

Resenja su: z, =

2sin 2 cos  + sin 2z = 2cos” & 4 cos x
<= sin2z(2cosz + 1) = cosz(2cosz + 1)
<= 2sinzcosz(2cosz + 1) — cosz(2cosz + 1) =0
<= cosz(2cosz + 1)(2sinz — 1) =0,

2
=z =k + g V Zn :2n7r:|:§7r V T :m7r+(71)m% (k,n,m € Z).
1750. Data jednacina je ekvivalentna jednacini:
sin? 2z = sin 3z + sin z <= sin® 2z — 2sin 2z cosz = 0
<= 2sin2zcosz(sinz — 1) =0 <= sin2z =0

Vcosx =0Vsinz —1=0
. km T
<= sm2x=1<:>xk:7 \/(cosm:0<:>xn=nﬂ'+§)

\% (sinm =1<= 2, =2mn+ g) (k,n,m =0,+1,£2,...).
Primetimo da skup resenja x, obuhvata skup resenja x,,.
1751. Data jednacina ekvivalentna je sa:
sin® z(sin & + cos ) + cos® x(sin & + cos x)
sinx Cos T
= (sinz + cos x)(sin” z 4 cos® z) = cos’ x — sin’

= cos 2z

<= (sinz + cosz)(1l +sinz —cosz) =0
<= sinz+cosr=0Vsinz —cosz+1=0.

sinx+cosx:0<:>xk:k7rf%, (k=0,£1,£2,...),

cosx —sinx = 1 < (:vn =2nmV Tm = 2mm — %) , (n,m=€2Z).
2tgx

1752. Kako je sin®zx = —=2——
1+ tg2x

, data jednacina postaje:

tg’z — 2tg%r +3tgr —2=0 <= (tgz —1)(tg’z — tgz +2) =0
— (tgz—1=0V tg’z — tgz +2 = 0).
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Jednacina -
tg:vfle(:)ml:karZ (kez),
a jednacina tg?z — tgz 4 2 = 0, nema realnih resenja.

1753. Leva strana jednacine se transformise u oblik
.2 . .
4sin” x cosx = 2sin x sin 2x = cosx — cos 3x.

Data jednacina ekvivalentna je jednacini

. T
cosx — cos 3T = cosx — sin x <= cos 3T = cos (5 —m)

<:>3m:t(g—m)=2k77<:>mk=k7r—g\/xn:7+%
1+ cos(2z — 6x)

5 , data jednacina ekvivalentna

1754. Posto je cos®(1 — 3z) =
je jednagini
4cos(2 — 6x) + 8cos(2 — 6x) — 5 = 0.
1, 7 knm
Nj Senj =—*+———,(k=0,%1,£2,...).
jena resenja su ok = 3 £ 72— =, ( ,E1,42,.00)

1755. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
sin 1+3_x —sin dm_z =sin dm_
10 2 0 2/ 10 2
—s 9 (z+£)-(_1)_~ 3m_=z
cos (¢ + 3 )sin(z—q5) =sin{5-5 /.

Kako je cos (% + —) = sin (1—0 - g) , prethodna jednacina ekvivalentna je

sin (i’—g—g) (25in(m—1—7;)) —1) =0

<:)Sin(3—ﬂ-*£>:0\/sin<xfl):l

10 2 10 2’
pa je
1 4 14
T = 707715—1— 371' VT, = 30?; TV T = 730]61; m (m,n,k €Z).

1756. Ako podelimo datu jednaéinu sa cos? x # 0, ona postaje

5tg2x73tg:v72 =0,
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odakle sledi

(tgmzl = z.=k- —|—k7r)

RN

2
\% (tgm =-p o= —arctgg +nr (k,n € Z)) .
1757. Kako je sin 2z = 2sin x cos z, data jednacina je homogena i svodi se na
oblik tg?z 4 2tgx — 3 = 0, odakle izlazi
tgr = 1 < 1y :k7r+£, (k=0,41,42,...).
tgx = =3 <= xn, =nmw — arctg3, (n=0,£1,%+2,...).

1758. Ako se primeni identitet 1 = sin? z + cos® = data jednacina je homogena
i svodi se na oblik

tg?r +V3tgz =0 = @ =k Va, = —(3n—1), (k,n=0,%1,42,...).

™
3
1759. z, = g +krVz, = —arctgh +nm, (k,n=0,+1,+2,...).

1760. Kako je 2 = 2(sin® & + cos® z) data jednagina postaje homogena.

xk:kw+£\/xn:n7rf arctgg, (n,k=0,£1,£2,...).

1761. z;, = %(4k+ 1)V a, =nr+ arctgg, (k,n=0,+1,42,...).
1762. ;= (2k + 1)% V &n = w4 g, (k,n=0,+1,42,...).

1763. z, = % +knV @, =nm+ arctg3, (k,n=0,+1,42,...).

1764. Primedba 1. Data jednacina je oblika
(1) Asinx + Beosz = C.

Leva strana jednacine (1) moze se napisati u obliku asin(z + ¢), gde su a i ¢
nepoznati parametri koje treba odrediti iz

(2) Asinz 4+ Bcosz = asin(z + p).
Jednakost (2) moze se napisati u obliku

(3) Asinz + Bcosz = acos psinx + asin ¢ cos x.
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Da bi (3) bilo ispunjeno za svako x, treba da je
(4) A=acosp, B=asingp.

Zbir kvadrata jednacine sistema (4) daje formulu za odredivanje parametra a

(5) a=+/A?+ B2,

Koli¢nik jednacina sistema (5) daje formulu za izraéunavanje parametra ¢.

B
(6) tgy =7

I naéin. Data jednaCina moze se resiti na osnovu primedbe 1. Za datu
jednaginu iz (5) sledi a = /1 + (=3)2=2,aiz (6) tgp=—vV3 = ¢ = 7%'
Data jednacina na osnovu (1) i (2) ekvivalentna je jednacini

57

zsin(x—g) =2 a=0, (k=021,%2.).

Primedba 2. Pri resavanju nekih problema iz trigonometrije ¢esto se sinx i

. - . ’ X .
cos x 1zrazavaju pomocu tg 5 1 to:

2singcosg B 2tgg

x
sinz = 2sin —cos - = = )
2 2 sin2§+cos2§ 1+tg2§

2% 27 _ 2%

B , @ 'Qx_COSQ s1n2_1 tg2
cosx = cos” — —sin” = = = .
2 2 L2 2T 2x
sin 2—&—cos 5 1+ tg 5

Ako se uvede da je tg% = t, prethodni obrasci postaju

(1) sin:vzlj_—ttQ7

1-¢
2 = .
(2) COST = s

II naéin. Ako se iskoristi primedba 2 i prethodne formule (1) i (2), data
jednacina ekvivalentna je jednacini
2t V3(1—t?)

- =2 2 2 -2t 42 =
T T = (2+V3) +2+V3=0,
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odakle je t = Smenom tg% =t imamo

_
23

LIS S 1 _[24+V3
2723 \e-vaer Va-v3~

III naéin. Kako je v/3 = tgg = —;’r, data jednacina ekvivalentna je
cos —
3

jednagini:

. ™ . s . s
Sll’l.TCOSg—SngCOSJ?:QCOS—<:>Sln l’—g =1

;}x—g:ngQkW(:)wk 5%+2]€7T: (k € ).

1765. Analogno prethodnom zadatku (primedba 2) dobijaju se resenja: xp =

2km — arctg % V & = 2km + arctg %, (k,n € Z).
1766. Deljenjem date jednacine sa 2 dobija se sin(z — 30°) = BR odakle je

z —30° =45° +360°k = z = 75° +360° - k ili
x —30° =135° +360° -n = xz, = 165° +360° -n (k,n € Z).

1767. Analogno prethodnom zadatku data jednacina se svodi na oblik

odakle sledi

T 117
1768. z;, = 2km — D) V x, = 2nm + SR

2
1769. z; = 2kmw + ?ﬂ- Vx, =2nm, (k,n € Z).
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5T ™
1770. xp = 2km + o) Vi, =2n+ )7+ 13

(8k+ L)m
12

1772. zp = 2km — % V T, = 2nmw — %, (k,n e Z).

1771, z, = (kez).

1773. Neka je sinz + cosz = z. Tada je 522 — 12z + 7 = 0, odakle je z1 = 1,
Z2 = 7 Dakle
2= 3 )

. . . 7
sinx +cosxr=1 i smm—l—cossz.
™ 1
T = 2kw V Tp =2n7r+§\/mm=2m7r+2arctg§

1
Vzp = 2pm + 2 arctg 3 (ky,n,m,p € Z).

sinx = cosx 4 4
1774. Kako je | —— + ——| = — da j = —.
HOIC |\ osz T sina \/§70n 9 | Sin 2z V3
1° Ako je sin 2z > 0, imamo
'2 =i<:>sin2x:£,
sin2x /3 2
odakle sledi
Qm’zkﬂ'—&—(—l)k-z<:>mk:k—ﬂ-—&—(—l)k-z (kez).
3 2 6
2 4
2° Ako je sin 2z < 0, tada je —,—:—<:>sin2m=—£,odakleje
sin2x /3 2
™ nw ™
2% =nm— (=) - L R L 7).
mnﬂ'()3<:>m 2()6(716)

1
1775. Ako se pomnozi data jednacina sa > onda se moze napisati u obliku

V3 V3

1 1
B cos 7x + - sin7r = o5 cos Hx + ) sin ba, ili
sin = cos Tz + cos % sin 7z = sin g cos dx + cos g sin bz, tj.

sin (717 + %) = sin (5:10 + %) .
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Odatle
T+ 2 b5+ S =2%r ili To+~ 452+~ = (2k+ ).
6 3 6 3
™ ™
xk—(12k+1)ﬁ\/xn—(4n+1)ﬂ (k,n € Z).

2
1776. Ako se pomnozi data jednacina sa 5 onda se moze napisati u obliku

g sin(7 log z) + g cos(mlogz) = g ,ili cos (Wlogx — %) = g, a odatle
1
wlogx — % = :tg + 2k = x5, = 10°* v 2, = 10*" T2 (k,n e Z).
. 1 . . 1 .
1777. Kako je log, a = @ , tada je log, ., sinx + m —-2=0ili

(108 0s» sin2)% — 2log,, ., sinz 4+ 1 =0, tj.
(108 s SN T — 1)> = 0 <= log,., sinz = 1 <= sinz = cosz
—ao=2kr+ T (keD),
jer mora biti ispunjen uslov sinz > 0 i cosz < 0.
1778. a) Leva strana date jednacine moze se transformisati u oblik
(sin® z + cos® z)(sin” z — sin® z cos® = + cos” z)

= (sin® z + cos® x)* — % sin®2z =1 — % sin® 2z,

pajel— z sin? 2z = a, odakle je

4(1—a) -, 1—cosdr _ 4(1—a)

.2
2x = =
sin” 2x 3 > 3 ,

8a—5
7
Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju realnih reSenja date jednacine je ne-

tj. cosdx =

jednagina —1 < 8a—5 <1, odakle je i <a<l.
km . 1 nwo, T
b) Zaa—l,xk—T,aakOJea—Z,xn—7:tz (n,k €Z).

1779. Kako je a = a(sin? z + cos? x), data jednacina postaje

(1) (1 —a)sin’z —sinzcosx — (a + 2) cos’ z = 0.
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Neka je a # 1, tada iz (1) sledi da je cosx # 0.

U suprotnom slu¢aju mi bismo imali sinz = cosx = 0, $to je nemoguce.
Ako podelimo jedna¢inu (1) sa cos®z i uvedemo smenu tga = ¢, dobijamo
kvadratnu jednacinu

(2) (1—a)t’ —t—(a+2)=0.
Jednagina (1) ima resenje ukoliko jednacina (2) ima realna resenja, tj.:
D =—-4a® —4a+9>0,

odakle nalazimo
Vv10+1 Vv10 -1
- <a< —.
2 -~ 2
Za a =1 imamo sin z(sinz + 3 cos z) = 0, odakle

oy = % + krVx, =nmw— arctg3 (k,n € Z).
1780. Posto je

.4 (1—c052m)2 2 1+ cos2x
sin” x = —s ) cos x:T

zamenom cos 2x = t, data jednacina postaje
(1) t* — 6t 4+ 4a®> — 3 =0.

Data jednac¢ina ima reSenja za one vrednosti parametra a, za koje koreni ¢; i
t2 jednacine (1) su realni i njihove apsolutne vrednosti ne prelaze 1.

Resavanjem jednacine (1) nalazimo

t1=3—2v3—a2, t2=3+2V3—a2
ReSenja t1 i t2 jednacine (1) su realna, ako je
) la| < 3.

Ako je uslov (2) ispunjen ¢t > 1 i zato ta vrednost ne dolazi u obzir. Radi toga,
trazene vrednosti parametra a zadovoljavaju uslov (2) , za koji je |t1] < 1, tj.

(3) 1<3-2V/3—-a2<1.
Iz (3) izlazi —4 < —2v/3 — a? < —2, odakle

(4) 1<V3—-a2<2.
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Posto je nejednacina v/3 — a2 < 2 zadovoljena za |a| < v/3, sistem jednacina
(4) svodi se na nejednaginu /3 — a2 > 1, odakle nalazimo |a| < v/2.

Dakle, data jednagina ima reenja za |a| < v/2 i to

T = :I:% arccos(3 — 2¢/3 — a?) + k.

1781. Kako ugao = € (O, g) , tada je A > 0, jer je sinx > 0icosz > 0, pa

data jednacina, posle kvadriranja, postaje
1+ 2sinzcosz = A sin® z cos® z.

Smenom sin 2z = ¢ imamo \?t? — 4t — 4 = 0, odakle dobijamo

2+ V4 +4)\2
(1) t1/2 = — e

Posto x € (0, g), tada sin 2z > 0, pa u jednacini (1) treba uzeti znak plus, tj.

24+ V444X
—_—

t= \

2+ V4 + 4)\2

Trazene vrednosti parametra su reSenja nejednacine 2 < 1, odakle
nalazimo A\ > 2v/2.
1782. Proizvod u datoj jednagini transformisemo u zbir

1 ( 9 n 7T) i 9 4a — 1

= - )= ili = .

5 (cos2mz +cos 5 a cos 2mz 5

Dovoljan i potreban uslov za egzistenciju resenja date jednacine je nejednacina

i<deml oy odake — L <a< 3
4 4
1783. Posto je |sinz| < 1, proizvod dva sinusa jednak je jedinici, ako je

1° sin2x = 1 i sin6x = 1;

2° sin2x = —1 i sin 62 = —1.
4k +1 4 1
Analizirajmo slucaj 1°. Imamo =) = @k + Dm iz, = W

4
Ako izjednac¢imo nadene vrednosti x, imamo

(4k+1)m  (dn+ 1w
4 - 12 ’

odakle je 6k = 2n — 1.
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Paran broj ne moze biti jednak neparnom, pa je tvrdenje 1° nemoguée. Analogno
se pokazuje da je i 2° nemogucde.

1784. Kako je
(sin”® z 4 cos® x)* — 2sin® wcos’ x +sin2z +a =0 ili
1-— %sin2 27 +sin2zx+a=0, tj. sin’2z— 2sin2z — 2(a+1) =0,
odakle sin 2z = 1 £+ v/2a + 3. Za realnost regenja neophodno je 2a + 3 > 0 ili
a> 72. Kako je |sin2z| < 1, tada |1 + v2a + 3| < 1.
Analizirajmo odvojeno poslednje nejednacine:

1
1° |11 — v/2a + 3| > —1, odakle je fg <a< 5 U ovom slucaju

—_1)k
sin2x:17\/2a+3:>xk:7r_k+( )

3 3 arcsin(1 — V2a + 3).

2° |1 — v/2a+ 3| < 1, no kako je sa druge strane 1 —v/2a +3 < 1, tada je
V2a+3=0,tj. a= —g , pa je sin2z = 1.

Resenje ove jednacine je sadrzano u resenju 1°.

1785. Kako je

1 —cos(b+ c)x
2
cos(b—c) —cos(b+ c)xr =1 —cos(b+ ¢)x + 2a, tj.
cos(b—c)x = 2a + 1.

1 (cos(b—c)z — cos(b+ c)z) = +a ili

2

Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju resenja je —1 < 2a4+1 < 1ili =2 <
2a < 0, odakle je —1 < a <0.

1786. Leva strana jednacine transformise se u oblik

1+ cos(2x 4+ 2a) | 1+ cos(2z — 2a)
Jr
2 2
cos(2z + 2a) + cos(2x — 2a) = 2sin 20 — 2,  tj.

=sin2a ili

2 cos 2z cos 2a = 2(sin 20 — 1).
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Ako je cos2a # 0, tj. ako je a # :I:g, poslednja jednacina postaje

1 2 — =
sin2a — 1 1 — sin 2« _COS( OC_E)
cos 2x = = =
cos 2« — cos 2a sin (2047 E)
2
2sin? (a— K) .
T 4 T :tg<a71),tj.
2sin (af§> cos (af Z)
(1) cos2z = tg (a — g) .
Kako je —1 < cos2zx <1, tada je —1 < tg (a — %) <1ili
m T s
tg (—=) <t ( ——><t -,
& ( 4) =wl\eTy) =8y
odakle je
T T om T
—— — < . 0<a< <.
n <« 157 jo 0<a< 5
Dakle dobijeni interval zadovoljava pretpostavku ,g <a< g

Iz (1) imamo

2x = + arccos (tg (a — %)) + 2k,
rr = £0, 5 arccos (tg (a — %)) +2kw (k€ Z).
1787. Napisimo datu jednacinu u obliku
sin(2z + «) +sin 2z —msinz =0 ili
2sin z cos” & + sin x cos 2z + 2sinx cosx — msinz =0, tj.
sinz(4cos’x +2cosx —m — 1) =0,

odakle izlazi:

(1) sinx =0,
—1++V4dm+5

(2) ST = ——— ———,

3) cosg — —L—Vim+5

4
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Iz (1) nalazimo x = k7 (k € Z). Resenja jednacine (2) i (3) su realna, ako je

4m+52>0,tj. m > -1 da bi jednacina (3) imala resenja neophodno je da je

W ‘—1+\ZM‘S1

a za egzistenciju reSenja jednacine (4) neophodno je

5) ‘—1—W‘§1

Iz (4) imamo | — 1+ /4m + 5| < 4 ili
A< -14+vVdm+5<4 tj. —3<vV4dm+5<5,

odakle je m < 5.
Iz (5) imamo —4 < —1 — /4m + 5 < 4 odakle m < 1.

Dakle, z, = k7w, za ma koje m.

—14++v4m+5
4

T, = 2nm £ arccos , ako je 72 <m <b.

-1 -4
Ty = 2nm + arccos +%7 ako je —g <m<1.
1788. m € (—o0, 1] U [5, +00).
" . 3—m
1789. xz, = km, za svako m, x, = (—1)" - arcsin 0 +2nmw, xp = T —

(—1)“arcsin 4 ?HTm +2Um za —1 <m <3, (k,n,l €Z).

1790. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
sinz =0V 4sin®z +msinz — 3 = 0.

Prva jednacina je ispunjena za xp = km. Druga jednacina ima jedno resenje za
sinz, ako je m < —1im > 1, a dva reSenja, ako je —1 < m < 1.

1791, 2, = (2k + I)m; @ = 27 <2n + é) (k,n € 7).
1792. Data jednacina ekvivalentna je sistemima

(1) cosx > 0A3cosx =cosx —5

(2) cosz < 0A3cosz =—cosz —4.
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’ > 1, pa reSenja nema.

Iz sistema (1) cosz = —=, a |—=
2 M) 28|
. 5 . L. ..
Iz sistema (2) cosz = 1 a ~1 > 1, pa i u ovom slucaju resenja nema.

1793. Dato je 2% = :I:g + 2k odakle sledi: za k =0,

™ s
=+,/=; k=1,23,... =+4/2k £+ <.
x 37 3 4y Dy x 3

1794. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
VA9 — 22 = 2km <= 49 — 2* = 47°k>.
Ova jednacina ima realna reSenja za k =01 k = 1, tj.
Ti/p = ET7, T34 = £/49 — 42

1795. Posto je

o) () = (G- (G-) (-
S (§-) e (=) - (A5 -

tj. leva strana date jednaine —1, a desna 2, §to je zaista nemoguce.
1796. Napisimo datu jednaginu u obliku tg (z? — z) = tg2, odakle je

2 —x—2=kr ili 2°—x—(2+knr) =0,
1+ VAkr +9

tj. x =
J. X B

Uslov za egzistenciju reSenja je 4km+9 > 0, ili k > 43 Posto k mora biti ceo
71'

1 +VAkT +9
N 2

brojik > —1,tj. = ,gdeje k=0,1,2,...

1797. Kako je cos |z| = cosz i tg?|z| = tg >, data jednacina se moze napisati
u obliku

t2[z] = 1 — cos |z| sin® |z| 1 — cos|z|
& " 1 —sin|z| cos? x| ~ 1 —sin|x]
1 —cos®|z| 11— cos|z]

1—sin?|z| 1-—sin|z|’
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Ako pomnozimo obe strane ove jednaéine sa 1 — sin|z| # 0 tada je

1 — cos?
%ﬁl”;l' =1—cos|z| <= (1 — cos |z|)(cos || — sin|z|) = 0.

Ova jednacina ekvivalentna je disjunkciji

(1 —coslz| =0 <= cos|z| =1 <= z = 2km)

\/(cos|x| —sinjz| =0 < tglz|=1 <=z, = g + %) (k,n €Z).
1798. Iz date jednacine dobija se mx? + 2rx = 2km (k = 0,+1,+2,...) ili
z? 4 2z — 2k = 0, odakle je = F1 F v/2k + 1. Uslov egzistencije resenja je
2k+1 >0, ili K > 0. Da bi « bio ceo broj, neophodno je da broj v/2k + 1 bude
ceo. Kako je kvadratni koren iz potpunog kvadrata neparnog broja, neparan
broj, to je broj 1 F v/2k + 1 paran broj.

1799. Posto je sin2z = 2sinzcosz i 1 = sin? z + cos? z, tada je

9sin?z 4 6sinz cos z + cos® z

tgx = =
8 9cos? x + 6sinxcosz + sin®z
tgx,(3Sinx+C(_)Sl.)2:0 tex — 3tgxr+1 2:
(3cosz + sinx)? 3+ tgx

<:>tg3x73tg2x+3tgx71:0<:>(tg:v71)3:0<=) tgr =1

<:>xk:£+k7r (kez).

1800. Data jednacina moze se napisati u obliku

(sin 2z + 3) sin”® z(sin’z — 1) +1 =0
< (sin2zx + 3)sin’ zcos’z —1 =0
> (sin2z + 3)4sin*zcos’z —4 =0
<= (sin2z +3)sin’ 2z —4 =10
<= sin® 2z + 3sin® 22 — 4 =0
<= (sin2z — 1)(sin 2z + 2)2 =0.

Posto je (sin2z+1)% > 0 za svako z, onda je sin2z —1 = 0, tj. z, = g(4k+1),
(k=0,41,£2,...).
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1801. Data jednacina se moze transformisati na sledeéi nacin:

1 — cos 222 n 1 — cos 4x? . 1 — cos 6z i 1 — cos 8z?
2 2 - 2 2

<= cos 2z + cos 4z = cos 62 + cos 82>

= cos 3z” cos &> — cos Tz® cos 2° = 0
(1) = cos x” sin 2 sin 52° = 0.
Jednacina (1) ekvivalentna je disjunkciji

2 1
(cosx2:()<:>xk2: kt

7r) \Y (sin2x2 :0<:>xf = %)

\/(sin5x2:0<:>xfl:?).

Posto je 2 > 0, onda (k,n,m = 0,1,2,...)zan=20+1, 22 = T =zl

Sva reSenja date jednacine su

2k +1
Tk =1/ 2+ o mm:,/%, (k,m=0,1,2,...).

1802. Ako proizvode na levoj strani date jednacine transformiSemo u zbir,
dobijamo cos 7z — cosz = 0 ili sin 4z sin 3= = 0, odakle je:

km nmw
T = —VIp,=

— = 1,£2,...).
4 37 (k7n 07:t7:|:7 )

s km 5T  nmw

1804. Data jednacina se transformise u oblik

. X X R 2 X .2 _
sm2<cos2+sm2> (cos ) 3 sin 2)—0.

Odatle sledi: =y = 2km, ©, = 3% + 2T, T = :tg +2mn (k,n,m € Z).

2
1805. z; = g + gkﬂ, Tn =4nm (k,n € Z).

2
1806. zj, = gﬂ' + 2km, zn, = 2nmw (k,n € Z).
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1807. Data jednacina se moze napisati u obliku
2sin 3z cos z + V/3sin 3z = 0.

Odatle sledi:

k
sin3x:0<:>mk:?7r, cosmz—? <:>mn=:|:5§+2n7r (k,n € Z).

1808. Data jednacina se svodi na:

(cosx + sinz)?(cos z — sinz) = — cos 2z
<= (cosx + sinz)(cos® z — sin” ) = — cos 2
. ™  km
<= cos2z(cosz +sinz + 1) =0 <= cos2x:0<:>xkzz+7
V(cosx+sinm+1:0<:>25ingcosg—|—2c052§=O
T T . T 3m
<:)2cos§<cos§+sm§):0<:):vn:7r+2n7r\/:vm:7+2m7r

(k,n,m =0,+1,4+2,...).

1809. Da bi data jednacina bila odredena neophodno je: x # 7” (k =€ Z).
Njena resenja su: z, = % +nm (n€Z).

1810. Ako je sin2z > 0, tada je 1 +sin2x > 1, a 1 —sinz < 1. Onda je data
jednacina ekvivalentna jednacini

—log1 (1 +sin2z) 4 log1 (1 —sin2z) = 1.
3 3

1 —sin2 1
Antilogaritmovanjem se dobija ﬂ = —, odakle je:
1+sin2z 3

. 1 k7 kT
2% = = = (—1)FZ2 4+ 22,
sin 2z — z=(-1) 12 5

Analogno, ako je sin2z < 0, tada je 1 +sin2x < 1, a 1 —2sin2z > 1, pa se
data jednacina svodi na oblik

log1 (14 sin2z) —log1 (1 — sin 2z) = 1,
3 3
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1
odakle nalazimo: sin2x = —3 —z=(— 1)’ﬁLl 7T + k_ﬂ-
L 1 — cos6. . . . . ..
1811. Posto je sin® 3z = 76208 x, data jednacina ekvivalentna je jednacini
4
2. 2cosbr Yooror = 9. Smena 22°5%® — ¢ svodi poslednju jednaéinu na

kvadratnu 2t? — 9t + 4 = 0. Reenja date jednagine su

xk:%”v:nnzig+"§ (k,n € Z).

1812. x4 = (4)’“% tkr (keZ).

1813. Da bi data jednacina imala smisla mora da vazi: tgax > 0 A tg2x > 0,
pa je ona ekvivalentna tgx - tg2x = 1. Postavljeni uslov zadovoljava samo
reSenje

tg:v:?(:)xk:%Jrkw (kez).

1814. Posto je
sin 2z + \/5c052m =2 (% sin 2z + ? cost) = 2cos (% — 21’) ,
data jednacina ekvivalentna je jednacini
4 cos® (% - Qm) — 5 =cos (% — Qm) .
Iz ove jednagine dobijamo

0 T
cos(EfQ:v)—flﬁx—ﬁ+k7r (k€ Z).

Drugo resenje ne odgovara.

1815. Data jednacina je ekvivalentna sa:

sin @ COS$:3+2sin2x<:).L:3+25m2x

cosx  sinx sin 2x
< 2sin? 2¢ +3sin2zx — 2 =0 < (sm2x = % V sin 2x = 72)
(mn = E—I—nﬂ'\/xk— —+k7r)

gde su k i n celi brojevi. Jednacina sin 2z = —2 nema resenja.
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1816. Jednacina ima smisla ako je x # g + km (k ceo broj) i tada je ekviva-

lentna jednacini

(cosx — sinz)(cos z 4 sinx)® = cos z + sin

= (cos’z — sin® z — 1)(cos x4 sinz) = 0

. 2 .2
<= cosx+sinx=0Vcos“z—sin“z—1=0

= tgmz—l\/cos?mzl<:>m=—%+m7r\/m=nﬂ'

(n i m celi brojevi) .

(~DFn  kn

1817. r = —— + —
‘ 24 4

1818. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

(k ceo broj) .

(2cos 3z +4cosx — 1) log cos 2z = — log cos 2z
<= 2(cos 3z + 2cosx)log cos 2z = 0
<= cos2x =1Vcos3zx+2cosx =0

> (2x), = 2k7) V cosz(4dcos’ z — 1) =0
1
<~ (zp =km)V <cosx:0\/cosx:§\/cosm=—§>
2
<:>xk:k7r\/mn=g—l—nﬂ'\/xm:ﬂ:g—&—Qmﬂ'\/w:ﬂ:?ﬂ-—&—%ﬂ

(k,n,m, L € Z). Zbog uslova cos 2z > 0 otpadaju resenja Tn, Tm 1 z¢.

1819. Smena 3577 = ¢,z = g +kr (ke).

2
1820. z =knVz = % (k,n €Z).
51 157 3T 237
1821. z, = 71—6+2k)7'r, Ty = 1—6+2€ﬂ', T = 1—6+2m7r, Ty = 1—6+2n7r

(k,£,m,n € Z).

1822. z, =kVx, =

—1+v40+3 (k0 € Z)
2 ’ '

1823. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

cos(mtgz + metgz) =0
(1) <:>7rtgx+7rctgm=%+k7r (kez).
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Ova jednacina ima reSenja ako su ispunjeni uslovi x # pm, = # g + 2¢m,
Ttgx # g +rm, wetgx # sm (p,q,7,8 € Z).

Smenom tgx = t, jednacina (1) postaje kvadratna po ¢,
2 1

Resenja date jednacine su:

1+2k+/(1+2k)2-16
1 —+ nm

c = arctg

1
gde je n ceo broj, a k takode ceo broj (k # —2,—1,0,1,2) i z = arctg 3 +mm,
(m € Z).

1824. Smenom cosz — sin z = ¢, dobija se jednacina
Vi-t—t2=t<=2+t—1=0At>0.

Resenje date jednacine je x = 72 =+ arccos ? + 2k (k€ Z).
1825. Data jednacina je ekvivalentna jednacini
1 —cos2z +sin2z — (sinz + cosz) = 0.
Primenom identiteta
1 — cos 2z = 2sin® xr, sin2x =2sinxcosx

prethodna jednacina je ekvivalentna jednacini
. 1 .
2| sinz — 5 (sinz 4 cosz) = 0.
Resenja ove jednacine su:

x = (—1)k%+kﬂ', x = —%—I—nﬂ' (n,k € Z).

1826. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

(sinz 4+ cosz — 1)(1 —sinz cosz) =1 —sinz cosx
< (sinz+cosz — 1)(sinzcosz —1) =0
<= sin2rx =2Vsinz +cosx —1 = 0.
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Jednacina sin 2z = 2 nema realnih reSenja, a reSenja jednacine

sinz + cosx = 1 su zx = 2km, Tm = I tomr (k,m € Z).
1827. a) Primenom identiteta sin 3z = 3sinz — 4sin® z i

1
sinz - siny = i(cos(m —y) —cos(z +v)),

data jednacina ekvivalentna je jednacini

(sinz —1)(3 — 4sin’z) = 0 <= (sinm =1Vsinz = ? Vsing = —?)

n+1 T +nTV e, = (—1)mE +mr

<:>$k=%+2kﬂ\/$n:(—1) 3 3

b) mk=2k7r\/mn=:t%+2n7r\/mm=:|:5§+2m7r (k,n,m € Z).

1828. x = arccos (:I:i 2(-1+ \/17)) +2kw (k€ Z).

1829. x = t+arcsin \/g +kr (k€Z).

1830. Jednacina je ekvivalentna sistemu
5sin 2z — 2 = (sinz — cosz)’sinz > cos .

Rezultat: 13 5
T us
;pn_6+2n7r, mk—ﬁ+2kﬂ' (n,kGZ).

1831. Smenom sin(7(13z + 9)?) = y data jednacina se svodi na kvadratnu
2y% — 5y +3=0.

9 1
n = 745 Ta ) ) > .
x 13:I:13 0,5+ 2nt (n€Z, n>0)

1832. = = 105°. 1833. z =kr (k € 7).
1834. Smena Vsinz =¢,¢t >0, z = (—1)k% +kr (ke€Z).
1835. z = (—1)* arcsing + kT, xn = (71)"arcsin% + nm,

Tm = (—1)™T! arcsing +mm  (k,n,m € Z).
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1836. xk:i%—f—SJF%?” (k€Z). 1837. xk:%—&—% (k € 7).
1838. Data jednacina ekvivalentna je sistemu
cos2x = sin:v/\sinercosg > 0.
TE = %-1—4]{,‘71', T = 5%—1—47171’ (k,n € Z).

1839. Ako je sinx + sin2z > 0, data jednacina je ekvivalentna jednacini
2x — 5 = 1; odavde x = 3, medutim sin 3 +sin 6 < 0. Ako je sinz + sin 2x < 0,
dobija se = 2, medutim sin 2 +sin4 > 0. Ostaje jos slucaj sin z + sin 2z = 0,
odakle se dobija da je

2
$k=%7 zn=712n+1) (k,n€Z).
1840. z;, = g +km, zn =2nw  (k,n € Z).

1841. z = —log? (M) (k=0,1,2,...).

1842. Data jednacina se moze prikazati u obliku:
sinx + 2sinz cosz cosa + 2sin’ rsina — sina = 0

<= sinx + sin 2x cosa — cos 2x sina = 0

<= sinz +sin(2z —a) =0

<:>2cosmia-sin3x;a=0
<:>cosx7a=()\/sin3xia=0

2
<:>mk=(2k+1)7r+a\/mn=7nﬂ3+a (k,n € Z).

1843. Ako se proizvod sinusa transformise u razliku kosinusa, data jednacina
ekvivalentna je jednacini

2¢%(cos(B — A) — cos(2z + A+ B)) = a® + b* + 4ab.
Kako je trougao pravougli, vaze jednakosti

A =ad+b° A—I—B:g, a=ccosA, b=csinA.
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Poslednja jednacina je ekvivalentna jednacini

cos (g 72A> — cos (2x+ g) = % +2sin Acos A

<:)sin2A+sin2x:%Jrsin?A(:)sinZv:%
tm=(mt+ T an=(mgtn)r (n,m .
T
1844. z = 1 +kr (keZ).

1845. ngrlmSaS%Jrlmr (k € 7).

1846. ((4)’“*1% L 2€7r);

3
((-1)’@% + lm,i%ﬂ + 2(71') (k,0 € Z).
T 2 5T 5T
1847. (*E + 2k, Y + 2n7r); (F + 2k 5 + 2n7r> (k,n € 7).

1848. (:t% + km, g + 2n71') (k,n € Z).

1849. Ako jednacine datog sistema kvadriramo a zatim saberemo, dobijamo

1
sin2y+3c052y:2<:)cos2y: —.

2
Odavde je
cosy::i:Q7 siny::l:ﬁ.
2 2
Iz sistema se dobija sinx = :I:%, cosx = ﬂ:?.
Sistem je zadovoljen za sledeée uredenje prave (z,y):
1° sinac—l cosx = —, sin _v2 cos —Q
ﬂ—_ ) - - 27 Z/— 2 ) y_ 2
= (E+2k7r,z+2m7r);
2° sinac—l cosat:—f—3 sin —Q cos _7@
- ) - 2 ) y_ 2 ) y_ 2
— 5—7T+2k7r,3—ﬂ+2m7r;
6 4
3° sinac—fl COSl'——3 sin —fﬁ cos —ﬁ
- 27 - 2 ) y_ 2 ) y_ 2

™ ™
<— (_E + 2k, 1 —+ Qmﬂ'),
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o . 1 V3 V2 V2
4° sinx = —=, cosT = ———, siny = ———, cosy = ———

2 2 2
= (—%T—I—Qkﬂ,—?%—i—?mﬂ) (k,m e Z).

1850. (% + 2km, £ arccos (fi) + 2n7r> (k,n € 7).

1851. Ako je cosx # 0, cosy # 0, onda je
tg(m+y)=1<:>m+y=g+k7r.

Resenje sistema su parovi

(mﬂ, % + (n— m)ﬂ') ; (_%Tﬂ- + 2pm, w(n—2p+ 1)) (k,n,p € Z).

1852. Zbir i razlika jednacina sistema daju

sin(z+y) =0Vsin(y —z) = 1;

(w(gfkfi),w(ngkJri)) (n,k € Z).

1853. (ﬁ:g + 2%k, j:% n 2n71') (n,k € ).

1854. (g tnm - (2 — n)), (E N — +2m7r>,

2 2 2
0 T
(E + 2rm, s + 2£7r> (n,k,m,L € Z).
T m T 2w
1855. (2 T o il 7).
855 (6+k7r,3+n7r),( 6+k7r, 3 +n7r) (k,nez)

1856. ((71)’“% + k, i%” + 2n7r>,

((—1)’"“%—}—17171’,:&%—}—2(71’) (k,n,m,L € Z).
1857. (lm,:l:% + 2n7r) (n,k € Z).
™ ™
1858. (§(zk+1),i§ +2n71') (n,k € Z).
1859. (6]“6_1,6’“;1) (k € 7).

1860. o1/, = -1+ 2k + 1L, a5 =142 +1 (n,k=0,1,2,...).
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1861. = = 2, = = 4.
1862. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
sin(2 arcsin ) = sin arcsin 2z <= 2sin(arcsin ) cos(arcsin z) = 2z
@xﬂzl\/xzo = z=0.
1863. Neka je arccosx = a, arcsin x = b; tada je
(1) cosa =sinb = .

Data jednacina postaje

a — b = arccos 73, cos(a —b) = 73, cosacosb+sinasinb = >

Ako se uzme u obzir (1) dobijamo iracionalnu jednacinu

x\/l—mQ—&—m\/l—mQ:?

= dz\/1—22 =V3 = (162°(1 —2*) =3A1—2° > 0) <=z =0,5.

1864. t =0V 2 =0,5. 1865. x =cos4V x = cos2.

4.5. Trigonometrijske nejednacine

57 130 177w
< — Vv — < < —_—V — <2
1866. 0 m<12\/12<m vt <z< 12\/ 12 <z .
2kw 2w 2kmw
. — —<zr< —= —_—
1867. =~ + 5 <o <+
1868. 4kwf4§<x<4§+4kw (k € 7).
2kw 5w T 2k
1 . —_— - — keZ).
869. 1) — g<r<gt (ke
kw1 T T 1 2kw
o <z<—=4+=4+"—F— (keD.
b) 3+6 12 — 2+6+3 (k €2)
s 37
1870.&)2kﬁ+€<1’<7+2/€7‘(;
kr wm 1 T 1 km
— - I <-4+ = (ken).
b) 2 +6 4~ 4 4+ 2 ( €Z)
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k T T kmw
1871. — — — << =4+ —.
871. a) 5 12_1’_6-1-2

kr 1 T T 1 kr

b)z+§ E<$<E+§+I (kGZ)

km T km nm T T onT
1872. a) L <p< L 42000 T I+
872.2) S Se<p+ 33 T <?<gty
b) 2kr — T <o < ® 4 o%kn (kyneZ).

4 4
1873. Datu nejednacinu napisimo u obliku

ﬁ(%mﬁ%x) < V3

odakle je cos (x - %) <1

Posto je | cos o < 1 za ma koje «, u datom sluc¢aju —1 < cos (m - g) <1. Iz

ove nejednacine sledi da je

xf%;é2k7r, tj. x#g+2k7r (k € 7).

1874. 2k7r—§<x<g+2k7r (n,k € Z).

1875. Nejednacina tg2z + tg2z > 1+ tgx ekvivalentna je nejednacini
tg?z(1+ tgx) — (1+ tgx) >0 ili (14 tgz)®- (tgz —1) > 0.
Posto je (1+ tgz)? > 0, nejednacina je zadovoljena za tgz — 1 > 0, tj.
tgzr > 1< g(4k—|—1) <z < g(zk—s—l) (kez).
1876. Iz prve nejednacine dobija se

2lm+%<x<%”+2lm (k€ Z).

Iz druge
QnW—gSmgg—&—Qnﬂ' (nez).
Odatle sledi resenje date nejednacine

%+2m7r<x§g+2m7r (m € Z).
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1877. Leva strana date nejednacine moze se transformisati na sledeé¢i naéin:
2 L2 .
cos” x cos x cos 3z — sin” x sin x sin 3z
1 2 1 .2
= 5 o8 x(cos 4z + cos 2z) — 5 sin x(cos 2z — cos4x)

2

1 1
= 5 o8 4 (cos® x + sin® z) + 5 cos 2z(cos® x — sin® z)

1+ 3cosdx

1 1 1 1
:—cos4m+§c0522m:—cos4m+1(1+cos4m)= 1

2 2
Tada je data nejednacina ekvivalentna nejednacini

1+ 3cos4 5 1
w>—<:)cos4x>—,

4 8 2
odakle sledi . .
™ ™
7*E<$<E+— (k‘GZ)

1878. Posto je

sin 2x — cos2x + 1 2sinzcosz + 2sin? x

sin2z 4+ cos2x — 1 2sinzcosx — 2sin x
cosx + sinx 1+t
- sz 1+ tg <0,
cosx —sinx 1—-tgx

pri ¢emu je sinx # 0, sledi da je lmrfg <z <kminm <z < %+n7r
(k,n €Z).

1879. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini

2sinz — (1 — cos2z) > 0 <= 2sinz(1 —sinz) > 0 <= 2sinz — 2sin’z > 0

i dakle
2kr <2z < (2k+1)m (keZ).
s 3T 5w Tmw
1880. Z<$<I’ﬂ-<m<f’ I<$<27T.
T 2 Am 5T
1881. — —, = —.
3 <z < 33 <z < 3
1882. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini
cos g cos (g — 5) <0,

odakle je 7 < = < 3771-
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1883. Uocimo razliku:

qQ
a a ctg®— —1
2
ctg~ —(1+ctga) =ctg- — | 1 + —55—
2 2 2ctg =
2
2
2ctg2g—2ctgg—ctg2g+1 (ctgg—l)
_ 2 2 2 _ 2 >0
= @ = a =
2ctg — 2ctg —
2 2
- o . L ™
Posto je 0 < 3 < 7, znak jednakosti vazi za o = 3 Kako je
@
cth — (14 ctga) >0
za svako a € (0,7), tada je ctg% > 14 ctga.
1884. Razlika:
cos(a + B) cos(a — B) — cos® acos’ 8= —sin®a-sin® 8 <0,

pri ¢emu znak jednakosti vazi za sina =0, ili sin 8 =0, tj. « = kx ili 8 = n.
Dakle,
cos(a + ) cos(a — 3) < cos® acos” .

1885. Iskoristiti identitet
sin o + sin”® 8 + sin® v — 2 = 2 cos o cos B cos
(videti zadatak 1570). Posto su uglovi «, 3 1 v ostri, tada je
2cosacosBcosy > 0,
te je
sin® o + sin” 8 + sin® v > 2.
1886. Akoje0<a+ < %, tada je

tga+ tgf
— > 0.
1—tga- tgp -
Odatle je 1 — tg - tg8 > 0, tj. tgatgf < 1.

1887. Primenom kosinusne teoreme dobija se:

b2+ 2 — a? 1(b c)ia2

tg(a+6)>0 il

cosqy = ————— = =

2bc 2

c b
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b . y §
Posto je — + ¢ > 2, tada je cosa > 1 — 2 i1 - cosa < a—, odakle
c b N 2bc 2bc
b
je 251112% < ;_bc’ ti. sin% < Q\jﬁ. Analogno tome: sinE < e i
sin 1 < , odakle sledi:

C
2 " 2vab

Lo, .
sm—~sm—~sm%§

2 2

a b c 1 abc 1

oo 2v/ac 2nJab 8 abc 8

1888. Treba transformisati postupno levu stranu

-4 4
1 1 __sin” a+ cos” «

sin*a ' costa sin® a - cost o

1 1
(sin® a + cos® ) — 3 sin®2a 11— 3 sin? 2a

sin® o - cost a sin o - cost a
8(1 + cos? 2a) 8
= .4 = . 2 Z 8.
sin® 2« sin® 2«

1889. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini sin (m — g) < 0. Njena

resenja su 2kmw + il <z < i +2km (k€ Z).

3 3
137 5
1 . 2km — — — +2 7).
890. 2k B <m<12+ kr (keZ)
km T 57  kmw
1891.7*4—8<1’<4—8+7 (kEZ)

1892. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini
cos® 2z(2sin 4z — 1) > 0,
odakle sledi da je

km T 57 km
7+ﬂ<m<ﬂ+7 (kGZ).

1893. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini
cos2z(2sin3z — 1) < 0 <= (cos2z > 0 A2sin3z — 1 < 0)
V(cos2z < 0A2sin3z —1 > 0).

Ova disjunkcija je ta¢na ako i samo ako x pripada intervalima [O, 1) , (ﬂ- ﬂ-) ,

18/°\ 418
13w 3m 17 57 25m 297 oo
1874 )\1874 )\ 18718 o\ a7
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1894. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini sin « sin 3z cos4z > 0.
Resenjae (0.7, (7,37, (2, 20) (72 ) (9 (4 1w
J . ) 8 ) 37 8 ) 8 ) 3 ) 8 ) ) ) 8 ) 3 ) 8 )

13m 5m (157
g '3 )\ ")

1895. Data nejednacina ekvivalentna je nejednacini
1
cosm—&—@ {cosx—=] <0 = 2kn+fgm§
2 2 3
2n7r+%r <z< 5?7?+2n7r (n,k €7).
1896. Ako se trinom rastavi na ¢inioce, dobija se ekvivalentna nejednacina
(sinx — ?) . (sinx — %) >0,
2
2k71'+g <z< %4—2/{,‘71', Qnﬂ'gmg%—&—Qnﬂ',

2m7r+5§ <z <2r(m+1), (kn,meZ).

1897. Qkﬂ'—&—%<x<?%+2kﬂ',2nﬂ'+%r<x<271'(n+1)+% (k,n €Z).
1898.2k7r+%r<x<2k7r+11% (k € 7).
™ 3 s 117
1899. 2/{:7T+Z<$<T+2kﬂ,2nﬂ+?<$<7+2nﬂ (n,k €Z).
™ T bmw 51
1900.(,—), T2 (27 or).
0. (3 6) (3 ”)
T W T 3r T 57 3m Tmw
1901. Tz T moor o o
90 0<3&<6,4<m<27 1 <zr< 6 I <z< 2 2 <z <2mw
1902. k7r+%<x<%r+k7r (k€ 7).
T T 27 3m 5w 4 5w G
1903.Z<$<§,?<1’<T,I<$<?,?<$<I.

1904. Funkcija je pozitivna za svako zx.

™ G G 117

1905. 0za —— —; 0 — —.
y >0 za 6<x<6, y < za6<m< 6

1906. y>()zan7r§x<%+n7r,k7r+%<x<g+k7r;

y<0zanﬂ'+g<m<g+nﬂ' (k,n € Z).
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1907. Primenom Ax?+4 Bx+C je pozitivan za svako x, ako je taéna konjukcija
A>0AB?—4AC < 0. Za dati trinom ova konjukcija ima oblik

(sina+ % > O) A ((25ino¢—3)2 —4 (sina+ %) < O)

= sina+1>0 AL4 sincufz . sinch1 <0
2 2 2
. 1 . 7 . 1
< (sma> 75) A (sma < =Vsina > —)

2 2

<— 7—ﬂ-<o¢<11—ﬂ- A z<o¢<5—ﬂ- <:>z<oc<5—ﬂ-
6 6 6 6 6 6

1908. Ne postoji takva vrednost a.
2
1909. g +2kr <z < ?ﬂ- + 2km  (k € Z); znak jednakosti vazi za
T = g + 2km.

1910. 0 < z < 1.

4.6. Grafici trigonometrijskih funkcija

1911. Oznacimo trazeni period sa T". Tada je potrebno da jednakost (1) bude
ispunjena za svako x.

(1) sin5(z +T) = sinz,
odakle je

T T
(2) 2sin 57 cos <5x + 57) =0.

U jednakosti (2) x je promenljiva, a T konstanta, pa je cos <5x + %) # 0.
T 2
Radi toga, (2) je ispunjeno za sin 57 =0, odakle je T' = %

1912. Analogno prethodnom zadatku, mora da vazi

asin(b(z 4+ T) + ¢) = asin(bz + ¢),

LT je najmanji pozitivan broj koji vazi (1) (T je (osnovni period).
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2bx +2c+ 0T . bT
——  .sin—

odakle je 2acos 5 = 0. Imamo
cosw;ﬁo, sing:O@TZQ—W.
2 2 b
2 T T
1913. Iz jednakosti cosm(z + T') = cosmzx sledi —2sin w sin mT =
2max +mT mT 27

0. Posto je sin # 0, tada je sin - = 0<=T= et

2
1914. Primedba. Period date funkcije jednak je najmanjim zajednickim
sadrziocima pojedinih sabiraka. Ovo pravilo vazi samo za zbir ili razliku poje-
dinih funkcija.

3 4
Funkcija cos ; ima period l, a funkcija sin = ima period 67. Najmanji

4 2 2 2
zajednicki sadrzilac za brojeve ?ﬂ- 2. i6r=9.2" je broj 18- ?ﬂ- = 127,

tj. T = 12m. 5
1915. a) Data funkcija moze se transformisati na sledeéi nacin:
sin = cos = cos? = = lsinm 1tcose = lsinm—&— lsian.
2 2 2 2 2 4 8
Period funkcije 1 sinz je 2w, a funkcije ésin 2z je w. Najmanji zajednicki za
27 i 7 je period date funkcije T' = 2.
b) T = 807.

cos 6x — cos 4z,

N =
N =

1916. a) Data funkcija se transformise u oblik y =
odakle je period T' =7,
0
b)T=—.
) 3
1917. Stavimo o = asinf, 8 = acosf. Tada je

y = asin @ cos px + a cos 0 sin px = asin(pz + ),

2
pri ¢emu je a = /a? + #2. Amplituda je a = \/a? 4+ B2, a period T = o
p

1918.

1 2¢\* | (1 —cos2z)?
y = (cos® 2)° + (sin? m)QZ( +CQOS m) +( (:205 m)
1 1 2 1 1 1+ cosdx 3 1 s
§+§cos 2x—5+5-72 —Z+Zcos4m:>T—§.

_ 6 . 6 _5 3 _z
Y = CoS I + sin x—8+8(30s4x:>T— 5"
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1919. Lako se pokazuje da je period za sve tri funkcije T = 27. Grafik je
prikazan na slici 39. Nule su: « =0, x =7 iz = 2.

S1. 39.

Za x = g imaju maksimum i t0: Ymax = 1, Ymax = 2 1 Ymax = 3

Za x = 3% imaju mimmum, i t0: Ymin = —1, Ymin = —2. Ymin = —3

Promene za sve tri funkcije u intervalu (0, 27) mogu se predstaviti tabelom:

3
T ‘ 0 g us 771- 2
y ‘ 0 / max . 0 . min / 0
.. . . T, 3m
1920. Funkcija y = cosx ima period T =2m, nule t = = i & = — | Ymax = 1
zax =012 =27, Yymin = —1 za = m. Promene su date tabelom.
T ‘ 0 g ks 3% 27
vy 1N 0 N a0 s
.. 1 . .
Funkcija y = cos 517 ima period T = 47, nule £ = 7, Ymax = 1 za = = 0,
Ymin = —1 za x = 2m; promene su date tabelom
T | 0 m 27
N TN
.. . . 3 5, 7
Funkcija y = cos 2z ima period T' = 7, nule x = %, T = I, T = Iﬂ- ix= Tﬂ-,

Ymax = 1.
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Promene su date tabelom i slikom 40.

z | o ul ul 3
4 2 4 "
y 1N 0 N a1 0
}
Sl. 40.
. . 2m T km
1921. Definisana Vr, perlode?,yZOZam:E—&—?,ymax:lza
o= E L 2k e 2E 2T
EEREE R 3 T3
2km m  2kmw
Funkcij te za: —— -+ —.
unkcija raste za 3 <x<3+ 3
2k 27 2kmw
Funkcij d —_—+ - — 4+ —.
unkcija opada za 3 +3<x< 3+ 3
>0z %_W+z< <z+2k_ﬂ—
ol T ST T e
2k 2
y<()za%+g< <%+% (k € Z). Grafik je prikazan na slici 41.

TAANA

AV ARVEARVIN
~ 3
Sl. 41.
. . T km
1922. Definisana Vx, period T = 7, nule z = 13 —+ -
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——zax—5—7r+k7r i —f—zax—ll—ﬂ-Jrkﬁ
ymax - 2 - 12 ) ymln - 2 - 12 .
Funkcija raste za km — % <z < % + k.

" 5T 11
Funkcija opada za km + T <zr< Tz + km,

2 2 1
y>0zak7r+%<m<§+kﬂ,y<0zakﬂ+?ﬂ<x<%+kﬂ' (k€Z).
Grafik na osnovnom periodu prikazan je na slici 42.

1
3 __'l/
2
o
S—1 -
Sl. 42.
. . Tk
1923. Definisana Vz, period T' = 7, nule x = -3 + -5

ymax=3zax=%—I—kﬂ',ymin:—?)zaw:%r—&—kﬂ.
Funkcija raste za km + 5% <z < %T + k.
Funkcija opada za km + g <z < E’% + k.

y>()zak7r+5—7r<x<9—7r+k7r.

8 8

T 5T . . ..
y <0 zakm+ g <z < = + kr (k € Z). Grafik je prikazan na slici 43.)
1924. Definisana Vz, period T = 7, nule = = % + %r’

ymax=2za$=—g+kﬂ', ymin:—Qzax:?%—&—kﬂ.

Funkcija raste za k7r+%r <z< %r Funkcija opada za kwf% <z< %Jrlmr.

y>02ak7r—|—%r<m<9§+k7r.
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y <0 zakr+ g <z < E’% + km (k € Z). Grafik je prikazan na slici 44.

Sl. 43. Sl. 44.
1925. Definisana Vz, period T = 47, nule x = ,g + 2k7, Ymax = 2 za

2
x:%r+4k7r, Ymin = —2 zax:?ﬂ-+4k7r-

2
Funkcija raste za 4km + ?ﬁ <z < 8% + 4km.

14
Funkcija opada za 4km + S?ﬂ- <zr< Tﬂ- + 4k,
5T 117

y>0za4k7r+?<m<7+4k7r,

y < 0 za 4km — g <z < %T +4kn (k € Z). Grafik je prikazan na slici 45.

2 5 8T 11

\ 3 3 3

3
t t t t t t t t t N peoy

Sl. 45.

4
1926. Definisana Vx, period T = 47, nule x = 3771- + 2K, Ymax = 3 za

57 4 T
= — 4 min = —= = = 4 .
T 5 + 4km, y 3 za T 5 + 4km
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Funkcija raste za 4km + g <z < 57” + 4km.

Funkcija opada za 4k + 5771- <z < 9% + 4km,

y>()za4k7r+377r<x<%r+4k7r,

y <0 za dkm — g <z < 3% + 4kw (k € Z). Grafik je prikazan na slici 46.

N\

4o

0ol

Sl. 46.

1927. Definisana Vz, period T' = 7, nule =z = :t% + kT, Ymax = g za * =

1
g—&—lwr7 Ymin = —3 za x = k.

Funkcija raste za knm < z < g + km. Funkcija opada za k7 + g <z <m+km,

y>02ak7r%<x<5§+k7r,

y<0zak7r—%<x<%+k7r (k €Z).

Grafik je prikazan na slici 47.

Sl. 47.
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1928. Definisana Vz, period T' = 7, nema nule.

3 3 1 . . .
Ymax = 5 22 T = Iﬂ- + k7T, Ymin = 5 ZaT= % Stalno je pozitivna, grafik je
na slici 48.
Yy

3

2

1

0 ™ M 3 o7
2 2
Sl. 48.

.. . . . 1 1

1929. Datu funkciju mozemo napisati u obliku y = 5~ 5008 2.

Definisana je Va, period T' = m, nule x = k.

Ymax = 1 za x = g + k7, Ymin = 0 za © = k. Grafik je prikazan na slici 49.

Q
ISIEES
:‘.
w
N
M_
5
S

Sl. 49.

1 1
1930. Analogno prethodnom zadatku data funkcija postaje y = 3 —+ 5 cos 2.

1931. Definisana Vz, period T' = 7, nule x = f% +km,x = §+kﬂ', Ymax = 3

s s
zam—ﬁ+k7r,ymin—flzax—ﬁ+k7r.

Grafik je na slici 50.
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S1. 50.

1932. Definisana Vx, period T = 7, nule z = g + km, x = 5% + k,

Ymax = 1 za x = 2% + k7, Ymin = —3 za x = % + kmr. Grafik je na slici 51.

Sl. 51.

1933. Imamo
y =sinx — V3cosx = 2sin (x — g) .

Funkcija se jednostavno ispituje.
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1934. Data funkcija se transformise u oblik

4 3T
- in(2 +z)+ i (T 00+ 57 Z2sin T oos —— 2
y=s T+ s 5 @+~ ) = 2sin - cos 7
3m
Yy = V2cos [ 2z — yuk
odakle se promene lako ispituju.
1935. Data funkcija se svodi na oblik y = —2sin <2:v - %) .

2
1936. Data funkcija se transformise u oblik y = 2v/3sin (m + ?ﬂ-) .

1937. Primenom identiteta sinasin8 = =(cos(a — ) — cos(a + B)) data

N =

funkcija postaje

Sl L (204 7)
y=y —gcos(2z )

Definisana Vz, period T =7, nule x = kn i x = fg + km,

—§Z —z+k .—_lz —_I_A'_k:
ymax—4 ax—g Ty, Ymin = 1 a T = 6 .

P
IRNE
+ w3
|
N

Sl. 52.

Grafik je prikazan na slici 52.

1938. 7(2k+1) <z < 3% +2kr (keZ). 1939. z € [2,7) U (m,4].

cos 2.

1940. Data funkcija se moze napisati u obliku y =

N | =
N o

Odatle zaklju¢ujemo da je antidomen: —1 <y < 2.
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1941. Data funkcija se lako transformise u oblik

4

= 2
Y sin? 2w

odakle sledi da je antidomen funkcije y > 2.

1942. U drugoj funkciji su iskljucene tacke (/%1'7 1) gde je k=0,+1,+2,...
1943. 2k — 7 < a < 2kr (k€ 7). 1944. b= g +mr (m€ 7).
1
1945. Funkcija je definisana za svako . Ako je cos®z < > tj. ako je
T hkn<z< 3™ + km
4 4 ’

1
grafik date funkcije se poklapa sa grafikom funkcije y = 5 — cos 2z. Ako je

™

1
cos’x > =, tj. kmw— )

<x<z+k7r
2 4 ’

1
grafik date funkcije se poklapa sa grafikom y = 3 Grafik je prikazan na slici
53.

Y

NS

Sl. 53.

1946. Funkcija je definisana za = # g + k7 i transformiSe se u oblik y =

cos x sin 2z

V2| cos x|
za cosz > 0, a sa grafikom y = —v/2sin 2z, za cosz < 0, (slika 54).

. Grafik date funkcije se poklapa sa grafikom funkcije y = v/2sin 2z
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\/i._

—V2 T

Sl. 54.

2

&l

Sl. 55.

i
8
=
[a\]
S
N
N
AN
\
/
1
’
7
7
T
4kl
Q

Sl. 56.
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o . k . in? 2
1947. Funkcija je definisana za x # BT Ako jesin2zx >0, y = 51'11 g
) 2 sin 2z
in” 2
sin 2z; ako je sin?z < 0, y = 22T _  sin 2z, (slika 55).
—sin 2z

1948. Definisano za x # km, funkcija ima asimptote za © = kn. Grafik date
funkcije se lako dobija, ako se konstruise grafik funkcije y = sinz, a zatim se
odrede recipro¢ne vrednosti ordinata tacaka grafika funkcije y = sin z (slika 56).

1949. Data funkcija se moze napisati u obliku

1

sn(e=5)

Treba najpre konstruisati funkciju

Yy =

—lsin<x72>
y_2 3 )

a zatim uzeti recipro¢ne vrednosti ordinata (slika 57).

|
1 y 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
i i i i
i i i i
1 1 1 1
i i i i
! DN dn !
% | . N :
MN— AN -
2w 0, i i\\ s g
?: Se 47 '3 1 SNo // !
i i i i
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
Sl 57.

1950. Analogno prethodnom zadatku. Konstruise se najpre funkcija

T
—cos(20+ ),
y cos(m 3
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zatim funkcija y = ’cos (230 — g) i na kraju data funkcija

1
y= = (slika 58).
o (23
\
:\y ! !
_ i /// E \\\ 55—7r E i .,
a5l :\412: ——— i'/ =
10 ™ AN ShUn
! 6 N 2712
! ! < !
| N
! o/ A\
i v \
| ¥ v
1 |I \I
Sl. 58.

1951. Po pretpostavci, za sve vrednosti x, za koje je definisana funkcija imamo

sinn(x+37)  sinnz

N 5(z 4 3m) sin 5z
n n
odakle
1 1
(1) (—1)"sin5—x :sin5—xcosﬂ -I—COSE.
n n n n

1
Ova jednakost je identitet. Stavimo x = 0 i dobijamo 0 = sin % Tada iz (1)
sledi
157

5T 5T
2 71 n - _ . el .
(2) (=1)" sin - =sin - cos —

1
Posto je (2) taéno za svako x, to je cos bom (=1)".
n

Poslednja jednakost je tacna za sve cele brojeve koji se sadrze u 15. Dakle,
trazene vrednosti za n su: n = £1, n = £3, n = £5, n = £15.
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1952. Data funkcija moze se napisati u obliku
y=—2(sinz+1)> 4+ 3.

Odavde se dobija Ymin = —5, Ymax = 3.

1953. Data funkcija moze se napisati u obliku

=2 sinac+1 37§
y= 2 2

™
,ymax=3,azax=€,ymin=——.

Odavde se dobija za x = 5

1954. 2; —2.

1955. Data funkcija se transformise u oblik

s
2

y = 2(cosz 4 1)°

odakle se izvodi trazeni zakljucak.
1956. Ako se data funkcija napiSe u obliku

= sin 2m+11—ﬂ- — sin T_ 2m—5—ﬂ-
v= 6 2 3))

razlika sinusa se transformise u proizvod; funkcija postaje
0
= 2sin (20— %)
Y sin {2z — &
1957. Analogno prethodnom zadatku data funkcija se transformise u oblik
Yy = 2cos (2x+ %) .

1958. Ako se transformise proizvod sinusa i kosinusa u zbir, data funkcija se
svodi na oblik -
y = —2sin (2x+ §) + 1.

Za dalje ispitivanje funkcije videti zadatak 1931 i odgovarajucéu sliku.

1959. Ako se proizvod kosinusa u datoj funkciji transformise u zbir, dobija se
funkcija

Yy COos €T 3

Za dalje ispitivanje funkcije, videti zadatak 1932 i odgovarajuéu sliku.
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1960. Ako se uvede v/3 = ctg% i saberu prva dva sabirka u datoj funkciji,
ona postaje y = —2sin (23: + %) - 1.

1961. Analogno prethodnom zadatku data funkcija se svodi na oblik

y = —2sin (Qm + g) + 1, itd.

1962. Data funkcija se transformise u oblik y = 2 cos <2x - g) +1, (slika 59).

S1. 59.

J

Y
24+
O T z T ,77- T 371— T 27r T 5_71. "EV
2 2 2

,2 -+

Sl. 60.

1963. Ymax — +00, T — I%r (keZ).

ymin:4zam=%+k§ (kez).
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>
1964. Koristec¢i se jednakoséu |a| = @ az0
-1 a<0
1°zax<0,y=0; 2°zax>0,|yl=2sin2z;
3°zax>0Ay<0,y=—2sin2z (slika 60).
1965. Koristedi se jednakoséu va? = |z|, dobija se
=sin(z — |z|) = 0 @20
y= | sin2z z <O0.

Grafik je prikazan na slici 61.

dobija se:

Sl. 61.
11 2
1966. Ymax =5 za £ = 0; Ymin = — zaT =,
4 3
1967. a=b:2f\/§,c=ﬂfQ,ymaX:\/izax:fg.

Ymin =4 —3V2za = —".

1968. fuax = 0,5 za © =

1969. Grafik je prikazan na slici 62.
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1970. Grafik je prikazan na slici 63.

i
Yy

AN AY

_9r3r-7 7Ol m 7 35 o 5I_7TSI7r -
2 2 2 2 2
Sl. 63.
1971. Grafik je prikazan na slici 64.
Y
S
Sl. 64.

4.7. Sinusna i kosinusna teorema sa primenama

1972. Ugao v = 180° — (a + 8) = 180° — 78°44’ = 101°16’, tj. v = 101°16'.

L . a c . . L. o
Polazeéi od sinusne teorem — = — dobijamo da vaze sledece implikacije:
sina sinvy

csina 32,54 - sin 43°28’
/= -0 - - T

= =22 .
“ siny “ sin 101°16’ , 83 cm
Sliéno nalazimo
csin 3 32,54 - sin 35°16’
b= b="1 " —19.1 .
siny sin 101°16/ 9,16 cm

1973. Iz sinusne teoreme nalazimo da je

bsina _ 20,54sin63°47

" 53,12 = sinf8 =0, 7577,

sin 8 =
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odakle je 8 = 49°16’' v B = 130°44’.

Posto je u drugom slucaju a + 8 > 180°, taj slucaj otpada. Dalje je
v =180° — (a+ B) = 66°57,

a zatim iz sinusne teoreme nalazimo ¢ = 24,94 cm.

1974. Iz sinusne teoreme nalazimo da je

csin

=0,8936 = v = 63°20".

siny =

Dalje nalazimo da je 3 = 73°40" i b = 26,44 cm.

asin-y

1975. Iz sinusne teoreme imamo sin o =

, odakle sledi:

sina = 0,6698 = a1 = 42°3 V ap = 180° —42°3’ = 137°57".

Dalje nalazimo 1, = 114°31" V B2 = 18°37’; by = 43,47 cm, b = 15,25 cm.

1976. Iz kosinusne teoreme nalazimo ¢

c=+/a? + b2 —2abcosy = ¢ = /365 — 364 cos 67°23" = 15.

Iz obrasca ) ) )
a“+c"—a

2bc

cosx =

dobijamo cosa = 0,6, pa je o = 53°8’, a iz obrasca | < cos 3 =

sledi cos 8 = %, pa je B = 59°29'.

2 2 2
1977. cosa = b*(;T“ =0,12500 = o = 82°49;
C
2 2 _p2
cos =T 7Y 6 75000 = B = 41°25';
2ac
2 2 2
cosy = L EY T 56950 = = 55°46.
2ab

1978. a = 28,51 cm, b = 25,56 cm.

1979. by = 89,53 cm, by = 23,13 cm; a1 = 63°8 V ap = 116°52’.
1980. ¢ = 17,84 cm, b = 21,57 cm i ¢ = 22,25 cm.

1981. o = 82°49', 3 = 41°25'.  1982. b = 5,08 cm, v = 78°25'.
1983. o = 73°31', f = 27°6'.  1984. ¢ = 4,58 cm, o = 49°6'.

= a® + b®> — 2abcos~y, odakle je

a® + 2 —b?
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1985. c=2v3, b=34++3. 1986. a =43, b=6v2, c =2(3 + V3).
1987. Posto je

cos 105° = cos(60° + 45°) = i(\/_ -6),
imamo
b* =12+ 6vV3=(3+3)? <= b=3+3.

1988. BC =2l cm, R=7v3cm. 1989. a=8cm, b=5cmic=7 cm.
1990. a =8 cm, b=3 cm. 1991. e cm.

V3

1992. Za svaki trougao vazi kosinusna teorema, pa je
a®> =02+ —2bccosa A b = a® 4+ & — 2accos .
Kako je acos 8 = bcos a, imamo

a? =0+ —2bccosa Ab® =a® + & — 2bccos a

—d - = - =2 =2 <= a=b.

Dakle, trougao za koji vazi data jednakost je jednakokraki.
1993. Iz konjunkcije

c=a+ 0 — 2abcosy A azb =1-—2cosvy
a

sledi a = c.

1994. Jednakost sma_ cosa

sinf ~ cosp
1995. a=6cm, b=4cm. 1996. a =2 b=1++/3, 3=75°, ~v = 60°.
1997. a =45°, 3=60°, vy =75°, R = 2.

1998. Iz formule cos~vy = im dobijamo cosy = :I:%. Za cosy = %
primenom kosinusne teoreme nalazimo jedno resenje, a =5, b=71ic=38.
1999. Stranice su 3, 51 7.

se svodi na tga = tgf = a=p.

2000. a) Ako uporedimo datu jednakost sa kosinusnom teoremom, nalazimo
da je

a2 =0+ +bevV3Ana® =b% + 3 — 2bc cos a,
V3

2cosa = ,\/g = cosa = - = o = 150°.
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Sliénim postupkom dobijamo: b) a = 60°; c¢) a =45% d) a =30°.

2001. U horizontalnoj ravni iza-
beremo dve tacke A i B, &ije je ras-
tojanje AB = a, tako da se iz tacaka
A i B vidi vrh dimnjaka (slika 65).
U tactkama A i B izmere se uglovi
<SAO = a, <SBO = f pod ko-
jima se vidi vrh dimnjaka. Tada iz
trougla ABS primenom sinusne teo-
reme nalazimo

__asinf
AS = 7sin(ﬁ —o) Sl. 65.

Zatim iz pravouglog trougla AOS nalazimo visinu dimnjaka

asin asin 8

O S n)

2002. Treba izabrati dve tacke M i N i izmeriti njihovo rastojanje M N = a,
zatim izmeriti uglove <BMA = o, <AMN = 31 <ANB = ~ (slika 66). Tada
iz trougla M N B primenom sinusne teoreme dobijamo

asin(a + )
sinfa+ B8+7)"
o . asin 3 . .
Sli¢no, iz trougla AMN je NA = ————, dok primenom kosinusne teoreme
(3 + )
na trougao ABN nalazimo AB = +/NA2+ NB2 —2NA - NBcos?é.
A
. C
E s \J (2 B
A |180 cm | 180 cm
F G H
Sl. 67.

2003. P = 715,87 N (primeniti kosinusnu teoremu 650° = P? + P? —
2P? cos 54°).
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2004. R =30,2 N, 8 =14°48'. 2005. P = 5,4 cm?.
2006. Iz kosinusne teoreme sledi

AB®> =8> +5°—2.8-5¢c0s60° =64 4+25—40 =149 = AB=T.
Dakle, duzina tunela izmedu mesta A i B iznosi 7 km.

2007. Iz trougla ABC (slika 67), primenom sinusne teoreme imamo:

AC 25
Sn2z ~ smioe  AC =393 m.

Iz pravouglog trougla FAC nalazimo
EC = 53,93sin32° ~ 28, 58 m.

Visina drveta je priblizno h = 28,58 4+ 1,80 = 30, 38 m, a Sirina reke na ovom
mestu FG ~ 45,74 m.

2008. Primenom kosinusne teoreme dobija se F1 =5 N, F» =8 N.

2009. Ako su a i b stranice, di i d2 dijagonale, « i (180° — «) dva uzastopna
ugla paralelograma, primenom kosinusne teoreme dobijamo:

(1) di =a® +b® — 2abcos a,
(2) ds =a® +b*> — 2abcos(180° — a).
Zbir (1) i (2) daje d? + d5* = 2a® + 2b°.

he
2010. Ako se primene poznati obrasci za povrsinu trougla dobijamo 62 =

Z—Ig. Odavde sledi da je ab = 12. Iz sistema a — b = 1 A ab = 12 dobija se da
jea=4,b=23.

. L. a
Ako se iskoristi sinusna teorema =2R = o = 30°.
«

2011. a:3,b:6,c:3\/§,a:30°,ﬂ:900,R:3,P:%§.

2012. Prema sinusnoj teoremi data jednakost postaje 2cos 3 = a.
c

Zamenom u kosinusnoj teoremi

B =a>+c® —2accosB, b= <<=b=c
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1
2013. Primeniti sinusnu teoremu i obrazac za povrsinu trougla P = §ab sin 7.

2014. Posto su naspramni uglovi tetivnog cetvorougla suplementni, njegova
povrsina moze se izrac¢unati kao zbir povrSina dva trougla, tj.

P = %absina + %cdsin(lBOo —a) = %(ab—i— cd) sin .

2015. Primenom kosinusne teoreme imamo

2 2
(1) a® = (%) + (%) — 2% . %cos(lSOO - a),

2 2
(2) b’ = (%) + (%) 72% . %cosa,

Razlika (1) i (2) daje
(3) a® —b* = didzcos .

S druge strane, povrsina paralelograma je

1
(4) P = §d1d2 sin a.

Iz (3) i (4) dobijamo P = %(a2 - tga.

o V+cf—a® .
2016. Ako se iskoristi kosinusna teorema cosa = e idaje
c

L
2sin 9  [l—cosa
2(:052% "V 1+cosa

_ Jla+c—=b)-(a+b—c) [(s—b)-(s—¢c)

" V(@+b+e)-(atc—b) s-(s—a) ’
tvrdenje je dokazano, gde je 2s = a 4+ b+ c¢. Analogno se dokazuju i druga dva
obrasca.

e /151 - 113
2017. 1 tg— =1/ = 33°28'.
mamo tg o 586322 = o= 3328

Analogno se dobija 3 = 65°20" i v = 81°12’.

2018. a) Neka je AM = t, teziSna duz konstruisana iz temena A (slika 68).
Tacka N je centralno simetri¢na tacki A sa centrom simetrije u M. Iz trougla
ABN primenom kosinusne teoreme imamo




384 4. Trigonometrijske funkcije

(2ta)* = ¢ + b® — 2bccos(180° — o),
tj.
(1) (2t0)* = ¢ 4 b° + 2bccos .

Ako primenimo kosinusnu teoremu na trougao ABC imamo

(2) 2bccos o = b + ¢ — a’.

2

1
Iz (1) i (2) sledi obrazac t2 = 5 (62 -2 - %) . Analogno se dokazuju druga
dva obrasca.

b) to = V7, ty = 3,5, t. = 0,5/37.

Sl. 68. Sl. 69.

2019. a) Neka je AD = s, duzina simetrale unutradnjeg ugla (slika ?7?). Kako
je povrsina trougla ABC

(1) Papc = Papp + Papc,

1 1
gde je Papc = ibcsina, PaBp = cSq sing, Papc = §bsa sin%.

@
2bc cos —
Zamenom u (1) dobija se s, = — 2
b+c
Koristedi jednakosti b = @_nﬂ7 c= as;n'y7 koje slede iz sinusne teoreme,
sin «

asin Bsiny

kao i daljim transformacijama, dobijamo s, = e

sin a cos

Analogno se dobijaju i druga dva obrasca.

b) a =45, a =5(v/6 —v2), c=5(3 — V3), 54 = 10v3

Ny 4
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2020. Primeniti obrasce iz prethodnog zadatka. s, = 32,75 m.

2021. a =8, b =83, ¢ =16, 8 = 60°, v = 90°.

2022. a=5b=3,d=2(v3-1),c=v2(/3-1).

2023. a=4,b=c=d=2. 2024. BD=+/3,CD =2.

2025. Ako je p = 1, trougao je jednakostranican. Ako je p #1 (p > 0), onda

je stranica a srednja po veli¢ini. Primenom kosinusne teoreme

b2+ — a?
cosqg = ———,

2bc

. o . 1
zamena iz datih izraza za a, b, ¢ dobijamo cosa = B = a = 60°.

2026. Iz jednakosti
(b4+c+a) (b+c—a)=3bc <= a® =b>+c* —be,

uporedivanjem sa a® = b® 4 ¢* — 2bcos a (kosinusna teorema) dobija se
1 °
cosazE = a=60".

2027. Iz date jednakosti, sinusne i kosinusne teoreme izlazi da je

cosﬂzg = [ =45°.

2028. 6, 10, 14.

2029. o = 45°, 3 = 75°, v = 60°, O = 3+ /3 + V6. Zadatak ima jos jedno
reSenje, v = 120°.

V2

2030. Posto je cos75° = cos(45° +30°) = T(\/g — 1), primenom kosinusne
teoreme

02:a2+b272abcos7:>\/§+\/6,
a=45°, B=60°, P=3+V3 O=3V2+2V3+ 6.

1
2031. Iz obrasca P = ibc sin o, zamenom datih vrednosti dobija se bc = 12.
Iz sistema

bc=12Ab+c=7 = (b1=3, 0124)\/(172247 0223),

a iz kosinusne teoreme sledi da je a = v/13.
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2032. (b1 =5, c1 =4)V (b2 =4, c2 =5), P = 5V3.
2033. a; = 4, bl = 3, a1 = 73054,7 ﬂl = 4606/, P1 = 3\/3, 02 = 3, b2 = 4, itd.

2034. a1 =5,c1=3,b1 = V34 —15V3; a2 =3, c2 = 5, by = /34 — 15V/3.
2035. v =60° R =6 — V2.

2036. Za uglove na stranici BC, iz proporcije @1 : @2 = 17 : 19, dobija se
1 = 85°, 2 = 95°. Zatim, imamo « = 86°, v = 52°. Stranice su a = 9,423,
b=6,321, c = 7,444.

2037. Kako je b = 3¢, eliminacijom « iz

. . bc . .
jednagine P = —sina i
a

a’+b°+c*—2bccosa (sin® atcos® a = 1),

dobijamo bikvadratnu jednacinu A 7 i
64c* — 20a’c® + a* +16P* = 0. SL. 70.
2
Zadatak je mogué za P < 31%. Ima dva resenja

o 5a® £ /9a* — 256 P2
= = :

3a2 \/ 5a2 + v/9a* — 2562

Zadatak je mogué za P < 16" Ima dva reSenja ¢ = 32

2038. Neka je AB = DC = a, BC = AD =b, AC =e, BD = f, a O
presek dijagonala, i ugao AOB = ¢ (slika ??7). Primenom kosinusne teoreme
na trouglove ABO i BCO dobija se:

(1) a® =

(2) b= —+

jer je cos(180° — ¢) = — cos p. Oduzimanjem (1) i (2) imamo
a® —b* = —efcosyp < ef,

jer je cosp < 1, za svako 0 < ¢ < 7.
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2039. Visina koja odgovara stranici C' u trouglu ABC jednaka je ch/g

povrsina trougla ABC' jednaka

be/3
(1) P==.

Osim toga po kosinusnoj teoremi je

a® =0 + & — 2bccos(<A) = b° 4+ & —be, il
a® —b* — ¢ 4 2be = be.

Zamenom u (1) dobija se

P=

|5

(@® = (b—0)?),

¢ime je dokaz zavrsen.

2040. 30° 1 150°.  75° i 15°.

, pa je



V GLAVA

5. RAZNI ZADACI

2042. a) Teme T parabole ima koordinate T’ (cos a, sin® a — sin ). Iz pret-
postavke proizlazi

. . m
51n2a—51na:0<:>a20\/o¢=§,

zaoz:0<:>y=m2—2m+1,zaa:g<:>y=m2;
.
67

c¢) ako eliminisemo « iz sistema

b) a=0,a=

r1+x2o =2cosaAx1-x1 =1—sina

dobijamo trazenu vezu (z1 + x2)2 +4z122(z122 — 2) = 0.
2043. —2<m<O0.

2045. Trinom Az? 4+ Bz + C pozitivan je za svako z ako je tacna konjunkcija
A >0AB? —4AC < 0. Za dati trinom ova konjunkcija ima oblik

(sinaJr% >0> A ((2sinaf3)2 74(sina+%)) <0
1 1
= (sinoz—|—§ >O) /\4(sina— g) . (sina— 5) <0

. 1 . 7. 1
<~ (sma> —5) A (sma< §Vsma> 5)

7 117 ks 5
<:>(<0<Q<E>V(T<Oé<2’ﬂ'))/\<€<a<gﬂ'>

<~ T <a< >

—<a< 7.

6 6

2047. a) Teme datog skupa funkcija u funkciji parametra k je T(k, k? — 1).
Eliminacijom k iz X = k1Y = k®> — 1 dobijamo Y = X? — 1, pa je trazeno
geometrijsko mesto minimuma parabola Y = X2 — 1.

b) Za k = —1, k = 1 funkcije datog skupa imaju dvostruke nule, a za —1 <
k < 1 dve realne razli¢ite nule.
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2048. Kako je y?> = 1 — 22, funkcija ¢iju minimalnu vrednost treba odrediti je
fl@)=a+ 1 -2 =32" = 32> +1, tj. f(x)=3(z")° 32"+ 1.

Njena minimalna vrednost je za:

2 b 3 1 V2
Y ST T 3 0T
pa je
\/54 \/52 1
min — - - - 1=-.
5 3(2 \g) T1=3

2049. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
P+ (y—10z+y°—y=0

odakle je

L 10—y /=3y — 16y + 100
- : ,

Kako je z,y € [0,9], diskriminanta je pozitivha za y = 0,1,2,3, a z je iz
intervala [0,9]. Zay =3jexz =1Vez =6,azay =1jexz = 9. Trazeni
dvocifreni brojevi su 13, 63 i 91.

2053.
o 1+i\™" (L+9)2\™ _
14+)™=01-19) <:><1—i> _1<:>(12—i2 =1

<1+2i+i2

3 ) =1l i"=1

Poslednja jednakost vazi za m = 4k (k € Z).
2055. Diskriminanta jednacine
(1) D=p>—4¢>0

po pretpostavci. Diskriminante D1 i Ds jednacine (1) svode se na oblike D1 =
D +4a® i D2 =3D + (2a — p)?, paiz D > 0 sledi D1 >01i Ds > 0.

2057.a)2k7r72§§a§2§+2km (k € Z); b)az%Jrkw (k € Z);
1
c)y=m2—2m+1\/y=—2m2—2m—§.
2058. V = 2—14&” sin2atg.  2059. p > 2.

2060. —g<m<—1\/m>9. 2061. -9<m<-1v0<m< 1.
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2064. a) Ako se y eliminiSe iz datih funkcija, dobija se jednacina:
a(2°)? — (a —b)2* —b = 0.

Ova jedna¢ina ima dvostruko resenje za D = (a + b)2 =0 = a= —b, paje
trazena tacka A(0,0).
b) B(0,a+b)iC (log2 (—g) ,O), apscisa tacke C je realna ako je ab < 0.
2065. M(2,3).
2066.

(z,y) = (9K° + 19k + 10, —9%* — 10k),

(9K* + k, —9k* — 10k), (9K — k, —9k> + 10k),

(9k* — 19k + 10, =9k + 10k) (k € Z)
2067. a) 1< <2,3<r<4 b)2<z<3 4<z<b
2068. a) 2z —1;v/2—-2; b)z?+1; V2 +2.

2069. Leva strana date jednakosti se transformise, uz uslov z2 = —1 — z, na
sledeéi nacin:

(az® + bz)(b2* + az) = 2*(az + b)(bz + a)
22 (abz® + a2 4+ b°z + ab)
(=1 —2)(ab(=1 — 2) + a*z + b*z + ab)
= (=1 - 2)(a’z + b’z — abz)
(—z—2°)(a® + b* — ab) = a® + b* — ab.
2070. z1 + x2 + x122 = 11.
2071. Smenom /z —1 =t (¢t > 0) data funkcija se transformise na oblik
y = |t| + |t — 5|. Funkcija je konstanta y =52za 0 <t <5, paje 1 <z < 26.
2072. Neka su dati kompleksni brojevi
n=x1 iy i za=gx2—dy2 (y1 #0, y2 #0).
Iz uslova z1 = z2 imamo ekvivalenciju
21 =22 = T1+ Y1 = T2 — W2 = T1 = T2 A\Y1 = —Y2.
S obzirom na poslednje jednakosti, imamo
z1+ 22 = (x1 + x2) +i(y1 + y2) =221 + 4 - 0 = 2z4,
Z1-ze=x1 -T2 —y1-y2 i@y Fyrze) =L +yl +i-0=a +yr.
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2073. Neka je z = z + iy, (z,y € R) a z = z — iy. Tada je dati sistem
ekvivalentan sistemu

rtiyt+z—iy=4n/r2+y2=1
<=)x=2/\:v2+y2=1<:>:v:2Ay2:73,
§to je nemoguce.

1 1
2074. z1 = —5(1 —‘ri), Zo = —(3— 57,)

2
2075. Razlika reSenja je 1 — x2 = 2/ —m? + 6m — 5. Razlika resenja ima
maksimalnu vrednost ako i samo ako funkcija f(m) = —m? + 6m — 5 ima

maksimalnu vrednost. Ova funkcija ima maksimalnu vrednost za m = 3.
2076. 2 € (o0, —3) U (72, %) U(1,400). 2077.0<a<4.
2078. Kako je

V3+vB=y/a+2va= /1 +v22 =145,

03— VE= /1Ay =1 - va = Va1,

pa je z1 = 2+ 2i. Posto jea = 0,333... = %, onda je log1 2—17 = 3 pa je
3

2z = 3 + 3i.

Proporcija

zotz =3(144): (21 +14)=3:2
je tacna.
2079. Smenom 1 — 198622 = z data jednacina svodi se na sistem
x=1-19862> Az =1 — 19862°.
Ako drugu jednacinu ovog sistema oduzmemo od prve, dobijamo
T —2z=1986(x> — 2°) <= (x —2)- (1 — 1986 — (z +2)) =0
—z—2=0V1986- (z+2)=1.

Jednacine ovog sistema sa jedna¢inom 1 — 1986z = z daju jednacine

(1) 19862% + 2 + 1 =0,
1985

2 19862° — 3 — —— =
(2) 986z" — x 1986
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—1£ /7945
3972 '

14+ /7941
3972
2080. Leva strana nejednakosti je oblika a’, gde je

Resenja jednacine (1) su 21,2 =

Resenja jednacine (2) su z1,2 =

a=lr+y| >0, b=—-z+y+1

Nejednakost je ispunjena ako je:
1°a>1Ab<0, 2°a<1Ab>0,
3a=0Ab=0.

Na osnovu toga proizlazi:
°lz+yl>1A—z+y+1<0,

X lz+y|<1A—z+y+1>0,
Fr+y=0A—-z+y+1=0.

Skup tacaka ¢ije koordinate zadovoljavaju
uslove 1°, 2°, 3°, tj. polaznu nejednakost,

jeste Srafirana oblast na slici 71.
5n — 3
6

2081.

2082. z € [-8,0]U[1,2].
2083. Ako pomnozimo datu jednacinu sa 2 vaze ekvivalencije
2:4"4+2.9"42.25" =2.6"+2-10" + 215"
=47 —2(2-3)"4+9" +4" —2(2-5)" + 25" + 9" —2(3-5)" + 25" =0
= (2" -3+ (2" -5+ (3" -5") =0 = z=0.
2084. Neka je n1 < ng <--- < ng. Tada je
NiNE = NaNg—1 = -+ = NEN1 = N,
pa je ne -ng ---n2 = ny. Logaritmovanjem za osnovu k dobijamo
2(log,, n1 + logy, na + - - - + logy, ni) = k - log, n.
2085. P(z) =z° +22% — 3z + 1.

2086. Data jednakost se svodi na ekvivalentne jednakosti na sledeé¢i nacin

lo a_b—lo a_-b(:}a—b_ ﬂ
879 T8\ 3 2 V72

<:>a2+b2:4ab<:>%+2:4.
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. . b .
Kako je tga=%1 ctga = —, tada je
a
. 1 o o
tga+ctga:4<:)sm2a:§ = a=15", a B=75".

2087. ©=0,5. 2088. z=—-3. 2089. /2V5-1
2090. Da bi data jednacina imala realna resenja

(-1<sinz <1, —-1<cosz<1),
zakljuc¢ujemo da je:

(sinz =0A (cosz =1Vcosz =—1)) ili
((sinz =1Vsinz = —1) A (cosxz = 0)).

Obe konjunkcije su tacne ako je x = k%r’ k€ Z.

2091. z, = g + 2km, xn, = nmw, n, k € Z.
2092. Data jednacina ekvivalentna je jednacini

gcosm—l— gsinm = c0s 99x <> cos (m—
<= sin (SOm — %) - sin (sin49m + %) =0

<:>mk:%<g+kﬂ')\/xn=4—19<—g+nﬂ'), n,k € 7.

2093. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
sin 1999z — sin (x - g) =0

> 2sin (100017 - %) - cos (999:v n %) -0

> sin (100035 - %) =0V cos (999x + %) =0

1
= T = EJrlwr)\/xn: <z+n7r), k,n € Z.

1000 (6 999 \'3
2094. Smenom 2% =t (¢ > 0) data jednacina se svodi na:

cost  sint sin 2t
sint  cost cos 2t

ReSenje date jednacine je: x = log, (g + l%r)’ k=0,1,2,...

<= cos” 2t — sin® 2t = 0 A (sint, cos t, cos 2t # 0).
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2095. Data jednacina ekvivalentna je sistemu

cost—l—cosz - .
log, = — 2 _9n (cos2m+cos§ >0/\sin:v+cos§ >0>.

; T
sin x + cos 3

ReSenja date jednacine su:

TE = % + 4km, xn = 5%+2n7r, n,k € Z.
2096. Kako je za uglove u IiIl kvadrantu
sinus pozitivan, bice

2k <m(rx+y) < (2k+ 17w

= ct+y>2kNz+y<2k+1, keZ
Za k = 0 dobijamo y > —x Ay < 1 — .
U Dekartovoj ravni to je osencena oblast

(slika 72) izmedu pravih y = —z iy = A
1 — 2. Za k = 1 osenéena oblast izmedu o = x
pravih cije su jednacine y =2 -z iy =
3 —x, itd. Sl 72.
2098. Data jednakost se transformiSe u identi¢ne jednakosti
a+p a—f 2a+p8 1
2 . -2 — ==
cos —, cos — cos 5 5 0
sa+f - B a+pB 1
cos 5 cos — cos — + 1= 0
a+p 1 a—pf 21 1 ,a- 8
— (cos 5 5 €05 — + 1798 5 =0
1 -8\ 1 -
<:>(cosa;ﬁ—§cosa2ﬂ) +Zsm2a2ﬁ:0

Suma kvadrata u skupu realnih brojeva jednaka je nuli ako je svaki sabirak
jednak nuli. Odatle je
a+p 1 a—f

agﬁz()Acos 5 ficos 5

Iz prve jednakosti sledi da je a = 3, koja sa drugom daje jednakost

sin =0.

COSOc—l=>CM—z
T2 3

Kakojeoz:ﬁzgtadajei’yzg.
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2099. Kako je

sin 1 _ sin(k—(k—-1))
cos(k —1)-cosk  cos(k —1)-cosk
sink - cos(k — 1) — cosk - sin(k

_ -0 _ _
o cos(k — 1) -cosk = tek—tg(k—1).

Ako u ovoj jednakosti stavimo k = 1,2,...,k, zatim saberemo dobijene jed-
nakosti, dobijamo trazenu sumu S,

S=(tgl—tg0)+(tg2—tgl)++ - -+ (tgn—tg(n—1)) = tgn.
2105. 2> + 4z +5=0. 2106. 21 =2 —i, z2 = 1 + 3i.
2107. z = —1+2v2(1+i). 2108. a) z = —0,5(1 +14); b)z==+(1—1).

2109. a) Data funkcija se svodi na oblik:

1° za x < =3, y = x? 4+ 10z + 24;

2°za —3<zx<3,y=—

3° za & >3, y = —x? + 10z — 24. Grafik date funkcije je prikazan na slici 73.

AN A
XY Y

Sl 73. Sl 74.

Funkcija je definisana na skupu D = {z|z € R}, antidomen D = {yly €
R}. Nule funkcije su @ = £6, z = +4. Ekstremne vrednosti: ymax = 3
za & = —3 1 Ymax = 1 28 ¢ = 5. Ymin = —1 za 2 = =51 Ymin = —3 za
x = 3, funkcija je neparna, raste za = € (—5,—3) U (3,5), opada za x €
(=00, =5) U (=3,3) U (5, +00), pozitivna je za x € (—oo, —6) U (—4,0) U (4,6),
negativna je za x € (—6,—4) U (0,4) U (6, +00).

b) Analogno a) dobija se

1°zax< =3, y=—22— 10z — 24;

2°za —3<x<3,y=ux;

3° za 2 >3, y = 2% — 10z + 25, grafik date funkcije je na slici 74.
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2110. a) Data funkcija se svodi na oblik:
1zac< -2, y=—-a>—6x—8; 2°za—-2<z<2 y=—a2+4
3° za x> 2,y = —x + 6z — 8. Grafik na slici 75.

Y Y
4
—4 ‘ ‘ ‘ ‘ 4
/ ‘ _‘2 ) o T T
Sl. 75. Sl. 76.

b) zar < —2,y=a’+6x+8 aza-2<zx<2,y=zx>—4 azz>2
y = 22 — 6z + 8. Grafik na slici 76.

2111. Neka su A, B, C tacke iz kojih se vrh V tornja vidi pod uglovima «,
B, v, a P podnozje tornja. Iz pravouglih trouglova APV, BPV i CPV visina
tornja x je: x =100 tga, © =200 tgB i x = 300 - tg~.
Iz pretpostavke a + 3 + v = 90°, dobijamo:

tga+ tg g3 1

T T
_Jr_
— 100200 =32—0<:>x:100m.
xT
1—
20000

Visina tornja je 100 m.

2112. Primenom definicije logaritama slede ekvivalencije:

—logs log, \3/ V- VB=2 < log, \3/ V- B=3""
— \3/ %...%:337! <:>3(%)n :3(%)1 = n=uzx.
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2113. Primenom poznatih identiteta sleduje:
ﬁ = log abc = logy a +logy b+ logy c
1 1 1
" log, N + log, N + log, N
_ log, N -log, N +1log, N -log, N +log, N -log, N
N log, N - log, N -log, N '

Odavde izlazi zadati identitet.
2114. Kako je a? = ¢? — b?, odavde logaritmovanjem slede ekvivalencije:
2log, a =log,((c —b) - (c+ b)) <= 2 =log,(c — b) + log,(c + b)
1 1

= 2= + <= log, ,a+log. ,a=2log._,a-log.,a.
1Ogc—b a 1Ogc+b a b o b o

2115. a) Leva strana se transformiSe na sledeéi nacin:

log(l—&—%)+210g(1+%)+310g(1+%)—&—---—l—nlog(l—l—%)

=log2+2log3 —2log2+ 3log4 —3log3+ -+ nlog(n+1) —nlogn
=nlog(l+n)—log2—1log3 —logd —---—logn
=nlog(l 4+ n) +log(l +n) — (log2 + log3 + log4 + - - - +log n + log(1 + n))
=(14n)-log(l+n)—log(l+ n).
b) Leva strana se svodi na desnu na sledeéi nacin:

2
1 1 1 1 o
(N Togo N TTog, N tTogg N T T logyn v )

2
(NlogN 2+log y 4+log N 8+---+log N 2n) n+1

2 2

2
_ (NlogN(2<4»8<.<2n)) n+1 —(2-4-8-2")THT = (21 .92 .93, “2n)ﬁ

(21+2+3+w+n) %‘Fl _ 2n

2116. Pretpostavimo suprotno. Koreni jednacine su racionalni u obliku %
(b > 1), gde je (a,b) =1, tj. razlomak % je skraden. Tada imamo:

2
a

a
7z Tpyta=0,
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odakle izlazi )

a a?

5 +ap+bg=0 ili 3= —(ap + bq).

Dakle, dobili smo neta¢nu jednakost, jer je leva strana razlomak, a desna ceo
broj.

2117. Po pretpostavci imamo: a = 2p+1, b = 2n+1, ¢ = 2¢g+1. Diskriminanta
kvadratne jednacine

(1) D=2n+1)%—42p+1)(2¢ +1)

n(n+1)
2

=38 —2pq—p—q—1| +5.

Izraz u uglastim zagradama je ceo broj, jer je n(n + 1) deljiv sa 2. Ocigledno

da je D neparan broj, kao zbir parnog i neparnog broja.

Ako pretpostavimo da su koreni date jednaline racionalni, potrebno je da
diskriminanta bude potpun kvadrat. Kako je diskriminanta neparan broj, to
njen koren mora biti neparan broj. Iz (1) zaklju¢ujemo da pri deljenju diskrim-
inante sa 8 dobijamo ostatak 5. Iz toga izlazi dokaz da je naSa pretpostavka,
da su koreni racionalni, neta¢na. Zaista, kvadrat neparnog broja ima oblik:

n+1)° =an’+4n+1=4dn(n+1)+1=4-2m+1=8m+1,

tj. ostatak je 1 a ne 5. Znaci tvrdenje zadatka je tacno.

2118. Data nejednakost je zadovoljeQna za sve vrednosti korena koje su realne,
jer ako je x1 > =2, onda je (%) > 1, a ako su koreni jednaki, onda je
leva strana nejednacine jednaka % Koreni su realni ako je D > 0, odnosno
k* — 4 > 0, odakle se dobija

(1) |k > 2.
Ako uzmemo u obzir i kompleksne korene, s obzirom da je

X1 2 i) 2

(2) ()

X2 X1
realno, iz zadate nejednakosti sleduje x;* + 5 > 1, posto je z1 - x2 = 1, pa se
gornji izraz moze napisati u obliku

(xf +a3) —2zizy >1 ili (K —2)> —2> 1.

Ova nejednacina je zadovoljena za

(2) K <2-vV3 i k<243
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Prema tome, ako usvojimo da je k realan parametar, iz (1) i (2) dobija se da
je data nejednakost zadovoljena za vrednost k koje ispunjava uslove

a) 0 < |k| < \/2 — V3 ili \/2 + /3 < k < 2, kada su koreni kompleksni.

b) |k| > 2, kada su koreni realni.

2119. a) p > V2+ V3, p< V2—v3; b) p=%£V2, ymin = 2(V2 - 2).

2120. a =0;a = g ia= f% 2121. D =4r2. 2122. D=1.

g\ 2
2123. D = (nf —) .

n
2124. 1 =2m —1, 22 = 1, 2 + 25 > x122 = (1 + 22)* — 3z122 > 0.
Odavde izlazi 4m? — 6m + 3 > 0 za svako m.

2125. Sve razlomke na levoj strani identiteta napisati kao razliku od dva
razlomka:

1 1 1 1 1 1

z(z+1) T z+l (z+1)(z+2) z+1 z+2
1 1 1

— itd.
(z+2)(z+3) z+2 z+3’ '

2127. Zbiru prva dva razlomka dodati tre¢i razlomak, dobijenom zbiru ¢etvrti,
itd.
2129. Ako se iskoristi identitet (1), dobija se ekvivalentna jednacina

#—géx—eii z=e "
Inz(lnx+6) 9 T

2130. Ako se iskoristi identitet (1), data jednacina ekvivalentna je sa
1 1 5
VT Jr+10 12

2131. Primenom identiteta (2) dobija se ekvivalentna jednacina

= x=4.

2" =" = g =n.

2132. Primeniti identitet (2), n = 14.

2133. Ako se primeni identitet (2) dobija se ekvivalentna jednacina
(Inz)"*" = (Inx)®.

Data jednacina za reenja ima svako z € RT i n = 5.
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2134. Primeniti identitet (3). z = 0.
2135. Primeniti identitet (3). z = 1.
2136, x = —22,z=2. 2137.x= -5 2138. z =¢".

2139. = = g L km k€Z  2140. z = 1.
2141. z, = (71)’“% t kT, 2 = (71)"“% +nm, k,n € Z.
3

2142. z = va + km, x, = arctgh + nw, k,n € Z.
2143. z =€2, ¢ = 1.
e

2144. z = :t?% + k7, xpm = :I:g +nm, k,n € Z.

2145. zi = arctg 10 + km, x, = arctg (—110) + nw, k,n € Z.

2146. Ne postoje. Brojevi m i n daju isti ostatak pri deljenju sa 9, a 1995
nije deljiv sa 9.

2147. Oznacimo sa BC' stranicu pravougaonika naspramnu sa rekom. Ako je
BC =z,onda je AB=CD =50 — g Povrsina pravougaonika je

P(z)=a- (50—5) =L ao0—a).

2 2
Maksimum se dostize za x = 50. Dakle AB =25 m = CD, SC =50 m.
Lo . AB _AD .. .
2148. Trougao ABFE je slican trouglu ADB, pa je AE = AB Zna¢i AD =
¢
m

2149. Prva jednagina je ekvivalentna sa (z — 2)? + (y + 1)> = 25, a druga
r—y=2,gdejez=x+1y, v,y € R. Zamenom iz druge jednacine u prvu
imamo y* + (y + 1)? = 25. Resenja su (5,3) i (—2, —4), odnosno z1 = 5 + 3i,
Z9 = -2 — 4i.

2150.

2, 122 4 2,2 | 14
agb+a63:ab(a2+62)§ (a —;b) _a +2a26 +b <at 1+

Sabirajuéi nejednakosti
a®b+ab® < a* + b4, adc+ac® < a + c4, Be+bc® <bt 4+t

dobijamo trazenu nejednakost.
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2151. (a) Leva i desna strana su pozitivne. Kvadriranjem dobijamo trazeni
identitet.

(b) Primenom dokazanog pod (a) imamo

= = 1
:fz": (VETT-VE—T) = ‘25(\/n—+1+\/ﬁ_1).

2
k=1

[\V)

2
Ovaj izraz je jednak %(\/101 +9) za n = 100.

2152. r = %bic, ¢ = 2R = const. Dakle r je maksimalno kada zbir a + b

dostigne maksimalnu vrednost.
a+b=+/(a+b)?</2(a?+b) =cV2.

Jednakost se dostize za a = b = RV2.
2153. Nejednakost

f(a):aQJra(acS+2:10274)7(2:103+3172—6ac+5)>07

vazi bar za jedno a € [—1,2] ako je f(—1) > 0ili f(2) > 0. Poslednji uslov je
ekvivalentan sa

(z4+2) (z—1)-z<0 ii (z+3) - (z—1)>0.

Rezultat: z € (—oo0, —2) U (0,1) U (1, 4+00).
2154. n=3k+2in=37"+22 = 3k =36{+214+{¢—-1 = {=3m+ 1.
n = 37(3m + 1) + 22 = 111m + 59. Ostatak je 59.

2155. Neka su AB, BC i CD tri uzastopne stranice tog n-tougla i O centar
kruga i AAOB 2 ACOB (AO = BO =CO = DO) i

<ABO = «CBA - <CBO = <BCD — <BCO.

Znati AB = CD, tj. svake dve stranice koje imaju zajednicku susednu su
jednake. Kako je n neparan broj imamo da su sve stranice jednake.

2156. (1) Neka je m tezina najtezeg od tegova, a £ broj tegova tezine 1. Neka
su tezine ostalih n — ¢ tegova 1,2, ..., Tn—¢. Imamo

n=m+L4+z1+ - +zp1>m+Ll+2(n—L0)=2n+m —¢,
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tj. £ > m.

(2) Lako se vidi da je najveéa moguca razlika u tezini leve i desne strane m.
(3) Posmatrajmo terazije nakon postavljanja na tasove svih tegova tezine veée
od 1. Neka je s tezina na levom, a d tezina na desnom tasu, r = |s — d|,

u=s+d Postojeu+{¢ =2ntosuwuidf atimeir i/ iste parnosti, i
0<r<m<HV¥.

(4) Nakon stavljanja r tegova tezine 1 na lakSu stranu terazija, terazije e se
uravnoteziti. Preostalih ¢ — r (paran broj) tegova tezine 1 rasporedenih na
propisani nacin nece poremetiti ravnotezu.

2157. Data jednacina se moze prikazati u obliku
(7T—=1) (7" ' 4724 474+1)=6-2""".

Sledi

1

TR T T =20
Ako je y = 1, onda je z = 1 jedno reSenje. Neka je y > 1. Tada je x parno i
(T+1) - (747 P ) =21
tj.
7172+7zf4+“4+72+1:2y74.
Za y = 4 dobijamo x = 2 jos jedno reSenje. Za y > 4, x mora biti deljivo sa 4.
Tada
(TP+1)- (T 7 PP ) =20
Leva strana je deljiva sa 5, a desna nije. ReSenjasuz =1,y =11z = 2,
y =4.
2158. Neka prava CE sete AB u R. Dokazimo ACRB ~ ABRE. Zaista,
B
<BCR = <BDC = <FEBR i <BRE je zajednicki. Iz sli¢nosti imamo E—g =
RC

RE = BR? = RE - RC. Iz potencije tacke R na kruznicu K imamo RA? =

RE - RC. Sledi BR?> = RA? tj. R je sredina duzi AB.
ACRB ~ ADCE(<«CRB = <DCFE; <RCB=<CDE),

pa je
BR _BC _ BR _EC _ EC _1
EC  ED BC ~ ED ED 2
2159. Trazeno geometrijsko mesto tacaka je pre¢nik kruga K> koji sadrzi M.
Neka se krug K1 u jednom momentu poklopio sa krugom K1, a tacka M sa
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M’ € K{. Iz odnosa polupre¢nika krugova Ki i K2 sledi da je 2<NO1 M =
<NO'M’. Ako je M" tacka preseka prave MO i kruga K1, iz odnosa cen-
tralnog i periferijskog ugla u K7, imamo M” = M’. Obrnuto, za proizvoljnu
tacku M" na preéniku MO, kruga K, lako se konstruiSe bar jedan krug K1,
u koji kad prede K1, tacka M prede u M". Ako je M = O, reSenje je pre¢nik
ortogonalan na O;0. (slika 77.)
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kultetu, a magistrirao je 1981. godine na Elektrotehnickom fakultetu. U 1980.
godini mr Vene Bogoslavov je izuzetne rezultate u vaspitno-obrazovnom radu
stekao zvanje pedagoskog savetnika.

Radni vek zapoceo je kao gimnazijski profesor u beogradskim srednjim skola-
ma. Od 1965. godine radi kao profesor u Petoj beogradskoj gimnaziji.

U toku rada mr Vene Bogoslavov bio je na mnogobrojnim funkcijama: ruko-
vodilac aktiva matematicara grada Beograda i mati¢ne Skole, mentor novim
profesorima, ¢lan uredivackog tima u Zavodu za udzbenike i nastavna sred-
stva, ¢lan odbora za proucavanje problema nastave matematike u osnovnim
i srednjim skolama pri Prosvetnom savetu Srbije i dr. Pored ovih funkcija,
obavljao je i druge poslove kao §to su: ¢lan Skolskog odbora i saveta skole, u
sindikatu, itd.

Objavio je mnogobrojne knjige i ¢lanke iz oblasti matematike koji su doziveli
zapazen uspeh, imali veliki broj izdanja u milionskom tirazu. Njegove zbirke
postale su opsti jugoslovenski udzbenici koji se svakodnevno koriste na svim
prostorima bivse Jugoslavije.

Udzbenici: Zbirka zadataka iz matematike za IV razred gimnazije (prvo izda-
nje 1968, 42. izdanje 2010. g.; ukupan tiraz 332467 primeraka); Zbirka resenih
zadataka iz matematike I (prvo izdanje 1970. g., 37. izdanje 2010. g.; ukupan
tiraz 462320 primeraka); Zbirka reSenih zadataka iz matematike 2 (prvo izdanje
1971. g., 34. izdanje 2010.; ukupan tiraz 372874 primeraka); Zbirka reSenih
zadataka iz matematike 3 (prvo izdanje 1972. g., 34. izdanje 2010. g.; ukupan
tiraz 331764 primeraka); Zbirka zadataka za IV razred prirodnomatematicke
struke — ¢etiri izdanja (prvo izdanje 1980. g.; ukupan tiraz 32000 primeraka);
Zbirka zadataka za Il razred usmerenog obrazovanja — dva izdanja, ukupan
tiraz 120000 primeraka, koautori: Petar Vasi¢, Radovan Jani¢; Matematika za
IV razred usmerenog obrazovanja elektrotehnicke i gradevinske struke, koauto-
ri: Petar Vasi¢, Radovan Jani¢ i Dobrilo Tosi¢ (ukupan tiraz 18000 primeraka);
50 testova za proveru znanja iz matematike za osnovnu Skolu, koautori: Du-
san Adnadevié, Glisa Neskovié i Dragoslav Mili¢ (prvo izdanje 1988. g.; 7.
izdanje 1995. g.; ukupan tiraz 139000 primeraka); Logaritamske tablice (prvo
izdanje 1993. g., Cetvrto izdanje 2008. g.; ukupan tiraz 30000 primeraka); Lo-
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garitamska i eksponencijalna funkcija sa zbirkom zadataka, koautor: Svetozar
Brankovié (prvo izdanje 1996. g.).

Mr Vene Bogoslavov bio je recenzent mnogih udzbenika matematike. On je
nosilac mnogih diploma, priznanja (Arhimedes, Plaketa Zavoda za izdavanje
udzbenika) i zahvalnica.

Danas zivi kao penzioner u Beogradu.
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