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Voorwoord

Dit wiskundeboek is gebaseerd op de ervaringen van vele jaren wiskundecolleges aan
(bedrijfs)economiestudenten van Tilburg University en lessen die verzorgd zijn voor leer-
lingen uit het VWO. Daarnaast is het boek "Wiskunde met toepassingen in de micro-
economie" als uitgangspunt genomen.

Dit heeft ertoe geleid dat op wiskundig gebied het boek beter aansluit op het niveau
van de beginnende (bedrijfs)economiestudent. Dit wordt onder andere bereikt door meer
aandacht te besteden aan elementaire rekentechnieken (oplossen van (on)gelijkheden,
rekenen met machten), het veranderen van de volgorde waarin wiskundige onderwerpen
worden aangeboden en het toevoegen van meer voorbeelden en opgaven.

Een andere belangrijke vernieuwing is de e-learning omgeving die is ontwikkeld.
In deze omgeving worden alle wiskundige onderwerpen uitgelegd door middel van films,
tekst en meerkeuzevragen.

Ook zijn er in dit boek nieuwe economische toepassingen opgenomen. Naast de
toepassingen in de micro-economie, zoals consumenten- en producentengedrag, wordt er
nu ook aandacht besteed aan toepassingen uit de moderne portefeuilletheorie, voorraad-
management en statistiek.

Dit boek zou niet tot stand zijn gekomen zonder de hulp van een groot aantal col-
lega’s die ons door raad en daad terzijde hebben gestaan. Met name willen we hier Ruud
Brekelmans, Bart Husslage en Elleke Janssen noemen, die veel werk verricht hebben bij
het tot stand komen van de e-learningomgeving. Verder nog extra dank aan Elleke voor
haar hulp bij IATEX, in het bijzonder bij de lay-out en de figuren.

Herbert Hamers
Bob Kaper
John Kleppe

Tilburg, juni 2012
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Inleiding

Deze inleiding geeft eerst een beknopt overzicht van de inhoud van dit boek. Vervolgens
bespreken we de opbouw van het boek. Tot slot geven we een korte studeeraanwijzing.

In hoofdstuk 1 introduceren we functies van één variabele. Behalve een overzicht van
elementaire functies komen ook het bepalen van nulpunten, oplossen van ongelijkheden
en rekenen met machten aan bod.

Hoofdstuk 2 staat in het teken van de afgeleide van een functie van één vari-
abele. Naast een aantal differentieerregels wordt ook de inverse functie besproken en in
economische zin de begrippen marginaliteit en elasticiteit.

In hoofdstuk 3 introduceren we functies van twee variabelen en het begrip niveau-
kromme. Nutsfuncties van een consument en een eerste introductie in moderne porte-
feuilletheorie worden als economische toepassingen behandeld.

Parti€le afgeleiden en partieel differentiéren staan centraal in hoofdstuk 4. Verder
wordt het economische begrip marginale substitutieverhouding in verband gebracht met
de raaklijn aan een niveaukromme.

Hoofdstuk 5 is geheel gewijd aan het bepalen van extrema van een functie, al dan
niet onder nevenvoorwaarden. Als economische toepassingen komen onder andere winst-
maximalisatie producent, het Economic Order Quantity model, de regressielijn, nutsmaxi-
malisatie consument, kostenminimalisering producent en optimale investering in aandelen
aan de orde. Daarnaast worden convexe en concave functies apart behandeld omdat deze
functies in veel economische modellen gebruikt worden.

Tot slot, in hoofdstuk 6 wordt het begrip integraal uitgelegd als middel om de
oppervilakte van een gebied te bepalen. We gebruiken de integraal onder meer om het
consumentensurplus te bepalen en voor het berekenen van kansen.

In dit boek is gekozen om de wiskundige en economische onderwerpen in aparte para-
grafen te behandelen. In een wiskundige paragraaf volgen direct op de invoering van een
wiskundig begrip of een wiskundige techniek een (wiskundig) voorbeeld en een opgave.
Het voorbeeld is vaak een uitwerking of een toelichting van het betreffende begrip of
van de wiskundige techniek; de opgave is een middel om het begrip of de techniek te
doorgronden. Eenzelfde opmerking aangaande de opgaven kunnen we geven voor de
economisch georiénteerde paragrafen.

Elk hoofdstuk wordt afgesloten met een paragraaf gemengde opgaven. Van alle op-
gaven zijn de antwoorden opgenomen in de appendix. Van een selectie van de opgaven
zijn de volledige uitwerkingen te vinden op de website www.academicservice.nl behorende
bij het boek.

Een eerste stap om wiskunde te leren begrijpen is door alle colleges die je universiteit

aanbiedt te volgen. Echt begrijpen kun je wiskunde alleen maar door zelf de opgaven
(proberen) te maken. Het zal niet altijd lukken om meteen elke opgave op te lossen. Dan

xi



il Inleiding

is het raadzaam om nogmaals het voorbeeld dat direct voor de opgave staat te bestu-
deren. Als dit niet voldoende is, zul je nogmaals in de tekst van het boek moeten duiken.
Een andere optie is om gebruik te maken van de e-learning omgeving. Hier worden de
belangrijkste begrippen en technieken aan de hand van een voorbeeld door een docent
uitgelegd. Verder is hier extra oefenmateriaal beschikbaar in de vorm van meerkeuzevra-
gen. Als je alle opgaven in de tekst hebt doorgewerkt, dan maak je de paragraaf met
gemengde opgaven. Deze opgaven bieden je de gelegenheid te controleren of je het
hoofdstuk als geheel hebt begrepen.



Functies van één variabele

Functies worden vaak gebruikt om verbanden tussen (economische) variabelen te be-
schrijven. In dit hoofdstuk introduceren we het begrip functie van één variabele en geven
we een overzicht van de klasse van polynoomfuncties, machtfuncties, exponentié€le en
logaritmische functies. Bovendien komt een aantal algebraische basisvaardigheden aan
bod, zoals het oplossen van vergelijkingen en ongelijkheden.

Lijst van begrippen

Functie van één variabele

Nulpunt van een functie

Snijpunt van grafieken van functies
Lineaire functie

Kwadratische functie
Polynoomfunctie

Machtfunctie

Exponentiéle functie

Logaritmische functie

1.1 Introductie van functies van één variabele

Voor het beschrijven van een verband tussen variabelen kunnen we gebruikmaken van het
wiskundige begrip functie. In deze paragraaf introduceren we functies van één variabele.

We starten met een voorbeeld waarin we laten zien hoe we een functie kunnen gebruiken
om het verband te beschrijven tussen de kosten en de hoeveelheid die geproduceerd wordt
van een bepaald goed.

Voorbeeld 1.1: kostenfunctie

Een manager heeft onderzoek verricht om de kosten in kaart te kunnen brengen van
een productieproces. Het resultaat van dit onderzoek is een verband tussen het pro-
ductieniveau g en de bijbehorende kosten C, dat hij grafisch kan weergeven in een
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assenstelsel (zie figuur 1.1). In dit assenstelsel geeft de horizontale as het produc-
tieniveau weer en de verticale as de bijbehorende kosten. Ofwel, de onafhankelijke
variabele (het productieniveau) staat op de horizontale as en de afhankelijke variabele
(de kosten) staat op de verticale as.

C

Figuur 1.1  De kostenfunctie van een productieproces.

Een grafisch verband tussen het productieniveau en de kosten is veelal niet toerei-
kend. Een manager wil voor elk productieniveau g de bijbehorende kosten C(g) exact
weten. Dan is het handiger als het verband tussen het productieniveau en de kosten
beschreven wordt door een functie: dat is een rekenvoorschrift dat voor elk toegelaten
productieniveau g de kosten C berekent. Het rekenvoorschrift dat past bij de grafiek
van figuur 1.1 is \/q. Dit rekenvoorschrift geeft aan dat als het productieniveau g de
waarde 9 heeft, de kosten v/9 = 3 zijn, dat als het productieniveau g de waarde 16
heeft, de kosten m =4 zijn, enzovoorts.

Steeds worden dus de kosten verkregen door het rekenvoorschrift /g toe te
passen op een waarde van het productieniveau 4. Omdat we aan negatieve waarden
van het productieniveau geen betekenis toekennen, beperken we de werking van het
rekenvoorschrift tot de waarden van g groter of gelijk aan 0. We kunnen concluderen
dat de variabelen C en g voldoen aan de vergelijking C = /3. We zeggen dat ‘de
kosten C een functie is van het productieniveau q'.

Als de kosten C een functie is van het productieniveau g en we laten in het midden hoe
het rekenvoorschrift eruitziet, dan noteren we het rekenvoorschrift als C(g). Het verband
tussen C en g wordt dan gegeven door de vergelijking C = C(gq). In het bovenstaande
voorbeeld staat C(g) dus voor /7.
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Functies van één variabele

Een functie van een variabele x is een rekenvoorschrift y(x) waarmee voor iedere
toegelaten waarde van de variabele x precies één getal, de functiewaarde, wordt
berekend.

De verzameling van alle toegelaten waarden D van x wordt aangeduid als het
definitiegebied of het domein van de functie.

De verzameling van alle mogelijke functiewaarden wordt aangeduid als het bereik
van de functie.

Als het definitiegebied D niet gegeven is bij een functie, dan bestaat het definitiegebied
uit alle x waarvoor het functievoorschrift y(x) uitvoerbaar is. Als er extra restricties
worden opgelegd, dan wordt dit expliciet aangegeven. Een dergelijke restrictie, zoals
niet-negativiteit van x, kan bijvoorbeeld voortkomen uit de economische interpretatie
van het model.

De functiewaarden y(x) kunnen we opvatten als de waarden van een variabele. Als
we die variabele y noemen, dan voldoen y en x aan de vergelijking

y=y(x).

De variabele x in y(x) wordt de onafhankelijke, verklarende of inputvariabele genoemd
en de variabele y de afhankelijke, te verklaren of outputvariabele.

Functies en variabelen worden aangeduid met letters of combinaties van letters. Mis-
schien ben je gewend variabelen aan te geven met de letters x, y of z en een functie
met de letter f (dus f(x) in plaats van y(x), zodat y = f(x)). Maar in de economische
theorie kiest men vaak voor een letter of een combinatie van letters die dicht aanligt
tegen de betekenis van de variabele (p voor prijs, L (van het Engelse ‘Labour’) voor
arbeid, K (van het Duitse ‘Kapital") voor kapitaal, w (van het Engelse ‘wage’) voor loon,
enzovoort) of van het functievoorschrift (MC (van het Engelse ‘Marginal Cost’) voor
marginale kostenfunctie, AC (van het Engelse 'Average Cost') voor gemiddelde kosten-
functie, enzovoort).

De grafiek van een functie y(x) is een figuur in een assenstelsel met twee assen, de
x-as en de y-as, die is opgebouwd uit de punten met de coordinaten (x,y(x)). Het is
gebruikelijk de onafhankelijke variabele x op de horizontale as uit te zetten en de afhanke-
lijke variabele y op de verticale as.

Voorbeeld 1.2: grafiek van een functie

In figuur 1.2 is de grafiek getekend van de functie y(x) = 1+ v/x + 2. Het definitiege-
bied van y(x) bestaat uit x > —2 en het bereik uit y > 1. In intervalnotatie is het
domein [—2,c0) en het bereik [1,00).
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y(x) =1+ +vx+2

-2

Figuur 1.2 De grafiek van de functie y(x) =1+ +/x+2 in een (x,y)-assenstelsel.

Een snijpunt van de grafiek van de functie y(x) met de x-as kan bepaald worden door
het berekenen van een nulpunt van de functie y(x).

Nulpunt van een functie van één variabele

Een nulpunt van een functie y(x) is een oplossing van de vergelijking y(x) = 0.

Een nulpunt a van de functie y(x) geeft een snijpunt (a,0) van de bijbehorende grafiek
met de x-as.

Snijpunt van twee grafieken

Een snijpunt van de grafiek van een functie y(x) met de grafiek van een andere
functie z(x) is een punt (a,b) waarvoor a een oplossing is van de vergelijking

y(x) = 2(x) en b = y(a)(= 2(a)).

Voor het bepalen van een snijpunt van de grafieken van de functies y(x) en z(x) wordt
eerst de x-coordinaat van het snijpunt bepaald door de vergelijking

op te lossen. Vervolgens wordt de y-coordinaat gevonden door de gevonden x-coordinaat
in te vullen in één van de twee functies.

Een snijpunt van de grafiek van functie y(x) met de y-as wordt gevonden door de
functiewaarde in x = 0 uit te rekenen. Dus een snijpunt met de y-as wordt gegeven door

(0,5(0)).
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Voorbeeld 1.3: nul- en snijpunten
Beschouw de functies y(x) = —2x +2 en z(x) = x — 4. Het nulpunt van y(x) is de
oplossing van y(x) =0,
y(x) =0 & —-2x+2=0
& “2x=-2
& x=1.

Het punt (1,0) is dus het snijpunt van de grafiek van y(x) met de x-as. Een snijpunt van
de grafiek van y(x) met de grafiek van z(x) volgt uit een oplossing van de vergelijking

y(x) = z(x),
y(x) =z(x) & —-2x+2=x-—4
& —3x=-6
& x=2

De x-coordinaat van het snijpunt is dus x = 2. Door x = 2 in te vullen in de functie
y(x) vinden we dat de y-coordinaat gelijk is aan y(2) = —2. Merk op dat uiteraard
ook z(2) = —2. Het snijpunt wordt dus gegeven door (2, —2). Omdat y(0) = 2, snijdt
de grafiek van y(x) de y-as in het punt (0,2).

In de volgende paragrafen van dit hoofdstuk bekijken we enkele elementaire functies van
één variabele, tekenen we de bijbehorende grafieken, geven we enkele eigenschappen en
berekenen we nulpunten en snijpunten.

1.2 Overzicht van functies van één variabele

1.2.1 Polynoomfuncties

In deze paragraaf beginnen we met een overzicht van constante, lineaire en kwadratische
functies. Vervolgens geven we de algemene vorm van een polynoomfunctie. Tijdens dit
overzicht komen ook het oplossen van vergelijkingen en ongelijkheden aan bod.

Constante functies
Een functie van de vorm

y(x) =¢

waarbij ¢ een getal is, wordt een constante functie genoemd. Een constante functie heeft
dus voor elke x dezelfde functiewaarde. Daarom is de grafiek van een constante functie
een horizontale lijn.



6 1. Functies van één variabele

Voorbeeld 1.4: grafiek van een constante functie

De functie y(x) = 3 is een voorbeeld van een constante functie en is getekend in figuur
1.3.

X

Figuur 1.3 De grafiek van de constante functie y(x) = 3.

Merk op dat een constante functie y(x) = ¢ geen nulpunt heeft als ¢ # 0 en dat iedere
x een nulpunt is als ¢ = 0.

Lineaire functies
Een functie van de vorm

y(x) =ax+b,

waarbij a en b getallen zijn (a # 0), wordt een lineaire functie genoemd. Merk op dat
wanneer a = 0 de functie y(x) een constante functie is. De helling van de lijn, ook wel
richtingscoéfficiént genoemd, wordt gegeven door het getal a. Bij een lineaire functie
geeft de richtingscoéfficiént aan hoeveel de functiewaarde verandert wanneer een input
x met één eenheid toeneemt. Omdat bij een lineaire functie deze verandering dus altijd
gelijk is aan a, geldt voor elke x

y(x+1) —y(x) =a.

Een lineaire functie heeft een positieve helling als a > 0 en een negatieve helling als
a < 0. Merk op dat een constante functie een helling heeft gelijk aan 0.

Voorbeeld 1.5: grafiek van een lineaire functie

De grafieken van de lineaire functies y(x) = 3x +2 en z(x) = —2x + 1 zijn getekend
in figuur 1.4 in een (x,y)—assenstelsel. De helling van de grafiek van y(x) is gelijk aan
3 en de helling van de grafiek van z(x) is gelijk aan —2.
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y(x) =3x+2

|
QAN
=
Nl

z(x) = —2x+1

Figuur 1.4 De grafiek van de functie y(x) = 3x + 2 (links).
De grafiek van de functie z(x) = —2x + 1 (rechts).

In het laatste voorbeeld van paragraaf 1.1 hebben we nulpunten en snijpunten uitgerekend
voor lineaire functies. Voor lineaire functies is het eenvoudig een algemene formule af te
leiden voor het snijpunt met de x-as en de y-as. Om het snijpunt van de grafiek van een
lineaire functie y(x) = ax + b met de x-as te bepalen, berekenen we het nulpunt van de
functie y(x),

yx)=0 & ax+b=0

& ax=—b

b

& X=—-.

a
Omdat een lineaire functie y(x) = ax + b slechts één nulpunt heeft, heeft de grafiek ook
maar één snijpunt met de x-as. Dus het snijpunt van de grafiek van een lineaire functie
met de x-as is (—%,0). Het snijpunt met de y-as wordt gevonden door x = 0 in het
functievoorschrift in te vullen: y(0) = b. Dus het snijpunt met de y-as is (0,b). Voor
een een lineaire functie y(x) = ax + b kunnen we dus concluderen dat a de helling van

de lijn weergeeft, het nulpunt gelijk is aan —% en b de y-codrdinaat van het snijpunt van
de grafiek met de y-as is.

. Opgave 1.1 (nul- en snijpunt)

Beschouw de functies y(x) = 3x +2 en z(x) = —5x + 4.

a) Teken de grafieken van y(x) en z(x).

b) Bepaal de nulpunten van elk van deze functies.

c) Bepaal voor de grafiek van elk van deze functies het snijpunt met de x-as.
d) Bepaal voor de grafiek van elk van deze functies het snijpunt met de y-as.
e) Bepaal het snijpunt van de grafieken van deze functies.
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. Opgave 1.2 (helling van een lijn)

De grafiek van een lineaire functie y(x) = ax + b gaat door de punten (2,4) en (3,9).
Bepaal a en b.

Kwadratische functies
Een functie van de vorm

y(x) = ax? +bx +c,

waarbij a, b en ¢ getallen zijn (a # 0) wordt een kwadratische functie genoemd. Merk
op dat voor a = 0 de functie of lineair (als b # 0) of constant (als b = 0) is. De grafiek
van een functie van de vorm y(x) = ax? + bx + c is een parabool. Dit is een dalparabool
als a > 0 en een bergparabool als a < 0.

Voorbeeld 1.6: grafieken van kwadratische functies

De grafieken van de kwadratische functies y(x) = —x% +2x +3 en z(x) = 2x% + 1 zijn
getekend in figuur 1.5. De grafiek van de functie y(x) is een bergparabool omdat de
coéfficiént voor x2 gelijk is aan —1 (negatief), en de grafiek van z(x) is een dalparabool
omdat de coéfficient voor x2 gelijk is aan 2 (positief).

y(x) = —x24+2x+3

z(x) =2x2 +1

Figuur 1.5  De grafiek van de functie y(x) = —x2 4+ 2x + 3 is een bergparabool (links).
De grafiek van de functie z(x) = 2x2 +1 is een dalparabool (rechts).

De snijpunten van de grafiek met de x-as van een kwadratische functie y(x) = ax2 +bx +c
worden bepaald door het oplossen van de kwadratische vergelijking

ax? +bx+c=0.

Een kwadratische vergelijking kunnen we oplossen door gebruik te maken van de 'abc-
formule’. Hierin speelt de discriminant een belangrijke rol. De discrimant van de kwadrati-
sche vergelijking ax? + bx + ¢ = 0 is gelijk aan b* — 4ac en wordt genoteerd met D,

D = b® — 4ac.
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Een kwadratische vergelijking heeft twee, één of nul oplossingen, afhankelijk van de
waarde van de discriminant. De oplossingen van een kwadratische vergelijking worden
weergegeven in het volgende discriminantencriterium.

Discriminantencriterum en abc-formule voor een kwadratische vergelijking
Voor een kwadratische vergelijking ax2 + bx +c¢ = 0 met a # 0 geldt voor
D = b% — 4ac het volgende:

(i) als D > 0, dan zijn de oplossingen van de kwadratische vergelijking
—b+ Vb2 — dac —b — Vb2 — dac
5= — en x = —

(i) als D =0, dan is de oplossing van de kwadratische vergelijking

b

o

(iii) als D < 0, dan heeft de kwadratische vergelijking geen oplossingen.

Voorbeeld 1.7: nulpunten van een kwadratische functie
Beschouw de functie y(x) = —x% 4 2x + 3. Een nulpunt van y(x) is een oplossing van
de vergelijking

—x24+2x+3=0.

De discriminant D = 22 —4.—-1-3 = 16. Omdat D > 0 krijgen we volgens de
abc-formule de volgende twee oplossingen:

o T2tVPoa ot o 2oV 413,
B 2--1 - B 2--1 o
De snijpunten van de grafiek met de x-as zijn (—1,0) and (3,0), zoals ook te zien is
in figuur 1.5.

. Opgave 1.3 (nulpunten van een kwadratische functie)
Bepaal de nulpunten van ieder van de volgende kwadratische functies:
a) y(x) =22 +7x+6. b) y(x) =4x?+2x +1.

. Opgave 1.4 (grafiek van een kwadratische functie)

Beschouw de twee functies y(x) = x2 + 4x + 3 en z(x) = —x2 +6.
a) Teken de grafiek van de functies y(x) en z(x).
b) Bereken de snijpunten van de grafieken van deze functies.

Wanneer we twee functies beschouwen zijn niet alleen de snijpunten interessant, maar
ook de waarden van x waarvoor de functiewaarde van één functie groter of kleiner is dan
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de functiewaarde van de andere functie. Om dit soort vraagstukken op te lossen moeten
we ongelijkheden oplossen. Voor het oplossen van de ongelijkheid f(x) > g(x) gebruiken
we het volgende stappenplan.

Oplossen ongelijkheid f(x) > g(x)

Stap 1. Definieer de functie h(x) = f(x) — g(x).
Stap 2. Bepaal de nulpunten van h(x).

Stap 3. Maak een tekenoverzicht van h(x).

Stap 4. Lees in het tekenoverzicht af waar h(x) > 0.

Conclusie:  De waarden waarvoor h(x) > 0 zijn dezelfde als
waarvoor f(x) > g(x).

Het spreekt vanzelf dat op soortgelijke wijze de ongelijkheden f(x) > g(x), f(x) < g(x)
en f(x) < g(x) opgelost kunnen worden. In het volgende voorbeeld illustreren we het
stappenplan voor het oplossen van een ongelijkheid.

Voorbeeld 1.8: ongelijkheden oplossen

Beschouw de functies f(x) = x2 +2 en g(x) = —3x. We willen alle waarden van x
bepalen waarvoor f(x) > g(x).

Stap 1. Definieer de functie h(x) = f(x) — g(x).
We krijgen h(x) = f(x) — g(x) = x> +2 — (—3x) = x* + 3x + 2.

Stap 2. Bepaal de nulpunten van h(x).

hx)=0 & x243x+2=0
& x=—-lofx=-2,

waarbij de oplossingen zijn gevonden door gebruik te maken van de abc-formule.

Stap 3. Maak een tekenoverzicht van h(x).

Het tekenoverzicht van h(x) wordt verkregen door de nulpunten op een rechte lijn
te zetten. Dit verdeelt de lijn in drie intervallen: (—oo,—2),(—=2,—1) en (—1,00).
De functiewaarden van h(x) in één interval hebben allemaal hetzelfde teken. Dit
betekent dat alle functiewaarden allemaal positief of allemaal negatief zijn in het be-
treffende interval. Dus, door een willekeurige waarde te kiezen in (—oo0, —2) kunnen

we het teken bepalen van h(x) op dit interval. Kies bijvoorbeeld x = —3. Dan is
h(—3) = (=3)2+3-(—3)+2 =2 > 0. Dus we kunnen concluderen dat h(x) > 0
voor alle x in het interval (—oo, —2). Omdat h(—1.5) = —0.25 is h(x) < 0 voor alle

x in het interval (—2,—1). Zo vinden we ook dat k(x) > 0 voor alle x in het interval
(—1,00) omdat h(0) = 2. Figuur 1.6 geeft het tekenoverzicht van h(x).
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Figuur 1.6 Tekenoverzicht van h(x).

Stap 4. Lees in het tekenoverzicht af waar h(x) > 0.
Uit het tekenoverzicht volgt dat h(x) > 0 als x < —2 of x > —1. Dus f(x) > g(x)
als x < -2 of x > —1.

. Opgave 1.5 (ongelijkheden oplossen)
a) Beschouw de functies f(x) = 2x +4 en g(x) = 2x> + 3x + 4. Bepaal alle waarden
van x waarvoor f(x) > g(x).
b) Beschouw de functies f(x) = x2 +4x +3 en g(x) = —x* + 6. Bepaal alle waarden
van x waarvoor f(x) > g(x) (zie opgave 1.4).
c) Beschouw de functies f(x) = x* en g(x) = 5x — 4. Bepaal alle waarden van x
waarvoor f(x) < g(x).

. Opgave 1.6 (snijpunten van de grafiek van een kwadratische functie met de x-as)

Bepaal voor ieder van de volgende functies de waarde van p waarvoor de kwadratische
functie twee snijpunten heeft met de x-as:

a) y(x) = 22+ px+3. b) y(x) = p*x? +2px + 1.

Polynoomfuncties
Een functie van de vorm

]/(x) = apx" + un—lxnil + anfzxniz + .. +tax+ap

waarbij a,,a,_1,a,_2, ..., a1, ag getallen zijn (a,, # 0) en n een niet-negatief geheel getal,
wordt een polynoomfuntie genoemd. De graad van een polynoomfunctie is gelijk aan
n, ofwel de hoogste macht in de polynoomfunctie. Constante, lineaire en kwadratische
functies zijn voorbeelden van polynoomfuncties met graad respectievelijk 0, 1 en 2.

Voorbeeld 1.9: derdegraads polynoom en nulpunten

De functies y(x) = x> en z(x) = x® —3x? + 2x zijn voorbeelden van derdegraads

polynomen. De grafieken van beide functies zijn weergegeven in figuur 1.7 in een
(x,y)—assenstelsel.
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y(x) = x® — 3x% 4+ 2x

Figuur 1.7 De grafiek van de functie y(x) = x3 (links).
De grafiek van de functie z(x) = x3 — 3x* 4 2x (rechts).

Het is duidelijk dat y(x) precies één nulpunt heeft, namelijk x = 0. De nulpunten van
z(x) kunnen als volgt berekent worden:
z(x) =0 & x3-3x24+2x=0
e x(x*=3x+2)=0
& x=00f x> —3x+2=0
& x=0x=1ofx=2,

waarbij x2 —3x +2 = 0 is opgelost door gebruik te maken van de abe-formule.
. Opgave 1.7 (nulpunten van een polynoomfunctie)
Bereken de nulpunten van de volgende polynoomfuncties:

a) x®—2x2+4x =0. c) 3x* —7x24+2=0.
b) x*—x2+x(x>—1) =0.

1.2.2 Machtfuncties

Een functie van de vorm

met k een niet-negatief geheel getal, wordt een positief geheeltallige machtfunctie ge-
noemd. Per definitie geldt dat
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en voor een positief geheel getal k, betekent x¥ ‘vermenigvuldig x k-maal met zichzelf’,
K=x-x- . x (k-maal).

Gebruikmakend van de positief geheeltallige machtfunctie definiéren we een negatief
geheeltallige machtfunctie als volgt:

met k een positief geheel getal. De grafiek van een negatief geheeltallige machtfunctie
is een hyperbool. Omdat het niet is toegestaan te delen door nul is de waarde x = 0
geen element van het domein van deze functies.

Voorbeeld 1.10: grafiek van een negatief geheeltallige machtfunctie

Een veel gebruikte machtfunctie is y(x) = x~1, ofwel, y(x) = % In figuur 1.8 is de
grafiek getekend van y(x) = 1 voor x > 0.

Een functie van de vorm

m
y(x) =xn,(x >0),
waarbij m en n positieve gehele getallen zijn en % niet geheeltallig is, wordt een macht-
functie genoemd. Een andere wijze om een machtfunctie te schrijven is

n xm

y(x) = xn =
Een functie van de vorm

y(x) =x7", (x> 0),
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waarbij m en n positieve gehele getallen zijn en % niet geheeltallig is, wordt een negatieve
machtfunctie genoemd. Een andere wijze om een negatieve machtfunctie te schrijven is

y) = =

De functies
y(x) = xt=Vil=yx,
y(x) = xi=Vd,
y(x) = x§=\7/1x—8

zijn voorbeelden van (negatieve) machtfuncties. Als we in het vervolg over een macht-
functie spreken bedoelen we alle typen machtfuncties die hiervoor besproken zijn.

Voorbeeld 1.11: grafiek van de wortelfunctie

Een machtfunctie die veel gebruikt wordt is de wortelfunctie. Dit is de functie y(x) = x? .
ofwel, y(x) = v/x. De grafiek van de wortelfunctie is weergegeven in figuur 1.9.

y

Figuur 1.9 De grafiek van de functie y(x) = x2 (= y/x).

In het volgende voorbeeld rekenen we het snijpunt uit van de grafiek van de wortelfunctie
en een rechte lijn. Hierbij wordt een nieuwe techniek gebruikt.

Voorbeeld 1.12: snijpunt van de wortelfunctie en een rechte lijn

Beschouw de functies y(x) = y/x en z(x) = x — 2. We berekenen alle mogelijke snij-
punten van de grafieken van deze twee functies. We lossen dus allereerst de volgende
vergelijking op

y(x) =z(x) & Vx=x-2.

Deze vergelijking lijkt moeilijk op te lossen, maar door beide kanten te kwadrateren
krijgen we

x=(x-22cx=x>—4x+4x>-5x+4=0.
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Met de abc-formule vinden we dat x = 4 of x = 1. We moeten echter voorzichtig
zijn, want door het kwadrateren zijn er mogelijk oplossingen bijgekomen die in de
oorspronkelijke vergelijking geen oplossing waren. Dus we moeten beide oplossingen
controleren in de vergelijking

Vx=x-2.

Voor x = 4 krijgen we 2=2, dus kunnen we concluderen dat x = 4 een oplossing is.
Voor x = 1 krijgen we 1=-1, en hier moeten we dus concluderen dat x = —1 geen
oplossing is. Dus het enige snijpunt van de twee grafieken is (x,y) = (4,2).

Machtfuncties hebben de volgende eigenschappen.

Eigenschappen van machtfuncties
]_) xP . x1 = xPt4
xP
—_ = xP—1
2) pr X
3) (xp)q — xP4
4) xp.yp:(x.y)p

5) x9 =1

Voorbeeld 1.13: eigenschappen van machtfuncties

We bepalen p zodanig dat (\/3 x5)*4 = xP. Volgens de eigenschappen van machtfunc-
ties krijgen we achtereenvolgens

(Vi) 4= (x3) 4 =x5%
Het volgt dat p = —% = —6%.

. Opgave 1.8 (eigenschappen van machtfuncties)

Bepaal p als de volgende uitdrukkingen vereenvoudigd worden tot 27:

a) 8. c) V32
b) 83. d) 6471,

. Opgave 1.9 (eigenschappen van machtfuncties)

Bepaal p en g als de volgende uitdrukkingen vereenvoudigd worden tot xPy4:

a) x*xPyy’. o) (x~ly*)2
1
b) 2 d) x% x.

x 3y~!

15
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. Opgave 1.10 (eigenschap van machtfuncties)

Los de volgende vergelijkingen op:

14 2
8 /x3 xX°y/x 3

a) YL =2 b) ‘(: x2.
x2v/x7 8x3

1.2.3 Exponentiéle functies

Een functie van de vorm

y(x) =a’,

1. Functies van één variabele

waarbij a (a # 1) een positief getal is, wordt een exponentiéle functie met grondtal a
genoemd. Het grondtal a kun je interpreteren als de groeifactor per periode. In dat
geval geeft y(x) de totale vermenigvuldigingsfactor na x perioden. Exponentiéle functies
waarbij a > 1 worden vooral gebruikt in modellen waar toenemende groei een rol speelt.

Voorbeeld 1.14: grafiek van een exponentiéle functie

De functie y(x) = 2% is een voorbeeld van een exponentiéle
toemend is blijkt uit de snelle toename van de functiewaarden
Bij een input van bijvoorbeeld x = 0,x = 1,x = 10 en x =

functie. Dat de groei
bij een toename van x.
20 is de functiewaarde

achtereenvolgens y(0) = 20 = 1, y(1) = 2! = 2, y(10) = 20 = 1024 en y(20) =
220 = 1048576. De grafiek van de exponentiéle functie z(x) = (1)* wordt verkregen
door de grafiek van y(x) = 2* te spiegelen in de y-as. De grafieken van beide functies

zijn weergeven in figuur 1.10.

/

Figuur 1.10  De grafiek van de functie y(x) = 2* (links).
= (

De grafiek van de functie y(x)

In het algemeen heeft de grafiek van de exponentiéle functie y(x

%)x (rechts).

) = a* voor een grondtal

a > 1 een soortgelijk verloop als de grafiek van 2*: hoe groter het grondtal, des te sneller
nadert de grafiek de x-as in de negatieve x-richting en des te sneller loopt de grafiek op
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in de positieve x-richting. Voor een grondtal 0 < a < 1 heeft de grafiek van de functie

y(x) = a* een soortgelijk verloop als de grafiek van y(x) = (3)*. Merk op dat alle

grafieken van exponentiéle functies boven de x-as liggen. Exponentiéle functies hebben
dus geen nulpunten.

De exponentiéle functie met grondtal e, y(x) = e*, tref je veelvuldig aan in
economische groeimodellen. Het getal e (= 2.718) wordt het getal van Euler genoemd.

Exponentiéle functies hebben de volgende eigenschappen.

Eigenschappen van exponentiéle functies

1) a*-a¥ = a*ty
2) I
3) @) = o
4) a*-b* = (ab)*
5 2 =1

. Opgave 1.11 (eigenschap van exponentiéle functies)

Toon aan door gebruik te maken van één van de bovenstaande eigenschappen dat ook
de volgende eigenschap geldt voor de exponentiéle functie:

1

a :afx.

We gebruiken vaak het volgende kenmerk van exponentiéle functies.

Kenmerk van exponentiéle functies

a® = a¥ dan en slechts dan als x =y

Voorbeeld 1.15: eigenschappen en kenmerk van exponentiéle functies
We bepalen de oplossing van de vergelijking

37%92¢ — 3,

Volgens de eigenschappen van de exponentiéle functie herschrijven we de linkerkant als
volgt:

37}(92)‘ — 37)((32)2)” — 37)(34){ — 33)(.
De rechterkant is gelijk aan 31. Dus de vergelijking 37%92% = 3 kan herleid worden tot

3% =31,
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Door gebruik te maken van het kenmerk van de exponentiéle functie volgt dat
3x =1.

_1
Dus x = 3.

. Opgave 1.12 (eigenschappen en kenmerk van de exponentiéle functie)
Los de volgende vergelijkingen op:
a) 2% = 4%x+6, o (H¥ =1
b) 272x — (%)7x+2.

. Opgave 1.13 (snijpunt van functies)

Beschouw de functies y1(x) = 32 en yp(x) = 24 + 3*. Bepaal het snijpunt van de
grafieken van deze functies.

1.2.4 Logaritmische functies

Voor alle x > 0 geldt dat een functie van de vorm

y(x) = “logx,

waarbij @ (a # 1) een postief getal is, een logaritmische functie met grondtal a wordt
genoemd. Het grondtal a kun je net als bij exponentiéle functies interpreteren als de
groeifactor per periode. Bij een exponentiéle functie geeft y(x) dan de totale ver-
menigvuldigingsfactor aan na x perioden. Bij een logaritmische functie zijn de rollen
van x en y(x) omgedraaid. Hier geeft y(x) het aantal perioden aan dat nodig is om
tot de totale vermenigvuldigingsfactor x te komen. Een logaritmische functie wordt ook
vaak kortweg logaritme genoemd.

Betekenis van de logaritmische functie met grondtal a

y(x) = "logx betekent: bij x behoort de y waarvoor a¥ = x.

Voorbeeld 1.16: betekenis logaritme

Voor de logaritmische functie y(x) = 2logx geldt volgens de betekenis van de loga-
ritme:

2log1 =0, omdat 20 =1;
2log2 =1, omdat 2! = 2;
2log8 =3, omdat 23 = 8.

Vanuit de definitie volgt dat de volgende relatie geldt voor de logaritmische en de expo-
nentiéle functie.
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Relatie tussen logaritmische en exponentiéle functies

Een logaritmische en exponentiéle functie met hetzelfde grondtal voldoen aan

de volgende twee vergelijkingen:

y= "loga¥ en x=a"1%8%

De bovenstaande relatie betekent dat de logaritmische functie y(x) = “logx de inverse
functie is van de exponentiéle functie y(x) = a*. De inverse functie wordt uitgebreid
besproken in paragraaf 2.5.

Voorbeeld 1.17: natuurlijke logaritme

De logaritmische functie met grondtal e wordt de natuurlijke logaritme genoemd en
wordt genoteerd als

y(x) =Inx.

De grafiek van de natuurlijke logaritme is weergegeven in figuur 1.11.

y(x) =Inx

Figuur 1.11  De grafiek van de natuurlijke logaritme y(x) = Inx.

Aangezien de natuurlijke logaritme een speciaal geval van een logaritmische functie is,
geldt de volgende relatie tussen de natuurlijke logaritme en de exponenti€le functie met
grondtal e:

(i) y=InéY,
(ii) x =€, (x> 0).
Bovendien volgt uit de definitie van de logaritme dat
Ine=1,

immers e is het grondtal van de natuurlijke logaritme.

We geven nu vier eigenschappen van de logaritmische functie. Voor het gemak hebben
we in de notatie van de logaritme het grondtal weggelaten.
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Eigenschappen van logaritmische functies
1) log(x-y) = logx +logy
2) log(];) = logx —logy
3) logx¥ =ylogx
4) logl =0

. Opgave 1.14 (eigenschap van logaritmische functies)

Toon aan met behulp van één van de bovenstaande eigenschappen dat de volgende
eigenschap geldt voor de logaritmische functie:

log(%) = —logx.

Als een direct gevolg van het kenmerk van de exponentié€le functie en de relatie tussen
logaritmische en exponentiéle functies krijgen we het volgende kenmerk van de logarit-
mische functie.

Kenmerk van logaritmische functies

’log x = “logy dan en slechts dan als x =y

Voorbeeld 1.18: eigenschappen en kenmerk van logaritmische functies

We lossen de volgende vergelijking op
In(x+1) —In(x+2) = 1.

We herschrijven de linkerkant als In(x + 1) — In(x +2) = ln(j—ﬂ). Omdat Ine = 1

wordt een oplossing van de oorspronkelijke vergelijking als volgt gevonden:

1
ii2:e & x+1=e(x+2)
& x4+ 1=ex+2e
& (1-ex=2e—-1
2¢e—1
PEN =

1—e"
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. Opgave 1.15 (eigenschappen van logaritmische functies)
Herschrijf elk van de volgende uitdrukkingen in één logaritme:

a) logx+2logy. b) logx—&-log(%)—logz.

. Opgave 1.16 (eigenschap en kenmerk van de logaritmische functie)
Los elk van de volgende vergelijkingen op:
a) In(x+7)+In(x+3) =0. b) (’logx)?+6 =53logx.

Soms kan het ook handig zijn om het grondtal van een logaritme te veranderen. Dit kan
met behulp van de volgende formule.

Grondtal veranderen van logaritmische functies

Voorbeeld 1.19: grondtal veranderen van logaritmische functies
We tonen dat '®log25 = Vlog5 :
010g25  2-1010g5

100 _ _ _ 10
10825 = 50100 ~ 2 Mlog10 ~ 108>

. Opgave 1.17 (grondtal veranderen van logaritmische functies)

Bepaal alle x waarvoor 3°log 81 = log x.

1.3 Toepassingen

In deze paragraaf bespreken we twee toepassingen waarin elementaire functies met hun
eigenschappen centraal staan.

1.3.1 Break-even

Voordat men in een bedrijf gaat kijken om de winst te maximaliseren van een produc-
tieproces is men in eerste instantie geinteresseerd in het productieniveau waar de winst
gelijk is aan nul, ofwel, het productieniveau waar opbrengsten en kosten gelijk zijn. Dit
productieniveau wordt ook wel het break-even punt genoemd. Grafisch is het de x-
coordinaat van het snijpunt van de grafiek van de opbrengstenfunctie en de grafiek van
de kostenfunctie. Het volgende voorbeeld illustreert hoe we het break-even punt kunnen
berekenen.
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Voorbeeld 1.20: break-even punt

Beschouw de opbrengstenfunctie R(x) = x en de kostenfunctie C(x) = /3x +4. Dan
is het break-even punt het punt waar R(x) gelijk is aan C(x), ofwel, de x-codrdinaat
van het snijpunt (x,y) van de grafieken van R(x) en C(x) (zie figuur 1.12). Daarom
moeten we de vergelijking R(x) = C(x) oplossen,

x=V3x+4.
Door te kwadrateren aan beide zijden krijgen we
X =3x+4e x> —3x—4=0.

Het toepassen van de abc-formule geeft x = 4 of x = —1. Merk op dat x = —1
geen oplossing is van de vergelijking R(x) = C(x); deze oplossing is het resultaat van
het kwadrateren aan beide zijden. Daarom kunnen we concluderen dat x = 4 het
break-even punt is waar R(4) = C(4) = 4.

C(x)=+v3x+4

Figuur 1.12  De grafiek van R(x) = x en C(x) = /3x + 4.

. Opgave 1.18 (break-even punt)

Beschouw de opbrengstenfunctie R(x) = px, waarbij p > 0 en de kostenfunctie
C(x) = ¢+ vx, waarbij ¢ > 0, 0 < v < p. Bepaal het break-even punt.

1.3.2 Marktevenwicht

In de micro-economie spelen evenwichten een prominente rol. Het meest klassieke voor-
beeld is het marktevenwicht in een vraag-aanbodmodel. Het volgende voorbeeld illustreert
hoe een dergelijk evenwicht berekend kan worden.
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Voorbeeld 1.21: marktevenwicht
De vraagfunctie naar een goed is gelijk aan g4(p) = % ,(p > 0) en de aanbodfunctie

is gs(p) = 2p+1,(p > 0). Het marktevenwicht is het snijpunt van de vraag- en
aanbodfunctie. In figuur 1.13 zijn beide functies getekend. Let op het feit dat de
afhankelijke variabele p verticaal getekend is. Na dit voorbeeld wordt uitgelegd waarom
hiervoor gekozen is. Om het marktevenwicht te vinden moeten we de vergelijking

q4(p) = gs(p) oplossen,

1
—=2p+1.
, = 2P

Door beide kanten met p te vermenigvuldigen krijgen we
1= 2p2 + p.

Dit is te herschrijven tot de volgende kwadratische vergelijking
2 +p—-1=0,

waarvan we de volgende nulpunten vinden met behulp van de abc-formule

De negatieve waarde van p is niet toegestaan, dus de evenwichtsprijs is p = % De

daarbij behorende hoeveelheid is gs(1) = 2(= g4(3)). Dus het marktevenwicht is
(@.p)=(273)

N|—

2

Figuur 1.13  De grafiek van q4(p) = % en qs(p) =2p +1 in een (g, p)-assenstelsel.

Zoals al opgemerkt in het voorbeeld staat voor beide functies de onafhankelijke variabele
g op de horizontale as en de afhankelijke variabele p op de verticale as. Dit is afwijkend
van de wiskundige conventie zoals is afgesproken voor het tekenen van de grafiek van
een functie. De reden is dat de econoom Marshall in het begin van de twintigste eeuw de
prijs afzette langs de verticale as van een assenstelsel. Deze conventie wordt nog steeds
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in de economie gevolgd, ongeacht of de prijs een afhankelijke of onafhankelijke variabele
is.

. Opgave 1.19 (marktevenwicht)

De vraagfunctie voor een goed is een lineaire functie. Bij een prijs (p) van 220 is de
vraag 180 eenheden (g). Bij een prijs van 160 is de vraag 240.

a) Bepaal de vraagfunctie.

Ook de aanbodfunctie is lineair. Bij een prijs van 150 is het aanbod 100 eenheden en
bij een prijs van 250 zal het aanbod 300 eenheden zijn.

b) Bepaal de aanbodfunctie.

c) Teken in een (g, p)-assenstelsel de grafiek van de vraag- en aanbodfunctie.

d) Bepaal het marktevenwicht.

1.4 Gemengde opgaven

. Opgave 1.20
Bepaal a zodanig dat de vergelijking

= 2 precies één oplossing heeft.

Wl R
RIS

. Opgave 1.21
De vraag naar een goed wordt gegeven door g = 60 — 10p. De vaste productiekosten
van dit goed zijn 25 euro en de variabele kosten zijn 2 euro per eenheid. De totale
opbrengst wordt gegeven door TR(p) = pg. Bepaal de break-even punten.

. Opgave 1.22
Los de ongelijkheid x3 + 2x < 322 op.

[l oOpgave 1.23

a) Bepaal de nulpunten van de kwadratische functie y(x) = 2x% 4+ 12x + 18.

b) Bepaal de waarde van p waarvoor de grafiek van de kwadratische functie
y(x) = —x% — x + p twee snijpunten heeft met de x-as.

c) Beschouw de functies y;(x) = %xz —5x+6 en yy(x) = 3x+ p. Bepaal alle
waarden van p waarvoor de grafieken van de twee functies elkaar niet snijden.

. Opgave 1.24
Beschouw de functies y1(x) = 2log(x —2) en ya(x) =2 — Zlog(x +4).
a) Bepaal alle x zodanig dat y;(x) > 3.
b) Bepaal alle x zodanig dat y1(x) < y2(x).

. Opgave 1.25
a) Beschouw de functies f(x) = 75 en g(x) = —x + 1. Bepaal alle x > —3 zodanig
dat f(x) > g(x).
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b) Beschouw de functies f(x) = 131—’;2 en g(x) = x + 1. Bepaal alle x > —3 zodanig
dat f(x) < g(x).

. Opgave 1.26
Bepaal het snijpunt van de grafiek van de functie y(x) = e*In(x + 1) met de x-as.

. Opgave 1.27

Beschouw de functies y;(x) = v/2x + 3 en yp(x) = x.
a) Bereken de snijpunten van de grafieken van deze twee functies.
b) Los de ongelijkheid y1(x) < ya2(x) op.

. Opgave 1.28
Los de volgende (on)gelijkheden op:

a) 8% . (L)y¥® —16. (1)6=
b) (k2 —1)(x+2)>-3(x+1).
c) 2- 3log(x) < %log(8x?) — “log(81x) + 2.

25



Antwoorden opgaven

A.1 Antwoorden hoofdstuk 1

Opgave 1.1
a) Zie sectie A.7 voor het figuur.
b) x = —2 voor y(x), x = £ voor z(x).
c) (—2,0) voor y(x), (%,0) voor z(x).
) (0,2) voor y(x), (0, ) voor z(x).
e) (xy) = (3.23)-

Opgave 1.2
a=05b=—6.

Opgave 1.3
a) x=—6enx=—1.
b) Er zijn geen nulpunten.

Opgave 1.4
a) Zie sectie A.7 voor het figuur.

b) (x,y) = (-1~ 3v10,25 = v10) en (x,y) = (~1+ ;v10,25 +V10).

Opgave 1.5
a) —1§x<0
b) x<-1-3vI0of x> -1+ 410

) 1<x<4

Opgave 1.6
a) p<—\/ﬁofp>\/ﬁ.

b) Een dergelijke p bestaat niet.

Opgave 1.7
a) x=0enx=1.
b) x=-1,x=0enx=1.

c) x=-— \/>x—\/>x—f V2en x =2

Opgave 1.8

a) p=3.

b) p=4.

c) p=2L

d) p=-3.
Opgave 1.9

a) p=7,q=3.
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b) p=2,49=3.

c) p=-2q=8.

d) p=24g=0.
Opgave 1.10

a) x= %_

b) x=4.
Opgave 1.11
Opgave 1.12

_ 12

a) x= 727

b) x= —:.

) x=—-lofx=1.

Opgave 1.13
(x,y) = (1,27).

Opgave 1.14

Opgave 1.15
a) log(xy?).
b) log(yiz).

Opgave 1.16
a) x=-5++/5.
b) x=9 of x =27,

Opgave 1.17
x=09.

Opgave 1.18
— C
=55

Opgave 1.19

a) qa(p) = —p +400, (0 < p < 400).
b) gs(p) = 2p — 200, (p > 100).
c) Zie sectie A.7 voor het figuur.

d) (g,p) = (200,200).

Opgave 1.20
a=-3ofa=0.

Opgave 1.21

g =20—-56en q=20+56.

Opgave 1.22
x<0of1<x<2

Opgave 1.23
a) x=-3.
b) p>—1.
c) p< —58.

Opgave 1.24
a) x> 10.

b) 2 <x < —1+4+/13.

Antwoorden
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