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MODUL LIMIT SUATU FUNGSI (Kelas XI IPA)

Oleh Drs. Victor Hery Purwanta

. Standar Kompetensi :
Menggunakan konsep limit fungsi dan turunan fungsi dalam pemecahan masalah.

Il. Kompetensi Dasar :
Menjelaskan secara intuitif arti limit fungsi di suatu titik dan di tak hingga dan
menggunakan sifat limit fungsi untuk menghitung bentuk tak tentu fungsi aljabar
dan fungsi trigonometri.

lll. Tujuan Pembelajaran :

1.

N AW

10.

Menjelaskan arti limit fungsi di suatu titik.

Menghitung limit fungsi aljabar di suatu titik.

Menjelaskan sifat-sifat yang digunakan dalam perhitungan limit.
Menjelaskan arti bentuk tak tentu dari limit fungsi.

Menghitung bentuk tak tentu dari limit fungsi aljabar.

Membedakan cara menentukan limit fungsi aljabar dengan cerdas.
Menghitung limit fungsi yang mengarah ke konsep turunan.

Mampu bekerjasama dalam kelompok belajar dan peduli kepada teman
belajar yang memerlukan bantuan dalam menyelesaikan soal limit.
Menghitung limit fungsi trigonometri.

Gigih dalam menyelesaikan masalah-masalah yang berkaitan dengan limit
fungsi trigonometri.
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IV. Peta Konsep

LIMIT FUNGSI
I ]

Limit Fungsi Aljabar Teorema Limit Fungsi Trigonometri
Nilai Limit Nilai Limit
Substitusi Substitusi

Bentuk tertentu Bentuk tak tentu Bentuk tertentu Bentuk tak tentu
i T _0 im 1@ _® || lim (@) —g@ =c0— || D)0
x-a g(x) O x-a g(x) o x>a g(x) O

~ 7

/

Penyelesaian

V. Materi Pembelajaran

1. Pengertian Limit
Perhatikan kalimat-kalimat berikut ini :

a. “Kesabaran saya hampir mendekati batas”
b. “Limit kartu kredit anda adalah sebesar sepuluh juta rupiah”

Selain kedua kalimat tersebut tentunya masih banyak lagi kalimat lain yang
menggunakan kata hampir atau limit. Kata-kata hampir atau limit memiliki arti menuju
atau mendekati dan berhubungan dengan limit yang akan kita bahas. Limit yang akan
kita pelajari adalah limit dari suatu fungsi dan dibatasi hanya untuk limit fungsi aljabar
dan limit fungsi trigonometri.

Banyak bidang yang secara langsung atau tidak langsung menggunakan konsep
limit fungsi. Misalkan dalam bidang ekonomi, seorang pedagang melakukan kebijakan
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diskriminasi harga dalam penjualan rambutan, yang dapat dituliskan dalam bentuk
fungsi berikutini :

10.000x, untuk 1 <x <2
Fx) = 15.000x, untuk2 <x <3
20.000x, untuk3 <x <4
25.000x, untuk x =4

dengan x adalah banyak rambutan per ikat dan f(x) adalah total harga pembelian.
Maka berapa harga termurah bila ingin membeli 6 ikat rambutan?

Dengan kebijakan harga semacam ini, penjual dapat merangsang pembeli untuk
membeli lebih banyak.

Contoh lain : Cobalah kamu mengambil kembang gula-kembang gula dalam sebuah
tempat dengan genggaman sebanyak lima kali. Setelah dihitung, pengambilan pertama
terdapat 5 bungkus, pengambilan ke dua 6 bungkus, pengambilan ke tiga 5 bungkus,
pengambilan ke empat 7 bungkus, dan pengambilan kelima 6 bungkus. Jika diratarata
pada pengambilan pertama, ke dua, sampai ke lima adalah 29/5 = 5,8 dan dikatakan
hampir mendekati 6. Dalam contoh sehari-hari, banyak sekali kamu temukan kata-kata
hampir, mendekati, harga batas, dan sebagainya.Pengertian tersebut sering
dianalogikan dengan pengertian limit. Limit merupakan konsep dasar atau pengantar
dari deferensial dan integral pada kalkulus. Untuk lebih jelasnya, dalam bab ini kamu
akan mempelajari konsep limit fungsi dalam pemecahan masalah.

2. Limit Fungsi Aljabar
A. Pengertian Limit Fungsi Melalui Perhitungan Nilai-Nilai Fungsi
Limit fungsi memiliki pengertian tentang nilai fungsi yang diperoleh melalui
pendekatan terhadap suatu titik atau batas.
x2-1

Perhatikanlah fungsi f yang dinyatakan dengan f(x)

x—-1
2_ _
Untuk x # 1 fungsi tersebut dapat disederhanakan menjadi f(x) = ’;—_11 = % =

2_
x + 1, Sedangkan untuk x = 1 bila disubstitusikan ke fungsi f(x) = ’;—11 akan

memberikan nilai f(1) = %(tidak tentu). Selanjutnya jika nilai x mendekati 1 apakah
nilai f(x) mendekati bilangan tertentu?

Perhatikan tabel berikut yang menunjukkan nilai f(x), bila x =1 didekati dari kiri dan
kanan

x 051(09 |09 | 099 | -1 |1 1« 1,001 {101 | 1,1 | 1,5

flx) | 1,5 | 1,9 | 1,99 | 1,999 | -2 | .7 2« 2,001 | 201 | 21 | 25

x%-1

Tabel di atas menunjukkan nilai f(x) untuk x mendekati 1 dari kiri ditulis lirrll_ = 2.
X—

x-1
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Tanda” - “ pada 1~ dimaksudkan bahwa nilai x ketika mendekati 1 dari arah kiri.

Maka bentuk umum limit kiri suatu fungsi f(x) untuk x mendekatia ditulis lim f(x).
x—-a
2
Sedangkan untuk nilai f(x) untuk x mendekati 2 dari kanan ditulis lirrll ’; 11 = 2.
xX— -
Tanda + pada 1 dimaksudkan bahwa nilai x ketika mendekati 2 dari arah kanan.
Maka bentuk umum dari limit kanan suatu fungsi f(x) untuk x mendekati a dapat

ditulis lim_f(x)
x-at

Ternyata limit kiri dan limit kanan mendekati nilai yang sama yaitu 2. Maka dapat
ditulis sebagai :

) ox?-1

Ll_rgf(x) _}clir} T —1 =2

Contoh 1.
Diketahui fungsi f(x) dirumuskan dengan :

x2-3x+2
flx) = { — untuk x < 2

2x —1 untukx > 2
fungsi disekitar x = 2

Hitung nilai lin% f(x) dengan cara menghitung nilai-nilai
xX—

Jawab :

X 1,51 19 |199 199 | -2 | 2« | 2,0001 | 2,001 | 2,01 | 2,1 | 25

f(x) 05109 |09 | 0999 | >1| 3« | 3,0002 |3,002]|3,02]3,2]3,5

Dari tabel didapat :

Limit kirinya  lim f(x) = lim x?-3x+2
Y X=2" T oxo2- x-2

x-2F

Dapat disimpulkan bahwa lirgl_ f(x) # 1ir§+ f(x) maka lin% f(x) tidak terdefinisi.
X X— x>

=1 dan Limitkanannya lim f(x) =
x-2+

Definisi Limit fungsi :

Jika lim f(x) = L berarti jika x mendekati a dari kiri dan kanan sehingga nilai f(x)
x—a

mendekati L dari kedua arah, maka nilai f(x) mendekati L.
Jadi lim f(x) = L Jika dan hanyajika lim f(x) = lim_f(x)
x—a x—-a

x—a

Soal Latihan 1.
1. Tentukan limit fungsi f(x) berikut ini dengan cara menghitung nilai-nilai fungsi
disekitar titik yang didekati.

a. f(x)=x2 —2x+ 3, jika x mendekati 0 c. fx)= ﬁ , jika x mendekati 1

2_
b. f(x) — X“—4x+3

, jika x mendekati 1 d. f(x) = ﬁ, jika x mendekati 1
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2. Diketahui f(x)= {ix+—13 ZZEZ’;; f g

menghitung nilai-nilai fungi disekitar titik yang didekati.
a. lin; f(x) b. lina f(x) C. lirré f(x)
X X x—

Hitunglah limit berikut ini dengan

2 _
3. Diketahui f(x) = {xz 4x untuk x < 0 Hitunglah lim f(x).
x“+2x untukx >0 x-0

4. Misalkan keuntungan (dalam juta rupiah) yang diterima dari penjualan x ton suatu

produk diberikan dalam suatu fungsi :

_(4x? —18 untuk 0 < x < 3 . . :

f(x) = { 4 untuk x> 3 Tentukan nilai : a. Ll_r}r} f(x) b. }Cl_rg f(x)
5. Grafik berikut ini menunjukkan besar keuntungan dari produksi harian x ton produk

industri kimia dari suatu perusahaan.

P(x)
200 Gunakan grafik tersebut untuk menentukan :
a. limP(x)
150 =hift x.—>6
kedua b. xll)r{lo P(x)
hift .
100 ;&'ﬂ — C. ler{ls P(x)
50
56 10 15 20 X

Banyaknya unit (ton)

B. Cara Menyelesaikan Limit Fungsi ALjabar

Nilai limit fungsi f(x) untuk x mendekati a yang ditentukan dengan perhitungan nilai-
nilai fungsi disekitar nilai yang didekati lebih bersifat intuitif, lamban dan kurang
efisien. Oleh karena itu, perhitungan limit fungsi aljabar dikerjakan dengan
menggunakan perhitungan aljabar biasa.

Penyelesaian Limit fungsi aljabar berbentuk lim f(x)

x—a

B.1. Metode Substitusi Langsung.

Contoh 2.

Hitunglah nilai limit fungsi : i. lirr; (x2—=2x—4) ii. lim1 V7x +2
x— o

Jawab :

L lim (P —2x-4) =22 -22-4=4—-4—4=—4
pd

ii. lirri\/7x+2=\/7.1+2=\/9=3
X—
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B.2. Metode Pemfaktoran.

Contoh 3.
2_ 2_
Hitunglah nilai limit fungsi : i. lirr} xx 11 ii. lirr% ad :Z”
xX— - x— —
Jawab :

Bentuk seperti di atas tidak bisa dikerjakan dengan substitusi Iangsung misalnya

. . 21 1-1 - 2-3x+2 2 -32+2 _
i. limZ =— (tldak tentu) ii. lim Xosar * (tldak tentu)
x-1 x-1 1-1 x—2 x—2 2-2

Catatan :

Bentuk g adalah bentuk tidak tentu (tidak terdefinisi dalam bilangan real).

Sehingga g bukan jawaban dari suatu limit fungsi.

Oleh karena itu diperlukan cara lain yaitu dengan pemfaktoran untuk mencari faktor
persekutuan antara bagian pembilang dan bagian penyebut sehingga bentuk fungsi
tersebut dapat disederhanakan.

2_
i lim I = lim EE D lim (x+ D) =1+1=2
x— - x-
2_
ii. }Ciir%xxiz+z }Cl_rg% llm(x—l)—2—1—1

B.3. Metode Perkalian dengan Sekawan.
Metode ini dipakai bila fungsi yang dicari nilai limitnya memuat bentuk akar.

Contoh 4.

. T . x%-4 - . V9+x—V9—x
Hitunglah nilai limit fungsi : 11m 1 —, ii. Llil} —
Jawab :

. li x%—4 Vx+2+2 li (x=2)(x+2)(Vx+2+2) = lim (x=2)(x+2)(Vx+2 +2)

R I e B RN o Fe il r2)—4 = x-2)

lim (c+2)(Vx +2+2) = 2+2)({2+2)+2)=4.2+2)=44=16
bl

.. . VIHX—VI-x _ VI+x+VI—x . (9+x)—(9—x) . 2x

i. lim X =lim ————=—=1lim ———=

x-1 x \/9+x+\/9 X x—-1 X(V9+x+,/9—x) x—-1 x(V9+x+,/9-x)

1
}cl_q (\/9+x+1/9 x) V9+0+v9— g

Catatan bentuk sekawan :
1. (Va—+/b) bentuk sekawannya (va + vb)
sehingga (Va—Vb)(Va++Vb)=a—b
2. (% — %) bentuk sekawannya (W + ab + W)
sehingga (Va — %)(W+ Vab+Yp?)=a—b
3. (Va+ Vb) bentuk sekawannya (W —Vab + W)
sehingga (Va + %)(W— Vab+Yb?)=a+b
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Soal Latihan 2.
1. Hitunglah nilai setiap limit fungsi berikut ini :

. . Vx-2 . x2-4
a.lim (x? — 4x + 3) c. llm( ) e. lim ( 5 )
x—=3 x4 \Wx+2 x—-—-2 \x“+4
. 2 . x*-16 . x+1
b. lim (— + 1) d. llm( ) f. hm( )
x—>2 \x x—5 \ x2—4 x—>1 \x2-2x+1
2. Hitunglah nilai setiap limit fungsi berikut ini :
. 2x2%-4x . x3+8 x3-8x-3
a. lim (—) b. lim ( o ) c. lim ( 5 )
x—2 x=2 x—>—2 \x“+3x+2 x—-3 \X +2x 15
; 4—x? . (x%+2x-8
d. lim e. llm( > ) f. hm( 3 )
x—2 3_ x2+5 x—>2 \ x4—x-2 x-1 \3x°—-2x—-1
. x3-3x2-x+3 . Vx+a—/2x+1 . x3-8
g lim(——— h. lim (—————— i lim (5——
x-3 x“=9 x—-3 x=3 x—2 \x“+3x-10
R x +(3 a)x 3a . x3-3x242x . x2-1
j- llm( ) k. lim (27) Llim | =——
x—a x—0 x“-2x x—-2 \Vx2+3-x-1
. x2-2x+1 . x*-16 . x3-3x%+4
m. lim | =——— n. lim(—— o. lim|————
x—1 \x3-x2-x+1 x—>2 \x3+2x2-5x-6 x—>2 \x*—4x3+6x2-8x+8

3. Hitunglah nilai setiap limit fungsi berikut ini :

. Va+x-2 . [V3x2+8x— 3—\/4x +9
o lim (Zms) 6l ()
X\/_+X\/— 2\/_ 2V2 . 6—x 1
b. x—>2( ) h. Ll_rg (xz 2 \/_ )
Vitx-1 I x\x—bvVb
C'xal ( ) . ng( Vx—b )
x 2_2x 1 4
d. l‘l‘%( 2x— 4) J: }cl_r,rzl (x 2 _x2—4-)
3 / /
e. llm(‘/_ 2\/_+1) k. lim (M>
x—-1 (x-1)2 x—0 Vx
3 . 3x+h—ﬁ§
f. L‘E%( 24 x2+2x—8) . }ll_r,%( h )
4. Untuk fungsi-fungsi berikut ini, hitunglah nilai dari }lil’l’(l) (M)
a. f(x) = 4x-5 e. f(x) = 4\/2x h. f(x) = 4 +i
b. f(x) = x?—2x—3 f. f(x) == i f(x) =x3+2x
c. f(x) = sin2x g. f(x) = cos4x

f(x—h)—f(X))

5. Untuk fungsi-fungsi berikut ini, hitunglah nilai dari }lin(l)( o

a. f(x) = 2x+ 1 c. f(x) =2v5x e. f(x) =
b. f(x) = x*+2x—8 d. f(x) =

3x-2
S5x+4

f. f(x) = x3 — 4x h. f(x) = cos5x

g. f(x) =sin3x

3
2x+5

6. Diketahui fungsi f(x) = x2. Hitunglah limit berikut ini :

a. lim(©%) c. lim (F9-12) e. lim (12/CD)
b. lim (©) dlim(mm) i (FRER)
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7. Gradien garis singgung kurva y = vx dititk x = 1 dinyatakan dengan m =
. Vv1+h-1
lim ( )
h—-0 h

Tentukan nilai m.

8. lJika gradien garis singgung kurva y = f(x) dititik x adalah m= }lir% (w)

Untuk m=2 danf(x) = x?+ 4x + 3. Tentukan nilai x.

9. Sebuah benda jatuh bebas dari suatu ketinggian. Jarak benda tersebut terhadap
posisi semula dirumuskan sebagai fungsi waktu t yaitu s(t) = 4t* daniika

kecepatan pada saat t =2 detik, dirumuskan dengan v = }lirré (M)

Tentukanlah nilai v. (satuan jarak = meter, satuan kecepatan = meter/detik)

10. Sebuah mobil bergerak pada suatu lintasan yang lurus. Jarak lintasannya

(kilometer) sesuai dengan fungsi f(t) = 5t? + 10t + 8. Kecepatan mobil tersebut

w. Tentukanlah nilai v.

pada saat t=3jam adalahv = }lma
11. Diketahui fungsi f(x) = x_iz dengan daerah asal Di={x |x # 2, x € R }. Hitunglah:
a. ,}H?- f(x) b. ,}L‘?+ f(x) C. }CI_IE f(x)
1

x—2)2
a. ’}Lrgl_ f(x) b. xlirgl+ f(x) C. }CI_IE f(x)

12. Diketahui fungsi f(x) =1 dengan Domain Ds={x |x # 2, x € R } Hitunglah:

B.4. Limit Fungsi di Tak Hingga
Limit fungsi aljabar jika x mendekati tak hingga, dapat diselesaikan dengan cara-cara
tertentu yaitu :

fx)

i. Limit rasional pecahan yang berbentuk lim ——
x—00 g(x)

ii. Limit fungsiirrasional yang berbentuk ll_{?o(’/f(x) - 1/g(x))
Contoh 5.
Hitunglah nilai limit fungsi berikut ini :

. 10x-3 . 6x2—5x+4 . 3x*-5x2-1
a. lim b. lim (——— c. lim(=——— d.
x—>00 \ 2x+5 x—o00 \ 3x4—x—-2 x—o00 \ 2x5+4+4x-5
. 4x*—2x-1
lim —
x—o00 \2x°—4x-5
Jawab :

Petunjuk faktorkanlah pangkat tertinggi dari x (bagilah pembilang dan penyebut
dengan x dengan pangkat tertinggi).

3 3
a. lim (222) = Jim (10 )) (G0} s20m0_20 g
x—oo \ 2x+5 X—00 x(2+;) X—00 (2+;) 2-0 2
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¢ lim (_SX4_5x2_1) = lim 7:(7?_"%) _ i B om0
X—00 X (2 —4 )

2x5+4x-5 _5 4 _5 240-0 2
X—00 + 5) X—00 (2+2 T
1
. 4x*-2x-1 B x* . \tE3 A 4-0-0 4
d. llm(—234 5) lim 4( X ")zllm(z"4"5)=000=5=oo
x—00 AeX * X0 X (x x3—x4) xX—e (x_x3—x4)

Berdasarkan perhitungan pada Contoh 6, nilai lim fix) dapat ditetapkan sebagai

X—00
berikut :

1. Jika derajat f(x) dan g(x) sama, maka lim —/—= .
X—00 g(x) koefisien pangkat tertinggi dari g(x)

fx)

f(x) _ koefisien pangkat tertinggi dari f(x)

2. lJika derajat f(x) lebih tinggi dari derajat g(x) maka hm n = +oo
3. lJika derajat f(x) lebih rendah dari derajat g(x) maka 11m fix; 0
Contoh 6.
Hitunglah limit fungsi berikut ini :
a. lim(Wx+2—-+vVx—14) c lim(VaZ—x+2—Vx2+3x—4)
X—00 X—00
b. b.lim(V2x +5—Vx +1) d. lim(V4xZ+2x —5—-2x+1)
X—00 X—00
Jawab :

Gunakan perkalian sekawan!!!

. VXF2+H/x—4\ _ . (x+2)-(x—4)\ _
a lim (Ve k2= a) x () = Jim (E5E0) =

6 6
;Loo (\/x+ Z+vVx— ) x=0
V2x+5+V/x+1 s (2x+5)—(x+1)
b lim (VZx +5 —Vx +1) x (mwm) = lim (Z25) =
4
1+=
)l—mo (V2X+x-:4\/x+ ) = 911—>ng.lo ) - )}gl;lo 2 (5 X)l 1 =
(fo—z z+x—z) (\/;"“x—z* ?72)
1+0 1w
VOF0+/040 0
7 > — x2—x+2+ x2+3x—4) _
c. ;l_gglo(\/x x+2—Vx2+3x—4)x (m+m
lim ((x —x+2)—(x? +3x—4)) lim ( —4x+6 > _
x—00 \Vx2—x+2+/x2+3x—4 x>0 \JxZ—x+2+/x2+3x—4
6
—4+= —4+0 -4
lim X = =—=-2
x—00 \/1_%+x12+\/1+%_% VI=0+0+V1+0-0 2

d. lim(V4x?+2x—5—2x+ 1) = lim(V4x? + 2x — 5 — V4x? — 4x + 1)
xX—00 X—00
((Al-x2 +2x—5)— (4x% —4x + 1)>

Vax2 +2x —5+V4x2 —4x + 1
( 6x —6

\/4x2+2x—5+\/4x2—4x+1)

= lim

X—00

= lim

X—00
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6
i 6—= 6—0 6 3
= m = = —_= —
x—00 2 5 4 1 VA+0-0+vV4—-0+0 4 2
J et tite
Soal Latihan 3
1. Hitunglah nilai limit-limit fungsi berikut ini.
. . 3x+5 A 10x*+2x3-1
2 lm@r-6) e lm(Z5%) il (SEET)
. 2 . 2x3+4x—5) L. (2x-1)3
b. ;I_I,?o(x 2x+3) f 9513.10 ( 4x2-x-3 ’ xl—)oo (4x+1)(x2-2x-3)
c. lim (6x—1) lim ((4x+3)2) . lim (x\/}+2x—3>
" x—oo \2x+3 & x—oo \(2x-1)2 " xoo0 \2\/x3-3x-4
d. lim (1-4x)? h lim 2x+4++/4x2-3x+5 L lim (4x—-3)(2x-1)3(2x+3)2
’ x—00 v/ 4x4+3x2—-1 : X—00 4x—-5 : X—00 (1—3x2)2(1—3x—x2)

2. Hitunglah nilai limit-limit fungsi berikut ini.

o Jim (- G+ )
b Jim (57— +2)
e Jim (55t - G+ )

. 2x%+ x-3

d ;1_{120( X1 (2x + 1))
. 2x2+x-3

e Jim (552 - @x 1)

3. Hitunglah nilai limit-limit fungsi berikut ini.

a. lim (\/x +4—+x+ 3)

X—00
b. linolc(\/xz —4x+3—-Vx2-2x+14)
c. lim (V5x? +2x — 1 - V4x” — 6x +1)

d. lim(vV9xZ —4x+3 —3x +1)
X—00
e. ,!iTo(V‘lxz +5x+1—(2x +3))
f. lim (V2x? +3x — 4 - V3x? — 6x — 10)

4. Diketahuifungsi-fungsi : f(x) =+vax? + bx + ¢ dan g(x) = /px2+qx+r

a. Jika a = p, buktikan bahwa Jliqrg)(f(x) —gx) = Z_—\/;
b. Jika a > p, buktikan bahwa lim (f(x) — g(x)) =
c. lika a < p, buktikan bahwa lpicr;oo(f(x) —gx)) =—o0
d. Jika a = p danb = g, buktilg)nwbahwa )li_r)?o(f(x) —gx)=0

5. Dengan memakai hasil soal no 4. Hitunglah nilai-nilai limit fungsi berikut

a. lim (Vx2+8x—3—VxZ—2x—3)

X—00

b. lim (V4x? + 7x — 5 — V4x? — 5x = 6)

c. lim(Vx? —4x — x)

X—00

d. ;Lrglo((3x —2) —V9xZ —6x —3)
e. lim(V4xZ—6x -3 — (2x + 1))

X—00

f. }m(w/@x -3)x+1)— (2x - 3))
g. lim (V3x% — 4x — 2 — V/3x)

X—00

h. ;im((x+ 3) —Vx2 —4x —5)

- V2x2+5x—3—y/2x2-3x+4
i. lim .

X—00

i limx\/25 —E—\/zs +2
P X

X—00
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. Ukuran pupil mata seekor hewan dinyatakan dengan rumus f(x) =

80x~%3+ 60
2x~034+ 5
dengan f dalam mm dan x menyatakan intensitas cahaya yang diterima pupil
mata. Tentukan ukuran pupil mata ketika cahaya yang diterima intensitasnya
besar sekali.

. Menurut teori relativitas Einsten bahwa kecepatan suatu benda dinyatakan dengan

Fet . .
v = T dengan F = gaya yang dialami benda, m = massa benda, C =
kecepatan cahaya, dan t = waktu tempuh dalam detik. Tentukan nilai v jika t

mendekati tak hingga.

Seorang pedagang yang menjual barang dagangannya sebanyak m buah, akan

memperoleh laba yang besarnnya dapat dinyatakan dengan fungsi : f(m) =

15m?-3m+1

———— juta rupiah. Berapakah laba yang ia dapatkan jika barang yang terjual
m*+2m3+5

jumlahnya sangat banyak.

3. Teorema Limit
Sifat-sifat limit fungsi dapat dirangkum sebagai berikut.

Contoh 7.
Hitunglah nilai limit berikut ini menggunakan teorema limit.

a.

b.

C.

lin} (2x2—3x+4)
x-
lim (\/2x2+1)

x—2 x+2

Diketahui lim f(x) = 2 dan lim g(x) = 32, Hitung lim (fz(x)‘f/g(x))
x-a x-a x—a
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Jawab :
2
a. lim (2x? —3x + 4) =lim2x? — lim3x + lim4 = 2 (limx) -3 (limx) + lim4 =
x-1 x-1 x-1 x-1 x-1 x-1 x-1
2()?-3(1)+4=2-3+4=3

b lim <\/2x2+1) _ J2(lim ")2+(}§L“21) _2@%1 V3 _ g
= AT A (glcilnz x)+()lciln21) - 241 3 3

. lim (£2C03g0) = limf?(0). lim3/5G) = (imf () . flima o) =
(2)2.3/32=42=8n

Soal Latihan 4.
1. Hitunglah limit-limit fungsi berikut ini dengan menggunakan teorema limit.

a. lin%4x -1 d. lir% (B -D*+2x) g lin; V3x -2
X x> x>

b. lim2x? — 4x + 3 e. lim =X h.lim ¥2x3 —x + 3
x-2 x-2 4x“-9 x-1
s 2 _ _ . 3x2+1 A 3x-2

c. }Cllrzl (x> —4)(3-"5x) f. }clir} s i. Ll_r}r% -

2. Diketahui fungsi-fungsi f(x), g(x) dan h(x) dengan lim f(x) = 3 dan lim g(x) = —1,
xX—a x—-a

Hitunglah :
. 2 . 2f(x)-g (%) . 20
MU P o ln TS el (00 +90)

b.lim (V3 () + g2()  d. lim 2.f() + (x - @). g(x)

4. Limit Fungsi Trigonometri

Cara menentukan limit fungsi trigonometri sebenarnya mirip pada penentuan limit
fungsi aljabar, misalnya metode substitusi langsung atau metode pemfaktoran.
Namun di luar itu pemahaman tentang rumus-rumus trigonometri dan teorema limit
akan lebih membantu dalam penyelesaian limit fungsi trigonometri.

Berikut ini akan dijelaskan cara menentukan rumus perbandingan limit pada fungsi
trigonometri yang paling dasar dan mendasari perhitungan limit trigonometri yang
lebih kompleks.

Apabila f(x) merupakan fungsi yang memuat perbandingan trigonometri, maka bentuk
)lcl_r)‘[cll f(x) disebut limit fungsi trigonometri.

Contoh 8:
Tentukanlah nilai dari limit fungsi berikut .
. . . . . 1+sin 2x
a. limsin2x b. lim (cos x — sinx) c. lim (7)
x—0 XOTT x-0 \1+2.cosx
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Jawab :
Untuk menyelesaikan soal pada contoh 9 di atas dapat diselesaikan dengan cara
substitusi langsung.
a. lirré sin2x =sin2.0 =sin0 =0
xX—

b. lim (cosx —sinx) =cosm —sinm= —1—-0= -1
X—-T
. 1+sin 2x 1+sin0 1+0 1
c. lim ( ) = =—==
x—0 \1+2.cosx 1+2.cos0 1+2 3
Contoh 9:
. G A sin 2x
Hitunglah nilai dari lim (—)
x—0 \ sinx

Jika dikerjakan dengan substitusi langsung didapat :

. in2 in0 0 .. . .
lm% (Ssllr;xx) = 220 =3 (Bentuk tak tentu) ...ini bukan jawaban, maka perhitungan
X—

limit dilakukan dengan cara lim (sian) = lim (M) = lirr&(Z.cos x) =
X—

x—0 \ si x>0 sinx
2.cos0=21=2

sinx

Seringkali bentuk tak tentu pada soal limit fungsi trigonometri tak dapat dihilangkan,
sehingga soal-soal yang demikian diselesaikan dengan menggunakan rumus :

Lo () = im () =1 2l () = tim () = 1

Bukti 1 ( Secara Intuitif)
Dari sin 0 =0 terlihat bahwa untuk x — 0 maka diperoleh sinx — x, didapat :

. sinx . x
lim (57) = lim () = 1
Dari tan 0 = 0 terlihat bawa untuk x = 0 maka diperoleh tanx — x, didapat :

lim (%) = 1im () =1

Bukti 2 (Secara teoritis)
Perhatikan gambar seperempat lingkaran yang berpusat di O dan berjari-jari r berikut :

Y Luas AOAC < Luas juring OAC < Luas AOAB
1 . . x 1
=XO0AXCD <—xmr?<-x0AxAB

2 2 2

1 . <x 2<1 )
—XTrXT. =X —XTXT.
ZXTXrsinx <o Xr®<oXrXr.tanx

. . . L1 .
Bila masing-masing ruas dibagi 5 X1 Xr.sinx

X 1

maka didapat: 1 <—<
sin x cosx

Jika x semakin mendekati nol maka diperoleh :
X . . x . 1 .
Lll%l = LIL% (sin x) = ;lcli% (cos x) Sehmgga
. x .1 x Y\ _
l= }(1_[}(1) (sinx) < 1 Jadi LIL% (sinx) =1
dan berlaku pula lim (Smx) =1
x—0 X
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. 1 . x 1 . . .
Dari bentuk S X T XT1.sinx < 7% r? < FXTXT. tan x bila masing-masing ruas

dibagi % XrXr.tanx

Diperoleh cosx < ﬁ < 1 Jika x semakin mendekati nol maka diperoleh lin(lJ cosx <
X

) =1, dan berlaku

X

lim( ol ) < }Ciirél diapat 1 < lim( X ) <1, Jadi lim(

x—-0 \tanx x—-0 \tanx x—0

pula }Cilr(l) (ta;x) =1

tan x

Contoh 10:
Tentukanlah nilai limit fungsi trigonometri berikut ini.
. sin 6x . sin 6x . 4x . tan8x
a. lim (—) b.lim —— c. lim d. lim——
x-0 2x x—0 sin3x x—0 tan 2x x—0 sin2x
Jawab :
. sin 6x . _sinéx _ 6 6 ,. siné6x
a. llm( )=11m X -=-.lim =31=3
x-0 2x x—-0 2x 6 2 x-»0 6x
. sin 6x . sin 6x 6x 3x . siné6x . 3x . 6bx 6
b. lim = = lim = X =X == lim Jim —.lim==1.1.-=2
x—0 sin3x x—0 sSin3x 6x 3x x—-0 6X x-0 sin3x x-03x 3
. 4x . 4x 2 . 2x 4 4
c. lim = lim X == lim X-=1-=2
x—0 tan2x x—0 tan 2x 2 x—0 tan 2x 2 2
. tan8x . tan8x 8x 2x . tan8x .. 2x . 8x 8
d lim———= lim——Xx=Xx==. lim——.lim— Jm—=11.-=4
x—0 Sin 2x x—0sin2x  8x  2x x—»0 8x x-0sin2x x-02x 2

Dari contoh 10 di atas maka untuk memudahkan dalam perhitungan secara umum
dapat ditulis dalam rumus berikut :

. sin ax . ax a . sinax . tanax a
1. hm( )=11m(_ )=— 3.11m(, )=11m( )=—
x—0 bx x—0 \sin bx b x—0 \sin bx x—0 \tanbx b
. tan ax . ax a . sin ax . tan ax a
2. hm( )=11m( )=— 4.11m( )=11m(, )=—
x—0 bx x—0 \tanbx b x—0 \tan bx x—0 \sin bx b
Contoh 11.
Tentukanlah nilai limit fungsi trigonometri berikut ini berdasarkan rumus di atas.
. sin 6x . sin 6x . 4x . tan8x
a. llm( ) b. lim = c. lim d. lim—=
x—-0 2x x—0 sin3x x—0 tan 2x x—0 sin2x
. tan®4x
lim (———
x—0 \sin“2x
Jawab :
. sin 6x 6 . 4x 4 . tan?ax
a. llm(—)=—=3 c. lim =-=2 e.hm(T)=
x-0 2x 2 x—0 tan 2x 2 x—-0 \Ssin“2x
2 2
. tan 4x 4
(1me) = (" =4
x—0 Sin 2x 2
. sin 6x 6 . tan8x 8
b. lim = =-=2 d. lim — =-=4
x—0 Sin3x 3 x—0 sin2x 2
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Beberapa Rumus Trigonometri yang sering dipakai pada limit trigonometri :

(i). 1-cosA=2.sin’(%A) (iv). 1 —sin’A = cos” A
(i). Sin A—sin B = 2.cos %(A+B).sin %(A—B) (v). 1—cos’A =sin” A
(iii). Cos A —cos B =-2.sin %(A+B).sin %5(A—B) (vi). CosA.cosB = %(cos(A+B)+cos(A— B)

Pengembangan rumus }(i_r)r(l) (w) = lim( a ) =1 dan lim (tanx) = lim( a ) =1,

x x—0 \sinx x—0 x x—0 \tanx
bila x berupa fungsi katakanlah menjadi f(x) dan jika nilai f(a) = 0 untuk x mendekati a
maka dapat ditulis sbb:

. sin f(x)\ _ f(x) _ . tan f(x) — 1 fx) _
s ;lcl_rfcll( f(x) ) - (sinf(x)) =4 2 }cl—r»rtl)( (0 ) }cll% (tanf(x)) .
Contoh 12.
Tentukan hasil dari limit fungsi berikut.
. sinx-sina . sin(x2-9)
a. 91{1_1)1(11 a b. il_rg o
Jawab :
. sinx—sina _ ;. 2.cos¥(x+a)sin¥%(x—-a) __
a. ;lcll;l;ll x-a - 9151_1;1;11 . x-a -
lim2. cos % (x + a). lim 32 26D _ 5 cosa.t=cosa
x-=a ) - .x—yaz_g)x—a.-'-3 2 ] ( 2_9)
b, lim 329 _ pyy SInGE29) X434 3y 1im SR (3 43). 1 =6
x-3  X=9 x-3 Xx-3 x+3  x-3 x-3 (x2-9)

Soal Latihan 5
Tentukan hasil dari limit fungsi trigonometri berikut ini!

. sin5x . tan9x . tan?4x . 1- cos4x
1. lim 6. lim 11. lim —; 16. lim———
x-3 X x—0 tan 3x x—-0 sin“ 3x 2x
. tan3x . sin 5x . tan?4x 1- cos2x
2. lim 7. lim 12. lim —; 17. T ——
x—-0 6x x—0 tan2x x-0 2x x—0 2sin 3x.tan 2x
. 3x . tan2x . tan2x.tan3x COS 4XxX—CO0S 6X
3. lim— 8. Lim — 13. Lim— 18. —_
x—0 Sin 5x xot sinx x—0 x.Sin 4x sin 2x.tan x
6
10x . tan2x . 2x+tan4x . 1-+cosx
4. lim 9. lim — 14, lim——— 19. lim ———
x—0 tan2x x—0 Ssinx x—0 Xx+sin2x x
. sineéx . x? . sin5x+tan3x . sin(x+a)-sinx
5. lim= 10. lim —; 15. im——— 20. 1m¥
x—0 Sin 2x x—-0 Sin“ 3x x>0 tan3x—sinx X
. sinmx — sinnx . 1-cos3x.cosx . sinx—sina
21. lim ——— 22. lim————= 23. lim ———
x—0 cosmx — cosnx x—0 Sin4x.tan2x x—-q tanx—tana
. COS 2X . sinx—cosx
24. lim . 25. lim———=
x_,%cosx— sinx x—% 1-sin2x
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Soal Pengayaan

26. Tentukan nilai dari }lir%w dari fungsi-fungsi trigonometri berikut ini :
1

sinx

a. f(x) =sin mx c. f(x) =tan mx e. f(x) = cos® 2x g. f(x) =
b. f(x) = cos mx d.f(x)=sin’4x  f. f(x) =tan’ 6x h. f(x)=

COS 2x

27. Hitunglah nilai limit fungsi berikut ini :

. (2x+2).sin(x-2) . sin3x— sin3x.cos 2x . x%+sinx.tanx
a. lim———— clim————— e lm———
x—2 x“—4 x-0 2x x-2 1-cos2x
. (2x+2).sin(x-2) . x—a . x.(cos?6x—1)
b. lim——"F—— d. lim—nrr—— Adim————
x—2 x4—4 x—a (3x—3a)+tan(x—a) x—0 sin 3x.tan“ 2x
3 2 :
. x°—(a+1)x“+ax . tan(x—-1).sin(1—-vx
g lim———— h. lim %
x—1 (x?—a) tan(x—1) x—1 x2-2x+1

21—

28. Tentukanlah nilai dari lim
x-1 1-x
29. lJika x; dan x, adalah akar-akar dari (a —3)x? — (2a + 1)x + 1 — 3a = 0, maka
tentukanlah nilai dari limx; + limx,
a—oo a—oo

2 —9n2) i _
30. Tentukanlah hasil dari lim (¥ +ax-20%)sin(x—a)

x—>a (x2+a?)+tan(x2-ax)

Soal Uji Kompetensi Limit Fungsi
I. Pilihlah jawaban yang benar!

2100
1 imTEE
x—2 X°—=x-2
A. 3 B.2 C.0 D.-2 E.-3
6x°—4x
2. xl->o 2x24+x
A. -4 B. -2 C.0 D.2 E. 4
3, im &I
’ h—-0 n -
A x B. 2x C. x? D. —2x E. —x?
4. mZ0=D o
’ x-1 1-x -
A1 B.2 C.3 D.4 E.5
. x3-8
5. l;:_rg x2-2x
A. O B. 2 C.4 D.6 E. o0
. 2 1y _
6. lim (55 -5) =
A -1 B.—% C.% D.1 E.2
7. Jika lim £2/@ —
x-a Xx—a
A1 B.A C. f(a) D.a+f(a) E.a—f(a)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

im 2x%-5x _
h—03—V9+x

A. 30 B.1

. VxZ+3-x-1
lim————= -

x-1 1-x2

A =% B.

lim ava-bvb _
asb va—vb

A O B. 3a

3x-5
im o=
x—oo 2X°+4x+5

A O B.

lim (4+4x)(2—x) — ...
x—00 (2+x)(1—x)

A. —o B.%
2) = .
_1

A —- B.

lim (Vx2 — 5x — x —

X—00
9

S w

2

2
lim (VxZ+2x + 5+

X—00

2.cos?x—1

x—E cosx—sinx
4

C.0 D. -1
C.0 D. %
c. Vb D.3b
C.1 D.2

2
C.2 D.5
C.0 D.2

2

VxZ+6x+3—2x) =
A 4 B.3

A -1 B.O

tanx _

Xo0 X2+2x

A 2 B.1

cotx
x—0 cot2x

A O B.%

. x—k
lim _— Y =
x—k sin(x—k)+2k—2x

A -1 B.0

sin(l—%).cos(l—%)

lim )

x-1 x-1

A -1 B.

. sin2x-2.tanx
lim——————=

x-0 x3

A -2 B.—1

Il. Soal Uraian (Essay)

1. Hitunglah }Clirzl(
2. Hitunglah lim

x—0
3.Jika lim

4. Tentukanlah nilai ltirr(}

xX—=2
Vx—-x

X+x
(ax+b—\/§)

x—4

xX—4
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2x%2-8 = x%-2x

2x—4

)

(t2-5t+6).sin(t-2)
(t2-t-2)?

C.2 D.1
C.1 D.V2
C.0 D. %
C. m/2 D.1
o D.2
C.0 D. %
C.0 D.1

= %, maka tentukanlah nilai a + b.



VI. Glossary

Istilah

Keterangan

Bentuk sekawan

Pasangan bilangan atau bentuk aljabar yang memuat bentuk akar
yang hasil kalinya bilangan rasional atau bentuk aljabar yang
tidak memuat bentuk akar.

Contoh: (V7 +v2) sekawan dengan (v7 —v2), sebab

(V7 +VD)(V7-2) =5

Bentuk tak tentu

Bentuk yang nilainya tidak dapat ditentukan secara tepat karena
mempunyai nilai yang bermacam-macam sehingga bentuk tak
tentu ini tidak terdefinisi pada bilangan real. Bentuk tak tentu

yang terdapat dalam modul ini adalah : %,g ,00 — oo dan 0.

Limit

”n o u

Kata-kata “batas”, “mendekati”, “hampir”, “sedikit lagi” atau
kata-kata yang dapat disamakan artinya dengan pengertian
“limit” dalam matematika.

Limit fungsi

Limit fungsi f(x) = L untuk x mendekati a, dapat ditulis dengan
notasi limf(x) = L mengandung arti jika x dekat dengan a
x—-a

tetapi tidak sama dengan a maka nilai fungsi f(x) mendekati L.

Substitusi

Penggatian variabel (=peubah) dengan suatu bilangan real
(konstanta)
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