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KELUARGA EKSPONENSIAL 

 

A. Keluarga Eksponensial 

Keluarga fungsi kepadatan probabilitas yang tergantung pada 

parameter 𝜃 dan berbentuk 

𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝐶(𝜃)𝑒[𝑄(𝜃)𝑇(𝑥)]ℎ(𝑥) 

Dengan 𝑥 ∈ 𝑹, 𝜃 ∈ Ω(⊆ 𝑹) dan 𝐶(𝜃) > 0 serta ℎ(𝑥) > 0 untuk 𝑥 ∈

𝑆 dinamakan keluarga eksponensial. Jika variabel random saling bebas dan 

berdistribusi identik dengan 𝑓(𝑥; 𝜃) dengan 𝜃 ∈ Ω ⊆ 𝑹 maka fungsi 

kepadatan probabilitas dari 𝑋 sebagai 

𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝐶(𝜃)𝑒[𝑄(𝜃)𝑇(𝑥)]ℎ(𝑥). 

 

Contoh 1: 

Misalkan 𝑓(𝑥; 𝜃) = (
𝑛
𝑥

) 𝜃𝑥(1 − 𝜃)𝑛−𝑥𝐼𝐴(𝑥) dengan 𝐴 = {0,1,2, … 𝑛}. 

Fungsi probabilitas tersebut dapat dinyatakan sebagai 

𝑓(𝑥; 𝜃) = (
𝑛
𝑥

) 𝜃𝑥(1 − 𝜃)𝑛−𝑥𝐼𝐴(𝑥) 

= (1 − 𝜃)𝑛 [
𝜃

1 − 𝜃
]

𝑥

(
𝑛
𝑥

) 𝐼𝐴(𝑥) 

= (1 − 𝜃)𝑛𝑒
[𝑙𝑜𝑔(

𝜃
1−𝜃

)]
(

𝑛
𝑥

) 𝐼𝐴(𝑥) 

maka fungsi probabilitas dari distribusi binomial 𝑓(𝑥; 𝜃) = (
𝑛
𝑥

) 𝜃𝑥(1 −

𝜃)𝑛−𝑥𝐼𝐴(𝑥) adalah 𝑓(𝑥; 𝜃) = (1 − 𝜃)𝑛𝑒[𝑙𝑜𝑔(
𝜃

1−𝜃
)] (

𝑛
𝑥

) 𝐼𝐴(𝑥). 

Sehingga distribusi Binomial merupakan anggota keluarga eksponensial 

dengan 

 𝐶(𝜃) = (1 − 𝜃)𝑛, 𝑄(𝜃) =  𝑙𝑜𝑔 (
𝜃

1−𝜃
) , 𝑇(𝑥) = 𝑥, ℎ(𝑥) = (

𝑛
𝑥

) 𝐼𝐴(𝑥). 

 

Contoh 2: 

Misalkan variabel random 𝑋 berdistribusi 𝑁 (𝜇, 𝜎2). Jika 𝜎 diketahui 𝜇 =

 𝜃 maka fungsi kepadatan probabilitas dari 𝑋 adalah 



𝑓(𝑥, 𝜃) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 ]
 

=
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
(𝑥−𝜃)2

2𝜎2 ]
 

=
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
(𝑥2−2𝑥𝜃+𝜃2)

2𝜎2 ]
 

=
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
𝑥2

2𝜎2]
𝑒

[
2𝑥𝜃
2𝜎2]

𝑒
[−

𝜃2

2𝜎2]
 

𝑓(𝑥, 𝜃) =  
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
𝜃2

2𝜎2]
𝑒

[
𝜃

𝜎2𝑥]
𝑒

[−
1

2𝜎2𝑥2]
 

dengan 𝜃 ∈ R sehingga distribusi tersebut merupakan anggota keluarga 

eksponensial dengan 

𝑐 (𝜃) =  
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
𝜃2

𝜎2]
,      𝑄 (𝜃) =  

𝜃

𝜎2,
,       𝑇(𝑥) = 𝑥,    ℎ (𝑥) =  𝑒

[−
𝑥2

2𝜎2]
. 

Jika 𝜇 diketahui dan 𝜎2= 𝜃 maka  fungsinkepadatan probabilitas dari 

𝑋 adalah 

𝑓(𝑥, 𝜃) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 ]
 

=
1

√2𝜋𝜃
𝑒

[−
(𝑥−𝜇)2

2𝜃
]
 

𝑓(𝑥; 𝜃) =
1

√2𝜋𝜃
𝑒[−

1
2𝜃

(𝑥−𝜇)2]
 

Dengan 𝜃 ∈ (0, ∞) sehingga distribusi tersebut  merupakan anggota 

keluarga  eksponensial dengan  

𝑐(𝜃) =
1

√2𝜋𝜃
, 𝑄(𝜃) = −

1

2𝜃
, 𝑇(𝑥) = (𝑥 − 𝜇)2, ℎ(𝑥) = 1. 

Jika ruang parameter dari keluarga fungsi kepadatan eksponensial 1 

parameter mengandung interval non degenerate maka keluarga tersebut 

lengkap. 

Teorema 1.6 

Misalkan 𝑋 variabel random dengan fungsi kepadatan probabilitas 𝑓(𝑥; 𝜃) 

dengan 𝜃 ∈ Ω ⊆ 𝑹 seperti tersebut diatas. Keluarga  



𝐺 = {𝑔(𝑥; 𝜃)|𝜃 ∈ Ω} 

merupakan fungsi kepadatan probabilitas dari 𝑇 (𝑋) maka 𝐺 lengkap 

asalkan Ω mengandung interval non degenerate. 

Teorema 1.7 

Misalkan 𝑋1, 𝑋2,, … . . 𝑋𝑛 variabel random saling bebas dan berdistribusi 

identik  dengan fungsi kepadatan probabilitas merupakan anggota keluarga 

eksponensial 1 parameter. 

1. Statistik 𝑇∗ = ∑ 𝑇 (𝑋1)𝑛
𝑖=1  merupakan statistik cukup untuk 𝜃. 

2. Fungsi kepadatan probabilitas dari T* selalu berbentuk  

       thectg tQn
*);(    

3. Jika variabel random kontinu maka fungsi kepadatan probilitasnya 

dapat dinyatakan sebagai  

         thectg tQn
*;    

  



Teorema berikut ini menyatakan sifat kelengkapan dari suatu 

keluarga distribusi. 

Teorema 1.8 

Keluarga    ;xgG lengkap asalkan  mengandung interval non 

degenerate. 

Dalam hal ini    ;xgG dengan );( xg adalah keluarga fungsi 

kepadatan probabilitas dari statistik cukup *T  

Teorema 1.9 

Misalkan nXXX ,....,, 21 variabel random saling bebas dan berdistribusi 

identik dengan fungsi kepadatan probabilitas merupakan anggota keluarga 

eksponensial dan *T seperti didefinisikan pada Teorema 1.7.1. Jika V

sebarang statistik yang lain, V saling bebas jika dan hanya jika distribusi 

dari V dan *T tidak tergantung pada   

Contoh 3: 

Misalkan nXXX ,....,, 21 variabel random saling bebas dengan funsi 

kepadatan  2,N yang merupakan anggota keluarga eksponensial dalam 

  . 

Statistik 





n

i

iX
n

X
1

1
 

Merupakan statistik cukup untuk  sedangkan 

 
n

XX
S

n

i i 


 1

2

2  

merupakan statistik lain yang tidak tergantung pada 𝜃 maka dengan 

menggunakan Teorema 1.9 diperoleh bahwa 𝑥 dan 𝑆2 saling bebas. 

B. Generalisasi dari Keluarga Eksponensial 

Misalkan 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 variabel random saling bebas dan 𝑋 =

(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)𝑡. Fungsi kepadatan probabilitas bersama dari merupakan 

anggota keluarga eksponensial 𝑟 parameter jika mempunyai bentuk 



𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝑐(𝜃)𝑒[∑ 𝑄𝑖(𝜃𝑛
𝑖=1 )𝑇𝑖(𝑥)]ℎ(𝑥) 

dengan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑡 untuk 𝑖 = 1,2, … . , 𝑘 dan 𝑘 ≥ 1, 𝜃 =

(𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑛)𝑡𝜖 Ω ⊆ 𝑅𝑟, 

𝐶(𝜃) > 0, 𝜃 𝜖 Ω dan ℎ(𝑥) > 0 untuk 𝑥 𝜖 𝑆 himpunan nilai positif dari 

𝑓(𝑥; 𝜃) yang saling bebas terhadap 𝜃. 

Contoh 4: 

Misalkan variabel random 𝑋 berdistribusi 𝑁(𝜃1, 𝜃2). Fungsi kepadatan 

probalitas dari 𝑋 dapat dinyatakan sebagai 

𝑓(𝑥, 𝜇) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 ]
 

𝑓(𝑥, 𝜃) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
(𝑥−𝜃)2

2𝜎2 ]
 

=
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
(𝑥2−2𝑥𝜃+𝜃2)

2𝜎2 ]
 

=
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
𝑥2

2𝜎2]
𝑒

[
2𝑥𝜃
2𝜎2]

𝑒
[−

𝜃2

2𝜎2]
 

=  
1

√2𝜋𝜎
𝑒

[−
𝜃2

2𝜎2]
𝑒

[
𝜃

𝜎2𝑥]
𝑒

[−
1

2𝜎2𝑥2]
 

𝑓(𝑥; 𝜃1, 𝜃2) =
1

√2𝜋𝜃2

𝑒
[−

𝜃1
2

2𝜃2
𝑥]

𝑒
[−

𝜃1
𝜃2

𝑥−
1

2𝜃2
𝑥2]

 

Hal ini berarti keluarga distribusi normal merupakan anggota keluarga 

distribusi eksponensial dengan 

𝑐(𝜃) =
1

√2𝜋𝜃2

𝑒
[−

𝜃1
2

2𝜃2
]
, 𝑄1(𝜃) =

𝜃1

𝜃2
, 𝑄2(𝜃) =

1

2𝜃2
 

dan 

𝑇1(𝑥) = 𝑥, 𝑇2(𝑥) = −𝑥, ℎ(𝑥) = 1 

Dalam hal ini 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2). 

 


