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KELUARGA EKSPONENSIAL

A. Keluarga Eksponensial

Keluarga fungsi kepadatan probabilitas yang tergantung pada
parameter 6 dan berbentuk
f(x;6) = C(8)el@T@Ip(x)
Dengan x € R,6 € Q(S R) dan C(8) > 0 serta h(x) > 0 untuk x €
S dinamakan keluarga eksponensial. Jika variabel random saling bebas dan
berdistribusi identik dengan f(x;60) dengan 6 € Q € R maka fungsi
kepadatan probabilitas dari X sebagai
f(x;0) = C(0)elQ@TWIp(x).

Contoh 1:
Misalkan f(x; §) = (;‘) 0%(1 — @)™ *I,(x) dengan A = {0,1,2, ...n}.
Fungsi probabilitas tersebut dapat dinyatakan sebagai

fG0) = () 651 = 0)"*1,(0)
0 X
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maka fungsi probabilitas dari distribusi binomial f(x;0) = (Z) 6*(1 —
0)"*1,(x) adalah £(x; 8) = (1 — g)rel09Z)] () 1.

Sehingga distribusi Binomial merupakan anggota keluarga eksponensial

dengan

C(0) = (1= 6)",Q(0) = log (), T() = x.hx) = () la(x).

Contoh 2:
Misalkan variabel random X berdistribusi N (1, 62). Jika o diketahui u =
6 maka fungsi kepadatan probabilitas dari X adalah
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dengan 6 € R sehingga distribusi tersebut merupakan anggota keluarga

eksponensial dengan

c(6) = ﬁe[_z_z], QO =5, TW=x h()= ol 57

Jika p diketahui dan o?= 6 maka fungsinkepadatan probabilitas dari

X adalah
(0) = el 5]
x‘e = e 20
f V2mo
_(x—p)?
= 1 e ng ]
2m0

f(x;0) = —%e[_%(x_“)z]

Dengan 6 € (0,) sehingga distribusi tersebut merupakan anggota

keluarga eksponensial dengan

c(9) _v: 0(6) =~ 55, T() = (x— 1%, () = 1.

Jika ruang parameter dari keluarga fungsi kepadatan eksponensial 1
parameter mengandung interval non degenerate maka keluarga tersebut
lengkap.

Teorema 1.6

Misalkan X variabel random dengan fungsi kepadatan probabilitas f(x; )

dengan 6 € Q € R seperti tersebut diatas. Keluarga



G = {g(x;60)|6 € Q)
merupakan fungsi kepadatan probabilitas dari T (X) maka G lengkap
asalkan Q mengandung interval non degenerate.
Teorema 1.7
Misalkan X;,X,, ..... X, variabel random saling bebas dan berdistribusi
identik dengan fungsi kepadatan probabilitas merupakan anggota keluarga
eksponensial 1 parameter.

1. Statistik T* = Y}j-; T (X1) merupakan statistik cukup untuk 6.

2. Fungsi kepadatan probabilitas dari T* selalu berbentuk

9(t;0) =[c(6)]'e*"h*(t)
3. Jika variabel random kontinu maka fungsi kepadatan probilitasnya

dapat dinyatakan sebagai

o(t:0)=[c(O)]'e®""h(t)



Teorema berikut ini menyatakan sifat kelengkapan dari suatu
keluarga distribusi.

Teorema 1.8

Keluarga G :{g(x; 9)|0€Q}Iengkap asalkan €2 mengandung interval non

degenerate.

Dalam hal ini G:{g(x;e]eeQ}dengan g(x;0) adalah keluarga fungsi
kepadatan probabilitas dari statistik cukup T *

Teorema 1.9

Misalkan X, X,,...., X, variabel random saling bebas dan berdistribusi
identik dengan fungsi kepadatan probabilitas merupakan anggota keluarga
eksponensial dan T *seperti didefinisikan pada Teorema 1.7.1. Jika V
sebarang statistik yang lain, V saling bebas jika dan hanya jika distribusi

dari V dan T *tidak tergantung pada @
Contoh 3:

Misalkan X,, X,,...., X, variabel random saling bebas dengan funsi

kepadatan N(,u, az)yang merupakan anggota keluarga eksponensial dalam
O=u.
Statistik

x=1
nes

i=1

X,

Merupakan statistik cukup untuk @sedangkan
SZ — Z:i:l<)(i _X)Z
n
merupakan statistik lain yang tidak tergantung pada 6 maka dengan
menggunakan Teorema 1.9 diperoleh bahwa x dan S? saling bebas.

. Generalisasi dari Keluarga Eksponensial

Misalkan X;,X,,...,X, variabel random saling bebas dan X =
(X1, X5, ..., X))t Fungsi kepadatan probabilitas bersama dari merupakan

anggota keluarga eksponensial r parameter jika mempunyai bentuk



f(x;0) = c(8)eXr AOTD p(x)
dengan x = (xq,%5, .., x,)" untuk i=12,...,k dan k=1, 6=
(64,65, ..., 0,) € QS R,
C(0) > 0,0 eQ dan h(x) > 0 untuk x e S himpunan nilai positif dari
f(x; ) yang saling bebas terhadap 6.
Contoh 4:
Misalkan variabel random X berdistribusi N(6,,6,). Fungsi kepadatan

probalitas dari X dapat dinyatakan sebagai
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Hal ini berarti keluarga distribusi normal merupakan anggota keluarga
distribusi eksponensial dengan
0,
c(6) = J%e[‘m],olw) -0 = 55
dan
Ti(x) =x,T,(x) = —x,h(x) =1
Dalam hal ini 8 = (64, 6,).



