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CHAPITRE 1
FORMES LINEAIRES — DUALITE

1.1 Formes linéaires et hyperplans

( Définition 1.2.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E vers K.

Remarque 1.2.1

Rappelons que si E est un K-espace vectoriel, on dit que H est un hyperplan de E, si dim(E/H) = 1.
Donc si E est de dimension finie, alors

H est un hyperplan de E <= dim(H) = dim(E) — 1

[Proposition 1.3.}

Soit E un K-espace vectoriel quelconque. Alors
i) Le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E est un hyperplan de E.
ii) Tout hyperplan de E est le noyau d’au moins une forme linéaire non nulle de E.

iii) Si @ et y sont deux formes linéaires non nulles de E. Alors

ker(¢) =ker(y) <= A€ K : y=A9

Preuve
i) Soit @ une forme linéaire non nul sur E, alors on sait que E/ker(®) est isomorphe a Im(o).

Puisque @ # 0, alors Im(@) # {0k}, donc Im(¢Q) = K. Par suite, E [ ker(@) est isomorphe a K,
donc dim(E /ker(@)) = 1. Ainsi, ker(Q) est un hyperplan de E.

ii) (=) Supposons que ker(Q) = ker(y) et soit xy € E, tel que xy ¢ ker(¢), donc on aura
E =ker(¢) & Vect (xp)
Soit x € E avec x = yo + 0o, alors @(x) = op(xg) et Wy(x) = ay(xp). Puisque ¢(xg) # 0,

donc on voit que y(x) = 1{88)) ¢(x) et ceci pour tout x € E, donc on aura
¥(x0)
Y= ¢
®(x0)



(<) Trivial.

Remarque 1.3.1
Le résultat ii) de la proposition précédente se généralise de la maniere suivante :

[Proposition 1.4.]

Soient £ un K-espace vectoriel quelconque, @ et @1,@»,...,®, des formes linéaires non
nulles sur E. Alors

(ker(¢;) C ker(9) <= I(Ai, A2, ) €K™ 2 =Y Nigy;
i=1 i=1

Preuve

n
(=) Supposons que () ker(@;) C ker(Q) et montrons que @ € Vect({@1,92,...,9,}).
i=1
Pour cela, on procéde par récurrence sur n > 1.

Pour n =1, le résultat est vrai d’apres la proposition précédente.
Supposons que n > 1 et la proprieté vraie pour tout entier m < n.

Premiere méthode : Pour chaque i € {1,2,...,n— 1}, soit y; la réstriction de @; a ker(¢,) et
soit ¥ la restriction de @ a ker(Q,), alors Y1,V2, ..., W,_1 et Y sont des formes linéaires
de ker(@,) et on a

n—1

() ker(y:) C ker(y)
i=1

Ainsi, d’apres 'hypothése de récurrence, il existe (M, \2,..., A1) € K" 1, tel que

n—1
v=Y Ay
i=1
Soit B la forme linéaire de E définie par
n—1
B=0o—) Ao
i=1

Alors pour x € ker(¢,), on a
n—1 n—1
B(x) =o(x) — ; Aigi(x) = y(x) — ; Aiyi(x) =0

Donc ker(¢,) C ker(B), donc d’apres la proposition précédente, il existe A, € K, tel que
B = Nu@y, par suite, on aura

n
0= N
i=1
Deuxieme méthode : On peut supposer que 1,9z, ...,Q, sont linéairement indépendants, car
sinon, il existe iy € {1,2,...,n}
n
0, = Z o, Q;
i=1
i#Qig
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Donc quitte a réordonner les éléments, on peut supposer que ig = n, donc on aura

n—1

On = Z oG Q;
i=1

Ainsi, on aura ﬂ ker(@;) C ker(@,) donc ﬂ ker(@;) C ker(®), par suite d’aprés I’hypo-

=
thése de récurrence, il existe (A, Ny, ..., Ap—1 ) e K" tel que

n—1
o= Ao
i=1

Donc on aura le résultat.
Supposons, donc, que (Q1,92,...,¢Qy,) est libre, donc, d’apres I’hypothése,

Vie{1,2,...,n}, [\ker(9;) Z ker(¢;)

j=1

J#
Donc pour tout i € {1,2,...,n}, il existe y; € E, tel que y; € ﬂ ker(Q;) et y; ¢ ker(@;)
/#l
Si on pose x; = (p)(;l 3 alors @;(x;) =1 etVj, j#i= ¢;(x;) =0.
Yi
Donc pour tout x l€ 11'5, ona
vie{l,2,...,n}, qhx—Z(pJ = ¢i(x) — gi(x) =0
Donc
n n
X — Z Qj(x)x; € ﬂker((p,-)
j=1 i=1
Par suite,
n
Vx€eE, x— Z @j(x)x; € ker(@)
j=1
Donc

n

Vx€E, ¢(x Z O(x;)0;(x

‘/7
Donc, si on pose pour tout j € {1,2,...,n}, Aj = @(x;), on aura

¢=) A9
i=1
(<) Trivial.

1.5 Espace vectoriel dual

( Définition 1.6. )

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle espace vectoriel dual de £, qu’on note E*, 1’es-
pace vectoriel de toutes les formes linéaires sur E.

E*=L(E,K)
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Notations
Pour x € E et pour ¢ € E*, on pose

P(x) =< x,0>

Remarque 1.6.1
Si E est de dimension finie, alors on sait que L(E,K) est aussi de dimension finie et on a

dim(L(E,K)) = dim(E) x dim(K) = dim(E)

Donc si E est de dimension finie, alors E* est aussi de dimension finie et on a

dim(E*) = dim(E)

Donc, en particulier, si E est de dimension finie, alors E et E* sont isomorphes.
Cependant, si E n’est pas de dimension finie, E* peut ne pas étre isomorphe a E. (Voir exemple
ci-dessous).

Exemples
1. Soit K un corps commutatif, pour tout a € K" avec a = (ay,as,...,a,), soit 9, l'application
définie par,

n
Vx € K", x = (x1,Xx2,...,X%;) = Qq(x) = Zaixi
i=1

Alors @, est une forme linéaire sur K".
Réciproquement, soit © une forme linéaire sur K", alors il existe un unique a € K", tel que

¢ = Qq.
En effet, soit (ey,ea,...,e,) la base canonique de K" et pour chaque i € {1,2,...,n}, soit
a; = @(e;), alors pour x = (x1,x2,...,X,), on a

o(x) = <p<éx,~el-> _ éwe» - 21 4% = 9a(¥)

2. Soit K un corps commutatif, pour chaque x = (x,)n>0 élément de K", soit ¢, l'application
définie sur K[X| par,

J4 ) P
VPeK[X], P=Y aX' = @(P) =) aix
i=1 i=1

Alors pour tout x € KN, @, définit une forme linéaire sur K[X].

Réciproquement, soit @ une forme linéaire sur K[X|, alors il existe un unique x = (x),>0 €lé-
ment de KV, tel que ¢ = o

En effet, soit (1,X,X?%,....X",...) la base canonique de K[X| et pour chaque n € N, soit
X, = Q(X"), alors pour P=ag+a1X +---+a,X?, ona

o(P) = cp(é aX') = iaicpoci) _ Zl — ou(P)

Ainsi, ’application
[ KN — (K[X])*
X — @y

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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3. Soient K un corps commutatif et E = M,(K), le K-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre
n a coefficients dans K. Pour M € M,(K), avec M = (mjj)1<i j<n, On sait que la trace de M,
notée tr(M), est définie par tr(M) = Y.i'_, m;;. Alors

©: My(K) — K
M — tr(M)

est une forme linéaire sur M, (K).
Réciproquent, soit @ une forme linéaire sur M,,(K), alors il existe un unique A € M,,(K), tel que

VM € M,(K), (M) = tr(AM)
En effet, pour chaque (i, j) € {1,2,...,n}?, soit E;; la mtrice de M,,(K), dont tous les coefficients

sont nuls sauf celui de la 1°"¢ ligne et la j*™ colonne qui est égal a 1.
Alors pour chaque M € M,,(K), avec M = (m;;)1<i j<n, 0N @

n
M = Z Zm,’jE,'j

i=1j=1

Soit @ une forme linéaire sur M,(K).
Pour (i, j) € {1,2,...,n}? soit a;; = ¢(Ei), alors on a

VM e M, (K), ¢(M)

(0 <i i ml-,-E,-,)

I
1=
M= 7
3
=3
™

N
I
—_
~.
Il
—_

I
b
M=

E
2

N
I
R
~.
Il
—

~
—

I I
M= 1=
N
™

3

2
~__

N
I
—_

oit MA = (cij)1<i,j<n

~

r(MA) = tr(AM)

Remarque 1.6.2

Le Q-espace vectoriel Q[X| n’est pas isomorphe a son dual (Q[X])*.

En effet, pour chaque entier n > 0, soit E, = {P € Q[X]| : deg(P) < n}, alors on sait que E, est un
Q-espace espace vectoriel de dimension finie = n+ 1, donc E,, est isomorphe a Q"*1. Or on sait que
pour tout entier m > 1, Q™ est dénombrable, donc pour tout n > 0, E,, est dénombrable.

Puisque Q[X| = U E, et puisque une réunion dénombrables d’ensembles dénombrables est dénom-

n=0
brable, alors Q[X| est dénombrable.

D’apres 'exemple précédent, on sait que (Q[X])* est isomorphe & QY, donc si on suppose que Q[X]
est isomorphe & son dual, alors QN serait dénombrable. Ce qui est absurde, car on sait que QN n’est
pas dénombrable. (Pour les questions de dénombrabilité, voir annexe).
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1.7 Base duale

[Proposition 1.8.}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension = n et (e1,ea,...,e,) une base quelconque de
E. Pour chaque i € {1,2,...,n}, on définit €] € E*, par

1 sij=i
Vjie{l,2,...,n}, <ejef >=08;;=
Alors (ej,e5,...,e;) est une base de E*, appelée base duale de E.
Preuve
Puisque dim(E*) = n, alors il suffit de montrer que (e7,€5,...,ey) est libre. Pour cela, soit
(0,00,...,0,) € K", tel que 0je] + 005+ -+ 0ye; =0. A-t-on oy =0y =+ =0, =07

n n
Zocief:O:>Vj€{l,2,...,n}, <ej,206,-e?‘ >=0
i=1 i=1
n
—Vje{l,2,....n}, Y oy <ejef >=0
i=1
=Vje{l,2,...,n},a; =0 (car <ej,e; >=3J;j)

[Proposition 1.9.}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (ey,e»,...,e,) une base de E et
(e7,€5,...,e;) sabase duale, alors
i)

n
Vx€E, x:Z<x7e:f>ei
i=1

ii)
n
VOEE", ¢=) <e,0>ef
i=1
Preuve "
i) Soit x € E avec x = Y, xje;, alors pour tout j € {1,2,...,n}, ona
i=1

<x,ejf >=) xi<eje;>=x; (car <ejej>=39;))

1

n
=
n
ii) Soit ¢ € E* avec ¢ = Y. yie}, alors pour tout j € {1,2,...,n}, ona
i=1
n

<ej,p>= Zyi <ejef >=y; (car <ej,e;>=0;;)

i=1
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Exemples
1. Soient K un corps commutatif et 3 = (ey,ez,...,e,) la base canonique de K". Alors la base
duale B* = (e}, e5,...,e;) est définie par
Vie{1,2,...,n}, Vx € K", x=(x1,X2,...,%) = ¢€; (x) = x;
ieme

Donc pour tout i € {1,2,...,n}, e} estla '™ projection de K" sur K.

2. Soit B = (ey,ea,...,e,) la base canonique de R". Dans ce cas, pour tout i € {1,2,...,n}, on
pose e; = dx;, donc dx; est la 1" projection de R" sur R :

Vx € K", x = (x1,x2,...,%,) = dxi(x) = x;

Soit Q un ouvert de R" et soit f : Q — R une fonction différentiable au point xo € Q. Alors on
sait que la différentielle f'(xo) au point xq est une forme linéaire sur R" et on a

VheR", f(xo+h)— f(x0) = f'(xo)(h)+o(||h])

D’apres la proposition précédente, on a
n
f(x0) =) <ei,f(x0) > dxi
i=1

Or; on sait que pour touti € {1,2,...,n}, ona
Vi €R, flxo+te) — flxo) =1 <ei, f(x0) > +to(1)

Donc

f(xo+te;) — f(xo)

Vi € R, ; =<e;, [ (x0) > +o(1)
Ainsi, on aura
l’ o) —
lim f(X()—|— el) f(X()) —< ei;f/(XO) >
t—0 t

On sait que la "™ dérivée partielle au point xq est définie par

g_){,- (x0) = lim [fxo +1ei) = f(x0)

t—0 t

Ainsi, on retrouve I’écriture canonique de f'(xo),

; a—f (xo0)dx;

3. Soient K un corps commutatif et p = (1,X,...,X") la base canonique de K,[X]. Alors la base
duale B* = (ej, €7, ..., €, est définie par,

n
Vie{0,1,....n}, VP € K,X], P=Y aX' = ¢j(P)=a;
k=1

Pour chaque a € K, soit @, la forme linéaire définie sur K,[X] par,
VP € Ku[X], @a(P)=P(a)

Alors, d’apres la proposition précédente, on a

n n
Q=Y <X 0>e¢f =Y de
i=0 i=1
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[Proposition 1.10.}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (ej,ez,...,e,) une base de E et

(e},e3,...,e;) sa base duale. Soit # un endomorphisme de E et A = (a;j)1<;, j<n la matrice
de u par rapport a la base (ey, ez, ...,e,), alors

V(l,]) € {1,2,...,”}2, aijj =< M(ej),e;k >

Preuve
D’apres la proposition précédente, on a

n
Vie{1,2,....n}, ule;) =Y <u(ej),ef > e
i=1

Donc, si A = (a;j)1<i j<n la matrice de u par rapport a la base (ey,es, ... e,), alors

Y(i,j) € {1,2,...,n}2, aij =<ulej),e; >

[Proposition 1.11.]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (ey,ez,...,e,) une base de E et
(e},€5,...,e}) sabase duale. pour chaque (i, j) € {1,2,...,n}?, on désigne par e; ®e; l'en-

domorphisme de E défini par,
Vx€E, (e;®e])(x) =<x,e;>e
Alors A= {e;®e7 : (i,7)) € {1,2,... ,n}?} forme une base de L(E) et on a
V(i,))) € {1,2,...,n}?, Mat(e;® €3, (e1,e2,..-,en)) = Ejj

ou les E;; sont les matrices élémentaires de M, (K).

Preuve

Puisque dim(L(E)) = n?, alors il suffit de montrer que A est une partie génératrice de L(E). Pour

cela, soit u € L(E) et soit A = (ajj)1<i,j<n la matrice de u par rapport a la base (e, e, ..., e,). Pour
x élément quelconque de E, on sait que

n
x= Z <xe;>ej
j=1
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Donc, on aura

n
x= Z <x,e > e = u(x) =
=1

M=

<x,e; > ule))

.
I
_

<
=
|
1=
A
=
D
\Y
PR
8
~
D
~

.
Il
-
Il

—_

l
I
-
=

N
Il
-
~.
I
_

aij <x,e’jIf > e

ajj(ei®e})(x) (ceci pourtoutx € E)

|
T
-
M=

~
—
~.
—

l

I
™=
=

N
Il
_
~.
Il
_

*
aijei®ej

Ainsi, 4 est une partie génératrice de L(E).

Soit M = (my;) 1<k 1<n la matrice de e; ® ej par rapport a la base (ey,ez,...,e,), alors, d’aprés la
proposition préédente, on a

V(k,0)) € {1,2,...,n}%, my =< (ei@e))(er),ex >=<ee; ><eie; >

Donc on voit que

1 sik=ietl=]
my; = . . .
0 sik#ioul+#j

Donc M = Ej;.

1.12 Base préduale

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, B = (ey,ez,...,e,) et Y= (vi,v2,..., V)
deux bases de E, B* = (e}, e3,...,¢;) et y" = (vi,v3,...,v;) leurs bases duales.
Soit P la matrice de passage de B ayet Q celle de B* ay*. Alors

o="(FH)=(p)"

Preuve
On pose P~! = (4;j)1<i j<no €t Q = (qij)1<i. j<na- Alors, d’apres la proposition 3.9, on a

V(i,j) €{1,2,...,n}>, gij=<ei,v}>
D’autre part, on a

n
Vie {1,27...,11}, e = Z Ol Vi
k=1
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Ainsi, on aura

V(l,]) € {1,2,...,”}2, qij =< ei,v}f >
n
=< ock,-vk,v; >
k=1

I
=

Ol < vk,v}f >
1

I
QT

J

[Théoréme 1.14.}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, B = (ey,e»,...,e,) une base de E et

(@1,92,...,¢9,) une base de E* et Q la matrice de passage de la base (Q1,92,...,¢,) ala
base duale B*. Alors

i) Il existe une unique base Y = (vi,va,...,v,) de E, appelée base préduale de
(@1,92,...,0n), telle que Vj € {1,2,...,n}, vi =9,

ii) Si P est la matrice de passage de la base B ala base vy, alors P = ("Q)~! =/(Q ).

Preuve
i) (1,02,...,9,) est libre, donc d’apres la proposition 3.4, on a

Vjie{l,2,...,n}, ﬁker((pi) Z ker(®;)

i1
i#]J
n
Donc, pour tout j € {1,2,...,n}, il existe x; € E, tel que x; € () ker(@;) et x; ¢ ker(@;).
7y
Pour chaque j € {1,2,...,n}, soitvj = —)_ donc on aura
0;(x))
n

n
Zajvj:0:>Vi€{1,2,---a”}> (Pz(ZaJVJ)ZO
j=1 =1

—Vie {1,2,...,1’1}, ai=0 car (P,‘(Vj) = 6,']'

Donc y= (vi,va,...,v,;) estune base de E etona¥j € {1,2,...,n}, Vi=0;.

ii) Conséquence du lemme précédent.

1.15 Prolongement des formes linéaires

[Théoréme 1.16.]

Soient £ un K-espace vectoriel quelconque et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors toute
forme linéaire sur F se prolonge en une forme linéaire de E.
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Preuve
Soit y une forme linéaire sur F et soit G un supplémentaire de F dans E.
Soit ¢ la forme linéaire définie sur E, par

OE=F®dG—K
x=ux1+x2— @(x) = y(x1)

Alors @ est un prolongement de yy a E

[Corollaire 1.17.}

Soit E un K-espace vectoriel quelconque. Alors pour tout x € E, avec x # 0, il existe une
forme linéaire ¢ € E*, tel que < x,¢ >= 1.

Preuve
Soit F = Vect(x) et soit ¥ la forme linéaire définie sur F par,

VyeF, y=ax= y(y) =

D’apres le théoreme précédent, \y se prolonge en une forme linéaire @ sur E. Donc on a

1.18 Orthogonalité

( Définition 1.19. )

Soit E un K-espace vectoriel.

i) Pour toute partie non vide A de E, ’orthogonal de A, qu’on note A+, est la partie de E*
définie par

VO E*, geAt <= VxeA, <x,¢>=0

ii) Pour toute partie non vide B de E, le pré-orthogonal de B, qu’on note B°, est la partie de
E définie par

Vx€E, xéB°<=VYoeEB, <x,0>=0

Remarque 1.19.1
At ={p€cE* : VxeA, ¢(x)=0}

B°={x€c€E : VpeB, ¢(x) =0}
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[Proposition 1.20.}

Soit E un K-espace vectoriel. Alors

a) Pour toute partie A de E et Pour toute partie B de E, on a
ACB=— B+ CA*t

b) Pour toute partie A de E, A est un sous-espace vectoriel de E*.
¢) Pour toute partie A de E, A+ = (Vect(A))™*.

d) Pour toute partie B de E*, B° est un sous-espace vectoriel de E.
e) Pour toute partie B de E*, B° = (Vect(B))°.

f) EX = {0p} et E*° = {0g}

Preuve
a) Supposons que A C B et soit ¢ € E*, alors on a

9Bt = VxeB, ¢(x)=0
—Vx€A, ¢(x)=0 car ACB

— pcAt

b) Pour chaque x € E, soit x : E* — K ’application définie par

Vo € E*, x(¢) =o(x)

Alors X est une forme linéaire sur E* et on a

At = ﬂ ker(x)
x€A
Donc A" est un sous-espace vectoriel de E.
¢) A CVect(A), donc d’apres a), Vect(A)- C A+,
m
Soit @ € A* et soit x € Vect(A) avec x = Y. ayx;, oit x; € A, alors on a 9(x) = ¥, o;9(x;) = 0.

i=1 i=1
Donc @ € (Vect(A)*.
d) On remarque que si B est une partie de E*, alors

B° = ﬂ ker(o)

©EB

Donc B° est un sous-espace vectoriel de E.
e) Se démontre de la méme maniére que c).

f) Sic EL, alorsVx € E, ¢(x) =0, donc ¢ = 0.
Supposons, par absurde que E*° # {Og}, donc il existe x # 0, tel que

Vo € E*, ¢(x) =0

ce qui est absurde, car on sait que si x # 0, alors il existe ¢ € E¥, telle que ¢(x) = 1.
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[Proposition 1.21.}

Soient E un K-espace vectoriel et ' un sous-espace vectoriel de E. Alors
i) F* est canoniquement isomorphe 2 E* /F*.

ii) (E/F)* est canoniquement isomorphe a F-.

Preuve
i) Soit @ : E* — F* ’application qui a chaque ¢ € E* fait correspondre sa réstriction a F.
Alors ® est linéaire et d’apres le théoreme de prolongement, ® est surjective.
@ € ker(®) < VxeF, ¢(x) =0
—¢pcFt
Donc, ker(®) = F*. On sait que E* | ker(®) est isomorphe a Im(®), d’oi le résultat.
ii) Soit s : E — E/F la surjection canonique et soit ¥ : (E/F)* — E* I’application définie par
Vo € (E/F)", W(p) =@os
Alors, il est clair que \Y est linéaire et que WV est injective.
Pour conclure, montrons que Im(¥) = F~.
yelm(W)=3Jpc (E/F)" : y=@os
= VxeF, yx)=0(s(x)) =0 car VxeF, s(x)=0
— yeFt

Réciproquement, soit y € F* et soit ¢ : (E /F) — K définie par

VxCE, 9(s(x) = w(x)

Alors @ est bien définie, car si s(x) = s(y), alors x—y € F, donc y(x —y) = 0 et par suite,
V(x) = w(y), donc 9(s(x)) = @(s(y)).

Ainsi, 9 € (E/F)* etonay = @os.

Donc y € Im(¥) et par suite, (E/F)* est isomorphe a F*.

( Corollaire 1.22. )
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors pour tout sous-espace vectoriel F
de E,ona
dim(F) +dim(F) = dim(E)
Preuve

Conséquence directe du théoreme précédent.

Lemme 1.23.

Soient E un K-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E et x € E avec x ¢ F. Aloes,
il existe une forme linéaire @ sur E, telle que

<x,0>=1letVyeF <y¢>=0
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Preuve
Soit G un supplémentaire de Vect(x) + F dans E et soit H=F + G, alors E = Vect(x) ®H et F C H.
Soit @ la forme linéaire définie par

¢Q:E=Vect(x) H — K
z=0x+y— @(x) =0

Alors (x) =1 etVy € F, ¢(y) =0.

[Théoréme 1.24.]

Soient E un K-espace vectoriel. Alors,

i) Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a

(FLyYy=F

ii) Si E est de dimension finie, alors pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a

(G°) =G

Preuve

i) 1l est clair, par définition que F C (F*)°, donc il suffit de montrer que (F+)° C F.
Pour cela, supposons, par absurde, qu’il existe x € E, tel que x € (F)° et x ¢ F. Donc d’apreés
le lemme précédent, il existe @ € E*, telle que @(x) =1 et Vy € F, ¢(y) = 0.
Ainsi, ¢ € F* et puisque x € (F*)°, alors, par définition de I’ orthogonal, on a ¢(x) = 0, ce qui
est absurde, car @(x) = 1.

ii) On voit facilement que G C (G°)*, donc il suffit de montrer que (G°)* C G.
Pour cela, nous allons utiliser le fait que G est de dimension finie, donc il existe Q1,@2,...,Pp,

tels que G = Vect ({@1,92,...,@p}).
Soit, maintenant, ¢ € (G°)* et soit x € E, tel que

P1(x) =@2(x) =+ = @p(x) =0

Puisque G = Vect({@1,02,...,0n}), alors Yy € G, y(x) = 0, par suite x € G° et puisque

m
¢ € (G°)*, alors ¢(x) = 0. Ainsi, nous avons montré que () ker(@;) C ker(Q), donc d’apres la
=1

1=

proposition 3.4, @ € Vect({01,92,...,0n}).

[Corollaire 1.25.]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et ' un sous-espace vectoriel de codi-
mension p, p = dim(E) — dim(F), alors il existe p formes linéaires, @1,¢2,...,¢,, linéai-
rement indépendantes, telles que

p
F = ker(¢;)

i=1
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Preuve
F est de codimension p, donc dim(F+) = p. Soit (¢1,92,...,9,) une base de F*, alors on aura,

14
(F1)° = Vect({91,92,...,9,})° = [ | ker(¢;)
i=1

D’aute part, d’apreés le théoréme précédent, on a (F*)° = F. D’oit le résultat.

Remarque 1.25.1
Soient E un K-espace vectorie de dimension finie = n, (e, ey, ...,e,) une base de E, F un sous-espace
vectoriel de E de codimension p et ©1,02,...,09, les formes linéaires linéairement indépendantes,

p
telles que F = () ker(@;).
i=1
Pour chaque i € {1,2,...,p} et chaque j € {1,2,...,n}, on pose a;j = @;(e;), alors

n n
VXGE, X = ijej:>(pi(x) = Za,-jxj
j=1 j=1

Donc x € F, si et seulement si, les composantes, x1,x2, ..., Xx,, de x dans la base (ey, e, ..., e,), véri-
fient le systeme (S) suivant, de p équations a n inconnues,

anxitapxa+---+ayx, =0
arix1+axpx>+---+ayx, =0

Ce systeme qui est de rang p, car (Q1,92,...,9,) est de rang p, s’appelle une représentation carté-
sienne du sous-espace vectoriel F.

Exemples
E un K-espace vectorie de dimension finie = n.

1. Une droite vectorielle de E possede une représentation cartésienne sous forme d’un systeme de
rang n— 1 et de n — 1 équations.

2. Un hyperplan de E possede une représentation cartésienne sous-forme d’une seule équation :

arxy +axxy+ - +apx, =0 avec (ay,az,...,a,) # (0,0,...,0)

1.26 Bidual

( Définition 1.27. |

Soit E un K-espace vectoriel, on appelle bidual de £, qu’on note E**, le dual de E*.

Remarque 1.27.1
Considerons ’application j : E — E** définie par,

Vx e E, Vo € E*, <@,j(x)>=<x,¢>
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Alors, il est facile de voir que j est linéaire injective. Donc E s’identifie canoniquement a un sous-
espace vectoriel de E**.

En particulier, si E est de dimension finie, alors j est un isomorphisme, donc, dans ce cas, E s’identifie
canoniquement a E**,

[Proposition 1.28.}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et j : E — E** 1’isomorphisme
canonique entre E et E**. Alors

i) Pour toute base B de E, on a j(B) = B**, ou f** = (B*)* est la base duale de B* dans E**.

ii) Siyestune base de E*, Y* sa base duale dans E** et [3 est sa base préduale dans E, alors

B=/"'(r)

Preuve
i) Soit B = (ey,e2,...,e,) une base de E, alors on a
Vke{1,2,....n}, VI € {1,2,...,n}, <ej,jlex) >=< ek, ef >= 8
DoncVk e {1,2,...,n}, j(er) = (e))*.
ii) Puisque B* =, alors, d’apres i), j(B) =", donc B = j~'(v").

1.29 Transposée d’une application linéaire

( Définition 1.30. |

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. On appelle
application transposée de f, qu’on note ’f, I’application linéaire de F* dans E* définie par,

Vo e F*, 'f(p) =@of

Remarque 1.30.1
Par définition de I’application transposée d’une application linéaire f, on a

VX € E, Vo F", <x,'f(9)>=<f(x),0>

De plus, 'f est I'unique application linéaire de F* vers E* vérifiant cette relation.
En effet, soit g : F* — E™* une application linéaire telle que

VXCE, Vo F*, <x,g(0)>=<f(x),¢>
Alors, il est clair que V¢ € F*, g(@) = @o f, donc g ="f.

[Proposition 1.31.}

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Alors
a) Vf € L(E,F),Vg € L(E,F), "(f+g)="f+'g.
b) VA€ K, Vf € L(E,F), '(Af) = MA'f.
¢) Vf € L(E,F), Vg € L(F,G), (gof)="'fo'g.
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Preuve

a)
Voe F*, ((f+g)(@) =¢o(f+g)=9of+9og="f(g)+g(0)
Donc '(f+g) ="f+g.
b)
Yo e F*, '(Mf)(9) = 9o (Af) = Mo f) = A'f(0)
Donc '(Lf) = A'f.
c)

Vo e G", (gof)(@) =9o(gof) = (9og)of="g(@)of ="f("e(9)) = ("fo's)(¢)
Donc '(go f) ='fo'g.

(Théoreme 1.32.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Alors,
i) ker('f) = (Im(f))".
ii) Im('f) = (ker(f))*.

Preuve
i)
¢ € ker('f) <= 'f(¢) =0

<= @of=0

<= VxeE, < f(x),0>=0

= 9e (Im(f)*
ii) Soit y € Im('f), alors il existe ¢ € F*, telle que Yy = "f(@), donc on aura,

Vx € ker(f), <x,y >=<x,f(9) >=< f(x),0>=0

donc y € (ker(f))*, par suite, Im('f) C (ker(f))*.
Réciproquement, soit y € (ker(f))* et soit G un supplémentaire de Im(f) dans F.
Soit @ : F — K la correspondance définie par,

¢:F=Im(f)®G—K
y=fx)+z—y(x)

Alors y définit bien une application, car siy = f(x) +z= f(x') +z, alors x —x' € ker(f), donc
Y(x—x') =0 et ainsi Y(x) = y(x'), erona

Vx€E, o(f(x)) =w(x)
Donc y = @o f ="f(9).
(Théoreme 1.33. )

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, p = (e, ez,...,e,) une base de E
et B* sa base duale. Alors pour tout endomorphisme u de E, on a

Mat("u,B*) = 'Mat (u,B)
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Preuve
Soient A = Mat(u,B) et B= Mat('u,B*) avec A = (a;j)1<i j<n €t B= (bij)1<i, j<n, alors on sait que

Y(i,j) € {1,2,...,11}2, aij =<ulej),e; >

D’autre part, on a

n
Vjie{1,2,....n}, 'u(e;) =Y bije;
k=1
Donc,

n
V(i,j) c {1,2,. .. ,n}z, aji =< u(ei),e;'f >=<e¢, ’u(e;f) >= Z bkj < ei,e}i >= b,‘j
k=1

Donc B = 'A.

( Proposition 1.34 (Dualité et stabilité).

Soient E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel de
E. Alors,

F est stable par u <= F L est stable par u

Preuve
(=) Supposons que F est stable par u. Alors pour ¢ € F-, on a

Vx € F, <x,u(@) >=<u(x),p>=0 (caru(x) € FetqcF")

Donc 'u(®) € F+ et par suite, F* est stable par 'u.
(<) Supposons que F* est stable par . Alors pour x € F, on a

xeEF=VYoecFt, <x,u(@)>=0 (caru(p)cF?)
— Vo e Ft, <u(x),p>=0
— u(x) € (F1)°
— u(x) €F (car, d’apres le théoréme 3.24, (F+)°)

Donc F est stable par u.

1.35 Exercices

Exercice 1
Pour chaque entier n > 1, R, [X] désigne I’ensemble des polyndmes a coéfficients réels de degré < n.

Soit ¢ I’application définie par,
¢:R,[X] —R
P [ P(t)dt
1. Montrer que R, [X] est un R-espace vectoriel. Quelle est sa dimension ?

2. Montrer que @ est une forme linéaire sur R, [X].
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3. Pour chaque i € {0,1,2,...,n}, soit ¢; I’application définie par,

¢ Ry[X] —R
P— P(%)
Montrer que Vi € {0,1,2,...,n}, ¢; est une forme linéaire sur R, [X] et que (o, P1,...,P,) est
une base de (R[X])*.

4. En déduire qu’il existe des réels ag,ay,...,an, tels que
1 n ;
WG&WL/pmm:Zmﬂq
0 =0 "

Exercice 2
E = R3[X] est muni de sa base canonique (eg, ey, ea,e3), ol eg = 1, e; = X, ey = X2 et e3 = X>. Soit
F la partie de E définie par,
PeF<+=P(1)=0cet P'(0)=0

a) Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer une base de F.
b) Quelle est la dimension de F ?
¢) Montrer que

Vo € E*, ¢ €F - = 9(e) = 9le1) = (e3)

d) Soient @g, @1, @2 et @3 les formes linéaires définies sur E par,

Qo =€

1 =e5te]+e5
P2 =€) —e;

§3 =e;— €3

Vérifier que (Qo, @1, P2, @3) est une base de E* et déterminer sa base préduale (vo,vy,v2,v3).

Exercice 3
On considere les formes linéaires @1, 2, @3, 94 définies sur R3[X] par,

VP € R3[X], ¢1(P)=P(0), ¢2(P)=P(1), @3(P) =P'(0) et gu(P)=P'(1)

ol P’ désigne le polyndme dérivé de P.
a) Montrer que Y = (@1, 2, 93,¢4) est une base de (R3[X])*.
b) Déterminer la base préduale B de y dans R3[X].

¢) Soit @ la forme linéaire définie sur R3[X] par,

1
WG&RLMH:AP@w

Déterminer les composantes de ¢ dans la base .

Exercice 4
On désigne par (e},e3,e3) la base canonique de C,[X|. Rappelons que

ep=1, 61:X6t62:X2

a) Déterminer (e, e}, e;) la base duale de (e, e, e2).
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b) Soient a, b et ¢ trois points deux a deux distincts de C. On pose
PP=X-b)(X—c¢), L=X—-a)(X—c) et ;=(X—a)(X—b)

Montrer (P, P, P3) est une base de Cy[X] et trouver les coordonnées d’un polynéme P dans
cette base.

c) Déterminer la base duale (P}, P5,P;) de (P, P>, P3).

d) Soit u I’endomorphisme de C;[X| défini par;

VP e Cy[X], u(P)=XP' +P

Déterminer ‘u.

Exercice 5
Soit E = K, [X]. Dans chacun des cas suivants, montrer que = (@1, @2, ...,¢,) est une base de E* et
déterminer sa base préduale :
a)
Vie {1,27.. . ,n}, VPeE, (pi(P) = P(xi)
X0,X1,...,X, sont des éléments deux a deux distincts de K.
b)
Vie{1,2,...,n}, VP € E, ¢;(P) = P%)(0)
c) .
Vie{l1,2,...,n}, VP € E, ¢;(P) = P (x;)
Xo,X1,...,X, sont des éléments deux a deux distincts de K.
Exercice 6

E =K, [X] et @ une forme linéaire sur E.

1. On suppose qu’il existe a € K, tel que
VP e K, [X], o((X —a)P)=0

Montrer qu’il existe a € K, tel que VP € E, @(P) = aP(a).
2. On suppose qu’il existe a € K, tel que

VP € K, [X], (X —a)2P) =0
Montrer qu’il existe (o, B) € K, tels que VP € E, ¢(P) = aP(a) +BP'(a).

Exercice 7
Soient K un corps commutatif et @1, @2, ...,9,, n > 2, les formes linéaires de K" définies par :

Vie{1,2,...,n—1}, @;i(x) = x; +xi+1

Vx € Kn, X = (x17x27 s 7x’1) =
@ (x) = X1+

1. Pour quelles valeurs de n, (@1, ¢z, ...,9,) forme une base de (K")* ?

2. Dans le cas o (Q1,9,...,¢,) forme une base de (K")*, déterminer sa base préduale.

Exercice 8
Pour chaque aRR, on considere la forme linéaire @, définie sur R, [X], par :

VP € Ro[X], @u(P) = P(a)
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1. Montrer que (¢—_1, 9o, P;) est une base de (R [X])*.

2. En déduire qu’il existe des constantes o, P et v; tels que,
1
VP € Ry[X], / P(t)dt = aP(—1)+BP(0)+yP(1) (Formule des trois niveaux)
~1

3. Déterminer la base préduale de (@_1,®o, ).

4. Calculer les constantes o, [3 et .

Exercice 9
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, ¢ et Wy deux formes linéaires non nulles sur E.
Montrer qu’il existe x € E, tel que @(x)y(x) # 0.

Exercice 10

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et (ey,es,...,e,) un systtme de vecteurs de E,
tels que,

VOCE", 9(er) =9(e2) = =0(en) =0=¢ =0
Montrer que (e, ez, ...,e,) est une base de E.

Exercice 11

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n et @1, @»,...,®, des formes linéaires sur E.
On suppose qu’il existe x € E, tel que @1 (x) = @2(x) =--- = @,(x) =0.

Montrer que la famille (@, @2, ...,®,) est liée.

Exercice 12
Soient E un K-espace vectoriel de dimension infinie. Montrer que si @1,@a,..., @, sont des formes
linéaires sur E, alors

i él ker(¢;) # {0}.

n
ii) (N ker(@;) est de codimension finie.
i=1
Exercice 13

Soient E un K-espace vectoriel quelconque et p un entier > 1. On suppose qu’il existe p formes
linéaires @1, @2, ..., ®,, telles que

VXeE, ¢1(x) =@2(x) = =¢p(x) =0=x=0
Montrer que E est de dimension finie < p.

Exercice 14
Soient B; et B, deux bases d’un K-espace vectoriel E et soit P la matrice de passage de B a ;.
Déterminer la matrice de passage Q de B} a 5.

Exercice 15
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, V un sous-espace de E et f : E — F une application
linéaire. Montrer que

f)E=0nH"1vh

Exercice 16
Soient £ un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espace vectoriels de E, tels que E = F & G.
Montrer que

E*=FtpG*t
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CHAPITRE 2

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES -
FORMES QUADRATIQUES

2.1 Formes bilinéaires symétriques

2.1.1 Définition et proprietés élémentaires

( Définition 2.2.

Soit E un K-espace vectoriel, ou K est un corps commutatif quelconque.
a) On dit qu’une application f : E X E — K est une forme bilinéaire sur E, si
1) Pour touty € E, (y fixé), I’application,

¢y E—K
x> Qy(x) = f(x,y)

est une forme linéaire sur E.
i1) Pour tout x € E, (x fixé), I’application,

¢ E—K
y— ¢x(y) = f(x,y)

est une forme linéaire sur E.
b) Une forme bilinéaire f sur E est dite symétrique, si

Vx e E\Ny€E, f(y,x) = f(x,y)

¢) Une forme bilinéaire f sur E est dite antisymétrique, si

VXEE7vy€E7 f(y,x) = _f(x7y)

Remarque 2.2.1
1. Si f est une forme bilinéaire quelconque, alors

Vx€E\Ny €E, f(x+y,x+y) = f(x,x) + f(x,y) + f(,x) + f(3,¥)

VoeK,VBe K, Vxc€E,XYy€E, f(ax,By)=aff(x,y)
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2. Si f est une forme bilinéaire symétrique, alors

Vx €ENY€EE, f(x+y,x+Yy) = fx,x) +2f(x,y) + £(1,y)

3. Si f est antisymétrique, alors
Vx€E, f(x,x)=0
Notations
On désigne par L, (E) I’ensemble de toutes les formes linéaires sur E, $(E) I’ensemble de toutes les

formes bilinéaires symétriques sur E et Ap(E) celui de toutes les formes bilinéaires antisymétriques
sur E

[Proposition 2.3.}

Soit E un K-espace vectoriel quelconque, alors
i) £o(E) est un K-espace vectoriel.
ii) Si K est un corps de caractéristique # 2, alors L, (E) = $(E) @ A (E)

Preuve

i) 1l est facile de vérifier que la somme de deux formes linéaires et la multiplication d’une forme
linéaire par un scalaire sont aussi des formes linéaires, donc L, (E) est un sous-espace vectoriel
du K-espace vectoriel de toutes les applications de E X E vers K.

il) Remarquons d’abord que si K est un corps de caractéristique = 2, alors 1x = — 1, donc dans ce
cas $H(E) = 4 (E).
Supposons, maintenant que K est un corps de caractéristique # 2. Soit f une forme bilinéaire
qui est a la fois symétrique et antisymétrique, alors on aura

V(x,y) EEXE, f(x,y) = f(y.x) et f(x,y) =—f(3x)
Donc ¥ (x,y) € E X E, 2k f(x,y) = Ok, puisque 2x # Ok, alors on a,
V(x,y) €EXE, f(x,y) =0k

Donc $(E)N42(E) = {0}.
Soit f € L,(E) et soient g et h les applications de E x E vers K définies par

V(X,y) cE XE, g(x’y) _ f(x7y);—f(y7x) et h(x,y) _ f(x7y) ;f(yax)
Alors, il est facile de vérifier que g est bilinéaire symétrique, que h est bilinéaire antisymétrique
et que f =g~+h. Donc LH(E) = $(E) + A (E).

Dans toute la suite, sauf indication du contraire, on suppose que K est un corps commutatif de carac-
téristique # 2.
2.3.1 Matrice d’une forme bilinéaire

( Définition 2.4.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (ej,ez,...,e,) une base de E et f
une forme bilinéaire sur E. On dit qu’une matrice A = (a;j)1<; j<» est la matrice de f par
rapport a la base (eq,ea,...,ey,), si

V(i) € {1,2,...,n}?, aij = f(eie;)
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Remarque 2.4.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, p = (ey,ez,...,e,) une base de E.
1. Si f est une forme bilinéaire, alors A = (f(e;,e;))1<i j<n est la matrice de f par rapport a la
base P.
2. Réciproquement, soit A = (a;j)1<i j<n une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K et soit
f:EXE — K, Uapplication définie par :

n n
V(x,y) € EXE, f(x,y) :ZZaijxiyj
i=1j=1

n
onx = Z Xiej et y = Z yjej, alors f définit une forme bilinéaire sur E, dont la matrice par
i=1 j=1
rapport a la base B est égale a A.
Signalons que I’expression, ci-dessus, de f(x,y) peut aussi s’écrire sous la forme :

Y aijxiy;

1<i,j<n

ou encore sous la forme :

Z aijxiyj (012 Nn:{l,z,...,n})
(i,/)ENZ

3. Si f est une forme bilinéaire sur E et si A = (a;j)1<i j<n est la matrice de f par rapport a la
base B, alors
i) f est symétrique <= 'A = A.
(on'A désigne la matrice transposée de A).
Donc, si f est symétrique, alors ¥(i, j) € N2, a; j = ajj, par suite, dans ce cas, l’expression
de f(x,y) s’écrit sous la forme :

f aiixiyi + aijj xly +x )’l)
Z J J J

i=1 1<i<j<n

Donc, en particulier, si f est symétrique, alors,

Vx€E, f(x,x) = Za”x +2 Z a;jXiX

1<i<j<n
ii) f est antisymétrique <—="A = —A.
2.4.1 Ecriture matricielle
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, § = (e, e2,...,e,) une base de E,

f 1 E x E — K une forme bilinéaire sur E et A la matrice de f par rapport a la base .
n

Pour chaque x € E avec x = ) x;e;, on pose
i=1
X1

X2 )
X = , donc'X = (x1,x2,...,X,)
Xn

Alors f possede une expression matricielle sous la forme :

V(X,y) €E XEa f(xvy) :tXAY
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2.4.2 Changement de base

[Proposition 2.5.}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, B = (ej,e2,...,e,) et
B’ = (€],é), ..., e),) deux bases de E, f une forme bilinéaire sur E, A et B sont respective-
ment les matrices de f par rapport aux bases B et B’. Soit P la matrice de passage de la base

B ala base ', alors on a
B ="PAP

Preuve
En utilisant I’écriture matricielle par rapport aux bases B et B, on aura

V(x,y) €EXE, f(x,y) ='XAY ='X'BY’
n n n n
avecx = Y, xiei= Y, xie; et y= Y yiei= ¥ yiej.
i=1 i=1 i=1 i=1
Soit P la matrice de passage de la base B a la base [/, alors on sait que X = PX' et Y = PY'.
Par suite, on aura

XAY ='(PX")A(PY')
='X"PAPY’
='X'("PAP)Y'  (Rappelons que la multiplication des matrices est associative)

Donc VX' € K", VY’ € K", 'X'BY’ ='X'("PAP)Y’, donc B = PAP.

2.5.1 Rang d’une forme bilinéaire

Rappelons que deux matrices carrées A et B sont dites équivalentes, s’il existe deux matrices in-
versibles P et Q, telles que B = QAP. Rappelons aussi que deux matrices sont équivalentes, si et
seulement si, elles ont le méme rang.

( Définition 2.6. )

Soit K un corps commutatif. Deux matrices carrées A et B a coefficients dans K sont dites
congruentes, s’il existe une matrice inversible P, tel que B = 'PAP.

Remarque 2.6.1
1. Deux matrices sont donc congruentes, si elles représentent la méme forme bilinéaire par rap-
port a deux bases de E.

2. Deux matrices congruentes sont équivalentes, donc deux matrices congruentes ont méme rang.
Ainsi, la définition suivante est justifiée :

( Définition 2.7. )

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, f = (eg,e2,...,¢,) une base de E,
f : E x E— K une forme bilinéaire sur E et A la matrice de f par rapport a la base 3. On
définit le rang de f, noté rg(f), par :

rg(f) =rg(A)
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2.7.1 Formes bilinéaires symétriques non dégénérées

( Définition 2.8. |

Soient E un K-espace vectoriel quelconque et f une forme bilinéaire symétrique sur E. On
considere I’application @ : E — E* définie par :

Vy€eE, ®(y) =@, ou Vx € E, ¢y(x) = f(x,y)

Si @ est injective, on dit que f est non dégénérée.

Remarque 2.8.1
D’apres la définition précédente, f est non dégénérée, si et seulement si, pour touty € E, on a

VxcE, f(x,y) =0]=y=0

Cela signifie que si pour un certain’y € E, on a f(x,y) = 0 pour tout x € E, alors nécessairement, on
ay=0.

[Proposition 2.9.}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, § une base de E, f une forme bilinéaire
symétrique sur E et A la matrice de f par rapport a la base 3. Alors,

[f est non dégénérée| <= det(A) # 0

Preuve
On considere I’application ® : E — E* qui a chaque 'y fait correspondre Q.
Posons B = (ey,e2...,e,) et B* = (e],€5,...,€)) la base duale de P.

Soit M = (m;j)1<i,j<n la matrice de ® par rapport aux bases B et §*, alors on a
n
Vjie{l,2,...,n}, ®(e;) = kaje,t
k=1
Donc pour chaque i € {1,2...,n} et pour chaque j € {1,2,....n}, ona
n
fleiej) =D(ej)(e) = Y myjei(ei) =myj  (car ef(e;) = 8y)
k=1

On en déduit donc que M = A. Ainsi, on aura,

[ est non dégénérée <= ® est injective (par définition)
<= D est bijective (car E et E* ont méme dimension)
<= det(M) #0
<= det(A) #0 (carM =A)
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2.9.1 Orthogonalité

( Définition 2.10. )

Soient E un K-espace vectoriel quelconque, f une forme bilinéaire symétrique sur E. Soit
A une partie non vide de E, on définit I’orthogonale de A, par rapport a la forme binéaire f,
noté AL, par :

VyeE,ycAt <= Vx €A, f(x,y) =0

Remarque 2.10.1
1. Pour chaque x € E, soit O, € E* définie par :

vy € E7 (px(y> :f<x7y)

Soit A une partie non vive de E, alors on voit facilement que

VycE,ycAt <= yc ﬂker((px)
XEA

On en déduit , donc, que A+ = () ker(Qy). Donc pour toute partie non vide A de E, méme si A
X€EA

n’est pas un sous-espace vectoriel de E, A" est toujours un sous-espace vectoriel de E.
2. Soient A et B deux parties non vides de E, telles que A C B, alors Bt C AL

3. Pour toute partie non vide A de E, on a A+ = Vect(A)™.
En effet, on a A C Vect(A), donc, d’apres la remarque précédente, on a Vect(A)*+ C A*.
Soity € A+, a-t-ony € Vect(A)* ?
Soit x € Vect(A), alors, par définition, il existe x1,xy, ..., Xy éléments de A et il existe 01,012, . . . , Oy
dans K, tels que x = o1 x1 + 0o x2 + - - - + Oy Xp,. Donc on aura,

f(xay) = (le(xhy) —|—(X2f(x2,y) + +amf<xm7y) =0 (car Vie {1727 <o am}7 f(xi7y) = 0)
4. D’apres la remarque précédente, on pose, par covention,

0+ = Vect(0)* = {0} =E

[Proposition 2.11.}

Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et f une forme bilinéaire symétrique sur
E, alors pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a

i) dim(F)+dim(F*) > dim(E).

ii) Side plus f est non dégénérée, alors on a|dim(F)+dim(F*) = dim(E) |

Preuve
On considere 'application ¥ : E — F* définie par :

VyeE,VxeF, ¥(y)(x)=f(x,y)

Alors, il est clair que ¥ est linéaire et que ker(¥) = F*.
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i) D’apres le théoréme du rang, on a dim(ker(¥)) 4+ dim(Im(¥)) = dim(E).
On a aussi Im(¥) C F*, donc dim(Im(¥)) < dim(F*) avec dim(F*) = dim(F), donc

dim(F1) 4 dim(F) > dim(E)

ii) Supposons maintenant que f est non dégénérée et montrons que Im(¥V) = F*.
Soit ¢ € F*, existe-t-ily € E, tel que ¥(y) =@ ?
¢ € F*, donc, d’apres le théoreme de prolongement des formes linéaires, il existe \y € E*, telle
que
Vx € F, y(x) = ¢(x)
Or f est non dégénérée et E de dimension finie, donc ’application ® : E — E*, ou
Vze E,Vx € E, ®(z)(x) = f(x,z), est bijective.
Donc, il existe 7 € E, tel que ®(z) =, donc on aura,

Vx € F, W(2)(x) = f(x,2) = B(2) (x) = W(x) = 9(x)

Donc ¥(z) = @. Par suite ¥ est surjective et ainsi Im(W) = F*.
D’apres le théoreme du rang, on a

dim(F*) 4 dim(F) = dim(E)

(Corollaire 2.12. |

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée sur E. Alors pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a

FLL:F

Preuve
Puisque f est non dégénérée, alors on a

dim(F) 4 dim(F1) = dim(F1) +dim(F*+) = dim(E)
Donc, dim(F1) = dim(F+1), et puisque F est toujours un sous-espace vectoriel de F+, alors

F=F
Remarque 2.12.1

1. Enfait, si f est une forme bilinéaire symétrique quelconque sur E, out E est de dimension finie,
alors pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a

F'r=F4N

ot N=E+={ycE :Vx€E, f(x,y) =0} s’appelle le noyau de f. (Voir exercices)

2. Si f est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E, ou E est de dimension finie, alors
pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a

dim(F) +dim(F+) = dim(E)

Par contre, méme si f est non dégénérée, on a pas toujours E = F & F*.
Par exemle, on prend E = R? muni de la forme bilinéaire f définie par

v<xay) € Eza f(x7y> = X1y1 —X2)2
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ol x = (x1,x2) ety = (y1,2)-
Soient (e1,e2) la base canonique de E et A = Mat(f,(e1,e2)), alors on a

=0 5)

Donc det(A) = —1 # 0, par suite f est non dégénérée.
Soit F = Vect(e1 +e3) et soity € E, avec y = (y1,y2), alors on a

yEFt < flej+e2,y) =0 (car Vect(ej+e2)t = {e; +ex} )
= y1—»=0
—yekF

Donc F+ =F.

( Définition 2.13. )

Soient E un K-espace vectoriel et f une forme bilinéaire symétrique sur E.
i) On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, si f(x,y) = 0.
ii) On dit qu’un vecteur x € E est isotrope, si f(x,x) = 0.

iii) Un sous-espace vetoriel F de E est dit isotrope, si F N F* # {0}.

iv) Un sous-espace vetoriel F' de E est dit totalement isotrope, si F C F =

Remarque 2.13.1
Soit = {x € E : f(x,x) =0} I’ensemble des vecteurs isotropes de E, alors on a

a) 0el.
b) VAe K,Vxel, Axe€ I

Par contre I n’est pas stable pour I’addition.
Par exemple, si on prend E = R2, fx,y) =x1y1 —x2y2, X = €1 + ey et y = e] — ez, alors on aura,

fe,x)=f(yy)=0et f(x+y,x+y)=2

[Théoréme 2.14.]

Soient E un K-espace vectoriel quelconque, f une forme bilinéaire symétrique sur E et F
un sous-espace vectoriel de £ de dimension finie. Alors

E = F @& F <= F est non isotrope

Preuve
(=) Trivial.

(<=) Supposons que F est non isotrope, donc FNF+ = {0}. Or on sait que

FNF+={0}
E=F®Fr < {et
F+F+=E

Page 30 sur 135 Pr.Mohamed HOUIMDI



11 suffit donc de montrer que F + F- = E. Pour cela, on considére I’application g : F x F — K
définie par :

V(x,y) € FxXF, g(x,y) :f(x’y)
Alors g est une forme bilinéaire symétrique sur F.
Soit y € F, tel que ¥x € F, g(x,y) =0, alors y € FNF~, donc y =0, car F est non isotrope.
Par suite, g est non dégénérée.
Soit maintenant y € E, montrons qu’il existe (y,y2) € F x F*, tel que y = y1 +y,. Pour cela,
on considere la forme linéaire Q, définie sur F par :

Vx € F, ¢y(x) = f(x,y)

Puisque g est non dégénérée et F de dimension finie, alors I’application ¥ : F — F* définie
par:
VzeF,VxeF, ¥(z)(x) =g(x,2)

est bijective. Puisque @y € F*, alors il existe y| € F, tel que ¥(y1) = @y.
Montrons que y —y1 € FL. Pour cela, soit x € F, alors on a

f(x7y_yl):f(x7y)_f(x7yl)
= f(x,y) —g(x,y1) (car (x,y1) € F X F)
= @y(x) =¥(y1)(x) =0 (car ¥(y1) = 9y)

Doncy—y; € FL. Posons y2=y—yi1, alorsy =y; +y2 avec (y1,y2) € F X Ft.

2.14.1 Bases orthogonales

( Définition 2.15. )

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et f une forme bilinéaire symétrique
sur E. On dit qu’une base (e, ez, ...,¢e,) est orthogonale, si

Vie{1,2,...,n},Vje{1,2,...,n}, i # j = f(ei,e;) =0

Remarque 2.15.1

Supposons que E posséde une base orthogonale B = (ey,e2,...,e,) et soit A = (a;j)1<i j<n la matrice

de f par rapport a B, donc pour i # j, on a a;j = f(e;j,e;) = 0. Donc A est une matrice diagonale et
n n

on a pour x = .21 xie; et y= .):1 yiei,
1= 1=

n
fxy) =Y aixiyi
i=1

n
Donc, en particulier, pour tout x € E, avec x = Y, xje;, on a
i=1

n
fex) =Y ai
i=1

Dans la suite on se propose de montrer que toute forme bilinéaire symétrique posséde au moins une
base orthogonale.
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Lemme 2.16.

Soient E un K-espace vectoriel et f une forme bilinéaire symétrique sur E. Alors

f estidentiquement nulle <= Vx € E, f(x,x) =0

Preuve

(=) Trivial.

(<) Supposons que pour tout x € E, f(x,x) =0 et montrons que f est identiquement nulle.
Soient (x,y) € E X E, alorsona f(x+y,x+y) =0.

On a aussi f(x+y,x+y) = f(x,x) +2f(x,y) + f(y,y) = 2f(x,y), donc f(x,y) =0, car K est
un corps de caractéristique # 2.

[Théoréme 2.17.]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toute forme bilinéaire symétrique f
sur E, possede au moins une base orthogonale.

Preuve

Si f est identiquement nulle, alors toute base de E est orthogonale.

On peut donc supposer que f # 0, donc d’apres le lemme précédent, il existe au moins un xo € E, tel
que f(xo,x0) # 0.

Posons F = Vect(xy), puisque f(xo,x0) # 0 alors F est non isotrope, donc

E=FaoFt

Donc pour montrer [’existence d’une base orthogonale, nous somme amenés a procéder par récur-
rence sur n = dim(E), avec n > 2.

Pour n =2, soient e} = xq et e un vecteur quelcoque de F L avec e # 0, alors (ey,ey) est une base
orthogonale de E.

H.R "Supposons que n > 2 et que toute forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel de
dimension < n, possede aumoins une base orthogonale".

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit g la réstriction de f a F+ x FL, alors g est une
forme bilinéaire symétrique sur F+, avec dim(F+) = n— 1. Donc, d’apres I’hypothése de récurrence,
F* posséde au moins une base orthogonale (e1,...,en—1). On déduit donc que (ey,...,en—1,x0) est
une base orthogonale de E.

2.18 Formes quadratiques

2.18.1 Définition et proprietés élémentaires

( Définition 2.19. |

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une application g : E — K est une forme quadra-
tique sur E, s’il existe une forme bilinéaire f, telle que

Vx € E, q(x) = f(x,x)
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Exemples
Si f est une forme bilinéaire symétrique sur E, alors I’application q : E — K définie par :

Vx € E, q(x) = f(x,x)

est une forme quadratique sur E, appelée forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique
Réciproquement, a toute forme quadratique, on peut associer une forme binéaire symétrique unique,
comme le montre la proposition suivante :

[Proposition 2.20.]

Soient E un K-espace vectoriel et ¢ une forme quadratique sur E. Alors il existe une forme
bilinéaire symétrique unique f sur E, telle que

Vx € E, q(x) = f(x,x)

Dans ce cas, f s’appelle la forme polaire associée a la forme quadratique g et on a la relation
suivante :

Ve By € E, f()) = 5(ate+)) —ax) —a0)

Preuve
q est une forme quadratique sur E, donc, par définition, il existe une forme bilinéaire g sur E, telle
que

Vx € E, q(x) = g(x,x)

Soit f : E x E — K ’application définie par :

g(x,y) +8(y,x)

V(x,y) €EEXE, f(x,y) = >

Alors f est une forme bilinéaire symétrique sur E et on a

g(x,x) +g(x,x)

Vx € E, f(x,x) = 5

=g(x,x) = q(x)
Puuisque f est symétrique, alors

V(x,y) € EXE, qlx+y) = flx+y,x+y) = f(x,x) + 2 (x,y) + F(y) = q(x) + 21 (x,y) +4q(y)
donc {
Vx € EVy € E, fx,y) = 5(qlx+y) —q(x) —q(y))
Cette relation entre q et [ assure ['unicité de f.

Remarque 2.20.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, q une forme quadratique sur E et f la forme
polaire associée a q.

1. Soit B une base de E et soit A = (a;j)1<i j<n la matrice de f par rapport a la base P.
Alors A s’appelle aussi la matrice de q par rapport a P et on a

n
Vx € E, q(x) = Zaﬁx,~2+2 Z a; XX
i=1

1<i<j<n
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2. Puisque f est symétrique, alors [ posséde au moins une base orthogonale 3.
B s’appelle aussi une base g-orthogonale et q s’écrit, par rapport a cette base, sous la forme
réduite suivante :

n
Vx € E, q(x) = Z a,-pcl-2
i=1

3. Le rang d’une forme quadratique est défini comme étant le rang de sa forme pdlaire associée.

[Théoréme 2.21.}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et g une forme quadratique sur E
de rang r. Alors il existe des formes linéaires /1,0, ...,/,, linéairement indépendantes et il
existe des scalaires A1, Ay, ..., A,, non nuls, tels que

Vx €E, q(x) = Y Mili(x)?
i=1

Preuve "
Fixons une base (ey,ey,...,e,) de E, alors pour chaque x € E, avec x = Y. x;e;, on a
i=1
C 2
q(x) = Zaiix,- +2 Z aijXiXj
i=1 1<i<j<n
D’aprés le théoreme 1.17, q posséde au moins une base g-orthogonale (vi,va,...,v,). Soit A la ma-

trice de q par rapport a cette base, donc A est une matrice diagonale de rang r, par suite le nombre
des coefficients diagonaux non nuls est égal a r. Donc quitte a réordonner les vecteurs de la base
(Vi,v2,..., V), on peut supposer que

Vie {1,2,...,1’}, ai; # 0

n
Donc pour chaque x € E, avec x =Y, Xjv;, ona
i=1

.
q(x) =Y MX7 ouVie{1,2,...,r}, ki =aj
i=1

Soit P = (pij)i<i j<n la matrice de passage de la base (vi,va,...,v,) a la base (ey,ez,...,ey), alors
on sait que

n
Vie {1,2,...,n}, X, = Zp,-jxj

j=1

Soit B* = (e],€5,...,e;,) la base duale de B = (e, ez,...,ey), alors, par définition, on a
Vie{l,2,...,n}, x; = €j(x)
n
Donc si pour chaque i € {1,2,...,n}, on pose l; =Y, pije;, alors (I1,0p,...,1,) est une base de E*,
Jj=1

car detg: (11, Lo, ..., 1n) # 0, donc (1,1, ..., 1) est libre et on a

Vie{1,2,...,r}, Xi = Li(x)
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2.21.1 Méthode de Gauss pour la réduction d’une forme quadratique

Cas de deux dimensions

Soient E un K-espace vectoriel de dimension = 2, (ej,e;) une base de E et g une forme quadratique
sur E, alors pour chaque x € E, avec x = x1e1 +x2e2,0n a

q(x) = ax} 4 bx3 + 2cx1x

i) Si (a,b) # (0,0), alors on peut supposer, par exemple, que a # 0, puis on procéde de la maniére
suivante :

q(x) = ax? +bx3 + 2cx1x2

2c
= a[x? + ;xlxz] + bx3

2

C 2 € » 2
a[(x1+axz) a2x2]+ X5
2
C 2 C'\ 2
p— —_— b__
a(x1+ax2) +( a)x2

Donc, sionpose A =a, A = b — Z—i I (x) = x1 + £x3 et [r(x) = x2, alors on aura
c
q(x) = Mh(x)2 + kzlz(x)z =M (x1+ ;xz)z +7»2x%

Donc, dans ce cas, une base g-orthogonale (v,v,) a pour matrice de passage par rapport a la
base (e1,e2), la matrice définie par :

1 \' /1 o-c
P‘(o ‘1’) _<o 1“)

Doncvi =ejetvy = —261 +e.
ii) Sia=0etb =0, alors g s’écrit sous la forme :

c c
q(x) =2cx1xp = 5()61 —|—x2)2 — E(XI —x2)2

(carVa € K,Yb € K, ab = }[(a+b)* — (a—b)?))
Donc, si on pose A = % Ao = -5 0 (x) = x1 +x2 et [r(x) = x| — x2, alors on aura
g(x) =ML (%)% + Ml (x)? = i (x1 +x2)> + Ao (x] —x2)?

Ainsi une base g-orthogonale a pour matrice de passage par rapport a la base (e, e ), la matrice

définie par :
~1
1 1 1/1 1
r=(4) =26

Donc vy = %(el +ep)etvy = %(el —e).

Cas de la dimension 3

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3, (ej,2,e3) une base de E et ¢ : E — K une forme
quadratique. Alors pour tout x € E, x = x1e| +xpe2 +x3€3, 0n a

q(x) = ax% + bx% + cx% + 2dx1x2 4 2ex1x3 + 2 fx2x3
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i) Si (a,b,c) # (0,0,0), alors on peut supposer par exemple que a # 0. Dans ce cas, en regroupant
tous les termes contenant x|, on aura,

q(x) = (ax} + 2dx1x3 + 2ex1x3) 4 bx3 + cx3 + 2fx2x3
d e

=a {x% + Z(Exz + ng)xl] + bx3 + x5 + 2fxox3

d e d e
=a [(xl + x4 —x3)% = (=x2 + —X3)2] + bx3 + ex3 + 2 fxox3

a a a a

d e 5
=a(x1+ Exz + 5x3) +0(x2,x3)
ou Q est une forme quadratique en (x2,x3). Donc pour achever la décomposition de ¢, il suf-

fit de décomposer Q qui peut-étre considérée comme une forme quadratique sur un K-espace
vectoriel de dimension 2.

ii) Sia=b=c=0,alors g s’écrit sous la forme :
q(x) = oxpxp + Pxpxs +yxox3  avec (o, B,7y) # (0,0,0)

En supposant, par exemple, que o % 0, on peut proceder de la maniere suivante :
q(x) = <x1x2 + 2x1x3 + gmm)
i Y B By
= _(xl + &X3> (xz + &X3> - Jx%]
r 2 2
1 1
(o L) o (o Ba) ) - E (e ) (e B)) - B_Y]

1 B+y \* 1 v—B \° By
_(xl—{—xz—}— - X3> —Z(M—XQ—}- o X3 ——X%

I
R

I
R

4 o2

o B+y )’ o Y-8\ Bv.

=Z<X1+X2+ o X3) _Z(xl_x2+ o x3> R
= aX? +bX3 +cX3

(X) = x1 +x2+ %(xs

a=?
Avec (b=—7 et X2=X1—X2+\%ﬁx3
=8
\X3 = X3
1 1 Bty

Soit P=|1 _1 B

0 O 1

alors, une une base g-orthogonale (v, v;,v3) est définie par sa matrice de passage Q de la base

(e1,e2,e3) alabase (vi,vp,v3), 00| Q=P |
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Le cas général

Soient E un K-espace vectoriel de dimension fine = n, (eq,e2,...,e,) unebasede Eetqg: E — K
une forme quadratique non nulle. Alors on sait g s’écrit sous la forme :

Vx e E, x—Zx,e,:>q Zax +2 Z ;XX

i=1 1<i<j<n
Nous allons procéder par récurrence sur n, en distinguant deux cas :

i) Il existe ip € {1,2,...,n}, tel que a;, # 0, alors quitte & réordonner les g;, on peut supposer que
a1 # 0. Dans ce cas, en regroupant tous les termes contenant x, (si a la place de a; on prend
aj,, on doit regrouper tous les termes contenant x;,), on aura,

q(x )—a1x1+22a1]x1xj+2ax +2 Z a;jXiX;

j=2 i=2 2<i<j<n
_ 2 i .
=ay |x7+2 Zoc]x] X1 +Za,x +2 Z aijxix; ouvVje{2,...,n}, o= -
L J=2 i=2 2<i<j<n aj
2 2
n n
=aj xl—}—Z(xjxj — Zajxj —|—Za1x +2 Z a;jXiXj
j=2 j=2 i=2 2<i<j<n
2
n
=ai (x1+ ) ox; | +0(x2,...,x)
J=2
ou
2
n
O(xp,...,x Zax +2 Z a;jxixj — Zocjxj
2<i<j<n j=2
est une forme quadratque en x»,x3,...,x,, donc on peut considérer Q comme une forme qua-

dratique sur un K-espace vectoriel de dmension n — 1 et on applique, alors, 1’hypothese de
récurrence a Q.

i) Vie{l,2,...,n}, a; =0, alors, dans ce cas, g s’écrit sous la forme :
gx)= Y oy,
1<i<j<n

g # 0, donc I’'un au moins des coefficients a;;; est non nul, donc pour simplifier on peut supposer
que 012 # 0, puis on regroupe tous les termes contenant x| et tous les termes contenant x;. Ainsi,
on aura

q(x) = [o2x1x2 + ZOCUXJ X1+ Zazjxj x| + Z O j XX

j=3 Jj=3 3<i<j<n
i n n
o 0

=02 |xX1x2 + Z —Xj | x1+ Z —Xj | x| + Z O j XX j

I j=3 412 j=3 412 3<i<j<n

[ n n n n

0 o1 o1 02)

o | |x+ Y, x| (n+) x| - Y x| [ Y x|+ ) oujxx;

i =3 %12 =3 %12 j=3 %12 j=3 012 3<i<j<n

= 0
J
=02 [ X1+ Z —Xj | | X2+ Z Xj | +0(x3,. .., x)
Jj=3
n + 2 n 2
o2 Oj +0q; 012 Oj —Ogj

=—[x1+x2+ —X ——= | x1—x+ X +0(x3,...,x
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On acheve la décompositon en appliquant I’hypothese de récurrence a Q.

Exemples
1. Soit g la forme quadratique définie sur R? par :

q(x,y,z) = X2 + 6y2 + 1622 — 4xy+ 6XZ — 16yZ
Déterminons une base g-orthogonale. Pour cela, décomposons q sous forme de carrés.

q(x) = x> 4 6y + 162> — 4xy + 6x7 — 16yz
= (x* — 4xy + 6xz) + 6y + 167% — 16yz
= [x? — 2x(2y — 32)] + 6y + 162% — 16yz
= [(x—(2y—32))* = (2y—32)*] + 6y° + 162" — 16yz
= (x—2y+432)% —4y> + 12y7— 92% + 6y* + 16> — 16yz
= (x—2y+32)> +2y* + 72> —dyz
= (x—2y+32)* +2(y* —2yz) + 77
= (x=2y+32° +2[(y—2)* -] +72
= (x—2y+32° +2(y—2)*+5

Donc pour déterminer une base g-orthogonale, on pose

X=x—2y+3z x=X+2Y—-Z
Y=y—2 donc {y=Y+Z
Z=z z=7

Donc une base g-orthogonale (vi,v,,v3) est déterminée par sa matrice de passage P de la base
(e1,e2,e3) ala base (vi,v2,v3) :

1 2 —1
P=101 1
0 0 1
Donc, on aura
Vi =ej
vy =2e1+er
V3= —ej+ex+e3

2. Mettre sous forme de carrés la forme quadratique de R* définie par :
q(x,y,z,t) = xy+yz+zt +1tx
puis déterminer une base g-orthogonale.

q(x,y,2,t) = xy +yz+zt +1tx

= (x+2)(y+1)
1 1
=ty tetnt—2(r—y+z-0)’
1 1
= Z(X+Y+Z+t)2_ Z(x—y+z—t)2+012+0t2
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Donc, pour obtenir une base g-orthogonale, on pose

X=x+y+z+t

Y=x—y+z—t¢
Z=z
T=t

Donc, on aura

x=3X+3Y—-Z
y=3X-3Y-T

z=7
t=T

Une base g-orthogonale est détermnée par la matrice de passage P, défine par :

1 1 -2 0
11 =1 o
P=310 o 2
0 0 0

Donc, si on pose
Vi = %61 + %62
vy = %el — %ez
V3 = —e1+e3

V4 = —er+eq4

Alors (v1,v2,v3,v4) est une base g-orthogonale.

. Mettre sous forme de carrés la forme quadratique sur R* définie par :

q(x,y,z,t) ny+xz+xt—yz+yt—|—2zt

q(x,y,2,1) = Xy +xz+xt — yz+ yt + 2zt
= q(x,y,2,1) = (xy+xz+xt —yz+yt) + 2zt
= [y +x(z+1) +y(t —z)] +2z

=[x+ =2) 0+ (e+1) = (t—2)(t +2)] + 2z

4
4

4

Donc, pour obtenir une base g-orthogonale, on pose

X=x+y+2
Y=x—1t—-2z
Z=2z+t
T=t

_1 [((x+y+20)% = (x—y—22)*] — (t —2)(t +2) + 2z
= l(x+y+2t)2—;L(x—y—Zz)z+(Z2+2zt) —1?

1 1
= (ety+20)° = 2 (x—y—22)" + (z+1)? =2

(regroupement des termes en x et ceux en'y)

Page 39 sur 135

Pr.Mohamed HOUIMDI



Donc, on aura
x=3X+5Y+Z-2T
y=3X—-3Y—-Z
z2=2-T
t=T

Donc une base g-orthogonale est détermnée par la matrice de passage P, défine par :

1 1 2 —4
111 =1 =2 0
P_E 0 0 2 -2
0 0 0 2

Donc, si on pose

1 1
VI = €1+ 3e2

1 1
V) = §€] — 262

vy =e1 —ey+e3
vy = —2e; —e3+ey

alors, (vi,v2,v3,v4) est une base g-orthogonale.

2.22 Signature d’une forme bilinéaire symétrique

2.22.1 bases orthonormales
( Définition 2.23. )

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n et f une forme bilinéaire stmétrque
sur E. Une base (ey,e,...,e,) est une base orthonormale de E, si

1 sii=j

V(i) € {12, flewe)) = {O i

Remarque 2.23.1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et f une forma bilnéaire symétrique sur E. On
suppoose que f posséde une base orthonormale B, alors la matrice de f par rapport a P est égale a
la matrice identité, donc f est non dégénérée. La condition f non dégénérée est donc une condition
nécessaire pour l’existence d’une base orthonormale.

Nous allons voir par la suite que cette conditon n’est pas toujours suffisante.

[Proposition 2.24.}

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie = n. Alors toute forme bilinéaire symé-
trique non dégénérée sur E, possede au moins une base orthonormale.

Preuve
On sait que toute forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel de dimension finie , posséde
au moins une base orthogonale.
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Soit f une forme bilinéaire symétrique sur un C-espace vectoriel de dimension finie E et soit (vi,v3,...,vy)
une base orthogonale de f. Pour chaque i € {1,2,...,n}, soit o; = f(v;,v;), puisque C est algébre-
quement clos, alors le polynome X* — o; posséde au moins une racine a; € C, donc al-z = Q.

Pour chaque i € {1,2,...,n}, posons e; = %v,’, alors (ey,ey,...,e,) est une base de E et on a
1

N

1 U1 sii=]
\V/(l,]) € {1,27...711}, f(eiaej) - _f(vivvj) - { i

a;a; sii#j

)

Donc (ey,e,...,e,) est orthonormale.

[Proposition 2.25.}

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée sur E. Alors f possede une base orthonormale, si, et seulement si,

Vx€E, x# 0= f(x,x) >0

Preuve
(=) Supposons que f posséde une base orthonormale (ey,ey,...,e,), donc pour chaque x € E,

n
avecx #0 et x= Y xje;, ona
i=1

flx,x) = ix,z >0
i=1

(<=) Supposons que Vx € E, x # 0 => f(x,x) > 0 et soit (vi,v2,...,v,) une base orthogonale de
frdonc¥ €{1,2,....n}, f(vi,v;) > 0. Pour chaque i € {1,2,...,n}, soit a; = +/ f(vi,v;) et soit

1
e; = —vj, alors (e1,ea,...,e,) est une base orthonormale de f.
ai;

2.25.1 Théoreme d’inertie de Sylvestre

(Théoréme 2.26. |

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie = n, f une forme bilinéaire symétrique sur
E derang ret (ey,ey,...,e,) une base orthogonale de E.

Soit p le nombre des i € {1,2,...,n}, tels que f(e;,e;) > 0 et soit ¢ le nombre des
i€{1,2,...,n}, tels que f(e;,e;) < 0. Alors le couple (p,q) ne dépend pas de la base
orthogonale choisieetona p+q¢g =r.

Dans ce cas, (p,q) s appelle la signature de f.

Preuve

Soit (vi,v2,...,v,) une autre base orthogonale de E et soient p' le nombre des i € {1,2,...,n}, tels
que f(vi,vi) > 0 et ' le nombre des i € {1,2,...,n}, tels que f(v;,v;) < 0. Pour simplfier, quitte a
réordonner les éléments des deux bases, on peut supposer que f(e;,e;) > 0 pour i€ {1,2,...,p} et

Fi,vi) > 0pourie{1,2,...,p'}. Puisque f est de rang r et puisque la matrice M de f par rapport

a une base orthogonale est une matrice diagonale, alors le nombre des éléments diagonaux non nuls
de M est égal ar, car rg(A) =rg(f) =r, on en déduit donc que p+q=p' +4q =r.

Montrons maintenant que p = p' et g = ¢', pour cela, considérons le systeme S = (ey, . .. 1 €pyVp/ i1 V)
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et montrons que ce systéeme est libre.
Soient 01,0, . ..,0p,B1,...,Bu_, des nombres réels, tels que

orer+ -+ 0pe, +PBrvy i+ By =0
Posons x = oije1 + -+ 0pep = —(B1vy 1+ -+ Bu_pva), alors, d’une part, on a
fx,x)=0if(er,er)+-+ 0 f(epep) >0
et d’autre part, on a
flx,x) = B%f(vp/+17vp'+1> +oeet Bﬁfp’f(v”?v”) <0
Donc on en déduit que f(x,x) =0 et puisque f(e;,e;) >0, pouri € {1,2,...,p}, alors
o =0 ="-=0,=0

Donc By =--- =P,y =0, car (Vy41,...,vn) est libre.

Le systéeme S est donc libre, donc le nombre d’éléments de S est < dim(E).

Ainsi, p+ (n—p') <n, donc p < p'. Pusque p et p' jouent un role symétrique, alors de la méme
maniére, on montre que p' < p.

2.27 Exercices

Exercice 17
Soit f la forme bilinéaire symétrique définie sur R3 par,

F(x,y) = x1y1 + 6x2y2 + 56x3y3 — 2(xX1y2 +X2y1) + 7 (x1y3 +Xx3y1) — 18 (223 +X3)2)

1. Ecrire la matrice de f par rapport a la base canonique (e, ez, e3).

2. Soit (¢}, ¢5,€}) le systeme de R? défini par
el = ey, &) =2e1+eretey = —3e; +2er+e3
Vérifier que (¢}, ¢),¢}) est une base de IR3 et écrire la matrice de f par rapport a cette base.
Exercice 18

Soient @1 : C1([0,1]) x C'([0,1]) — R et @, : R3[X] x R3[X] — R les applications définies par :

1
01(7.8) = F(0)s(0)+ [ 1)/ W)dr et 0a(P.0) = PO)Q(1)
1. Motrer que @ et @, sont des formes bilinéaires. Sont-t-elles symétriques ?
2. Ecrire la matrice de ¢, par rapport a la base canonique de R3[X]. @, est-t-elle non dégénérée ?

Exercice 19
Soit f la forme bilinéare définie sur R3 par :

F(x,y) = x1y1 4+ 2x2y2 + 13x3y3 — x1y2 — X2y1 + 3x1y3 + 3331 — Sx2y3 — 5x3)2

1. Ecrire la matrice de f par rapport 4 la base canonique de R>.
2. Présiser le rang et le noyau de f.

3. Donner la forme quadratique g associée a f.
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Exercice 20
Soient E un K-espace vectoriel, f et g deux formes bilinéaires symétriques. On suppose que g est non
dégénérée et qu’il existe u € L(E), tel que

V(x,y) €EXE, f(x,y)=g(u(x),y)

1. Soient B une base de E, M = Mat(f,B), N = Mat(g,B) et A = Mat(u,B). Déterminer A en
fonction de M et N.

2. Montrer que si x et y sont deux vecteurs propres associ€s a des valeurs propres distinctes, alors
f(xy) = g(x,y) =0.

Exercice 21
Soit f: Mp(R) x M(R) — R I"application définie par :

V(A,B) € Ma(R) x My(R), f(A,B) = det(A + B) — det(A — B)

1. Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique.

2. Déterminer la matrice de u par rapport a la base canonique (e, e, e3,e4) de Ma(R).

1 0 00 01 00
Rappelons que e; = 00,251 0)3=\o o et eq = 0 1
Exercice 22

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une forme bilinéaire symétrique f. On note
N le noyau de f et on rappelle que N = E* :

VWweE, yeEN<=Vx€E, f(x,y) =0

1. Montrer que f est non dégénérée, si et seulement si, N = {Og}.

2. Soit F un autre espace vectoriel sur K et soit u : E — F une application linéaire.
a) Montrer que si G est un sous-espace vectoriel de E, alors u~ ! (u(G)) = G +ker(u).
b) Montrer que u est injective, si et seulement si, pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a
u ' (u(G)) =G.
¢) Montrer que si H est un sous-espace vectoriel de F, alors u(u~' (H)) = H N Im(u).
d) Montrer que u est surjective, si et seulement si, pour tout sous-espace vectoriel H de F, on
au(u ' (H))=H.
e) On suppose que u est surjective et que ker(u) C N. Pour X' € F ety € F avec X' = u(x) et
y' = u(y), on pose g(x',y") = f(x,y).
i) Montrer que g définit bien une application sur F' X F et que g est bilinéaire symétrique.
ii) Montrer que g est non dégénérée, si et seulement si, ker(u) = N.
iii) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E, alors u(G*) = u(G)*.
iv) Montrer que si ker(u) = N, alors pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a
u(G) = u(G).
3. Déduire de ce qui précéde que si G est un sous-espace vectoriel de E, alors G+ = G+ N.
(On pourra considérer le K-espace vectoriel quotient F = E/N.)

4. Soit E = C([0,1],R), le R-espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] vers R, muni de
son produit scalaire usuel :

VfEENgCE, <f,g>=int)f(t)g(t)dt

Soit F={fe€FE : f(0)=0}
a) Vérifier que F est un hyperplan de E.
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b) Soit g € F+ et soit i : [0,1] — R la fonction définie par :

2tg(t) t€[0,1]
glt)  1€l3,1]

Vt € [0,1], h(t) = {

Montrer h € F et en déduire que g = 0.
¢) En déduire que F- =E.
Exercice 23
Soient un R-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E, N, le noyau de g et C, le cOne des

vecteurs isotropes de q.
Montrer que C; = Ny, si, et seulement si, g garde un signe constant.

Exercice 24
Donner la matrice des formes quadratiques suivantes, puis les réduire sous forme de carrés et déter-
miner la signature et une base g-orthogonale pour chacune d’entre elles.

L. q(x,y,z )=x2+2xy+2yz+2xz.

2. q(x,y,2) = x>+ 3y* — 322 — 8yz+ 2xz — 4xy.
3. q(x,y,2) =x*+y*+ 22 +xy+myz

4. q(x,y,2,t) = xy +2xt +yz+ 4yt +2zt.

5. q(x,y,2,t) = xy—+yt —zt — 2xt — 2yz — xz.

Exercice 25
Soit ¢ la forme quadratique défine sur R>, par

q(x,3,2) = x* — 22 +2xy +2yz

1. Déterminer la forme polaire f associée a q.
2. Appliquer la méthode de Gauss a q.

3. En déduire le rang et la signature de g.

4. Donner une base de ker(f).

Exercice 26
Soit ¢ la forme quadratique définie sur R* par :

Vx € R, g(x) = 16x7 — 16x3 4 5x3 — 16x1x3 + 16x0x3 4 2x3x4
1. Trouver la matrice de ¢ par rapport 2 la base canonique de R* et déterminer la forme polaire
associée a g.
2. Déterminer le rang, la signature de g et détermner une base g-orthogonale.

3. Déterminer le cone des vecteurs g-isotropes.

4. Trouver le g-orthogonale de F = Vect(ey, e, + 2e3).

Exercice 27
Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie = n, a un vecteur non nul de E, g une forme
quadratique sur E et @ la forme polaire associée. Soit Q : E — R I’application définie par :

vx € E, Q(x) =q(a)g(x) — (9(a,x))’

1. Montrer que Q est une forme quadratique et déterminer la forme polaire associée.
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2. Déterminer le noyau et le rang de Q.

Exercice 28
Dans chacun des cas suivants, montrer que I’application ¢ : M,,(R) — R définit une forme quadra-
tique dont on déterminera le rang et la signature :

a) VA € M,(R), g(A) = tr(A?),
b) VA € M,(R), gq(A) =tr(A)?,
¢) VA e M,(R), q(A) =tr('AA).

Exercice 29
Soient a un nombre réel et g la forme quadratique définie sur R3 par,

q(x,3,2) =x* + (1+a)y* + (1 +a+a*)z* +2xy —2yz

1. Décomposer g sous forme de carrés.
2. Donner, suivant les valeurs de a, le rang et la signature de q.
3. Pour quelles valeurs de a, g définit-elle un produit scalaire ?

Exercice 30
Soit ¢ 1a forme quadratique définie sur R, [X], par :

VP e Ry[X], q(P)=P(0)P(1)

Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de R;[X].
Déterminer le noyau de g et en déduire le rang de q.
Déterminer le cOne des vecteurs isotropes C,.

Déterminer une base de E formée de vecteurs isotropes.

C) est-t-il un sous-espace vectoriel de E ?

AN e

Déterminer une base g-orthogonale. Quelle est la signature de g ?

Exercice 31
Soient E un K-espace vectoriel, a € E, f une forme bilinéaire symétrique sur E et g la forme quadra-
tique associée. Soit @ : E — K 1’application définie par

Vx € E, ¢(x) = g(a)q(x) — f(a,x)*

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique sur E.

2. Si E est de dimension finie, comparer les rangs de @ et g.

3. Dans le cas général, déterminer le noyau de la forme polaire de ¢ en fonction de celui de f.
Exercice 32
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie = n, ¢ une forme quadratique sur E de signature

(n—1,1) et F un sous-espace vectoriel de E de dimension p. On suppose qu’il existe xp € F, tel que
q(xp) < 0 et on pose D = Vect(xg).

Montrer que E = D& D+

Montrer que la réstriction de ¢ & D est définie positive.
Montrer que F N D~ est de dimension n — 1.

Quelle est la signature de la réstriction de g a F ?
Montrer que E = F G F+.

A
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Exercice 33
Soient £ un R-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et f la forme pdlaire associée a g. On
note C(q) le cone des vecteurs isotropes pour ¢ et N le noyau de f. Rappelons qu’on a

Clg)={x€E : q(x)=0} et N=E+={ycE : Vx€E, f(x,y) =0}

. On suppose que g garde un signe constant, c’esta dire,

Vx€E, q(x)>0 ou VxeE, g(x) <0

Montrer que C(g) = N, en déduire, que dans ce cas, C(g) est un sous-espace vectoriel de E.
(On pourra étudier le signe de g(x+Ay), pour x € C(q), y € E et A € R).

. On ne suppose plus que g garde un signe constant. Soient xq et yg deux vecteurs de E, tels que

q(xo0) > 0etg(yo) <O.
a) Montrer que (xp,Yo) est libre.
b) Montrer qu’il existe deux réels distincts A et Ay, tels que,

q(x0+Ayo) = q(x0 +A2y0) =0

¢) En déduire que C(g) n’est pas un sous-espace vectoriel.

Déduire, de ce qui précede, que les proprietés suivantes sont équivalentes :
1) g garde un signe constant.

ii) C(g) est un sous-espace vectoriel de E.

iii) C(q) =N.

. On suppose que E est de dimension finie = n, g de signature (s,7) et G un sous-espace vectoriel

de E totalement isotrope pour q.
a) Montrer que
dim(G) <n-—s et dim(G) <n-—t

b) Montrer que si H est un sous-espace totalement isotrope de E, alors G + H est totalement
isotrope, si et seulement si, H C G+.

c) Monter qu’il existe un sous-espace totalement isotrope F de E, tel que dim(F) = n —
max(s,t).

d) i) Soient M et N deux sous-espaces vectoriels, tels que F = (FNG) &M etG= (FNG)®N.

Montrer que M NN+ C G+

ii) Montrer que M NN+ NG = {0}.
iii) Montrer que G@ (M NN") est un sous-espace isotrope et déteminer sa dimension.

e) En déduire que tout sous-espace totalement isotrope est inclus dans un espace totalement
isotrope maximal de dimension n — max(s,?).

Exercice 34

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie = n, ¢ une forme quadratique sur E de signature
(n—1,1) et F un sous-espace vectoriel de E de dimension p.

On suppose qu’il existe xp € F, tel que g(xp) < 0.

1.

2. Montrer que la réstriction a Vect (xg
3. Montrer que F NVect(xo
4.

5. Montrer que E = F & F*.

Montrer que E = Vect (x) @ Vect (xo)™*.
)+ est définie positive.
)+ est de dimension p — 1.

Quelle est la signature de la réstriction de g a F' ?
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Exercice 35

Soient K un corps commutatif quelconque, ¢ un automorphisme de K et E un K-espace vectoriel de
dimension 7 sur K.

On dit qu’une application f : E X E — K est une forme 6-sesquilinéaire sur £, si

i) V(x1,00) EEXE,VyEE, f(x1+x2,y) = f(x1,y)+ f(x2,y),
ii) Ve K,Vx e E,Vy€e E, f(Ax,y) =Af(x,y),
iii) Vx e E, V(y1,y2) EEXE, f(x,y1+y2)=f(xy1)+ f(x,y2),
iv) VAe K,\Vxe E, Yy e E, f(x,hy) =c(A)f(x,y).
1. Montrer que le seul automorphisme de R est I’identité. Conclure.

2. Une forme o-sesquilinéaire f est dite alternée si
VxeE, f(x,x)=0

Montrer que si f est alternée non identiquement nulle, alors 6 = Idk et f antisymétrique.

3. Une forme o-sesquilinéaire f est dite hermitienne si

V(x,y) €EXE, f(y,x)=0(f(x,y))

Montrer que si f est hermitien, alors o2 = Idk.

4. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On suppose qu’il existe A € K, tel que

V(x,y) EEXE, f(y,x)=Af(xy)
Montrer que A = +1.

Exercice 36
Soient a un nombre réel et ¢ la forme quadratique définie sur R par :

Vx € R3, g(x) = x} 4 (a4 5)x3 + (a® +a+2)x3 + 4xyxy + 2x1x3 + 2(a+ 3)xax3

Déterminer la matrice de ¢ par rapport a la base canonique de R3.

En appliquant I’algorithme de Gauss, décomposer ¢ sous forme de carrés.

Déterminer, suivant les valeurs du parametre a, le rang et la signature de q.

Pour quelles valeurs de a, la forme quadratique ¢ définit-t-elle un produit scalaire sur R> ?

On suppose g = 3, déterminer une base g-orthogonale.

SN o

On suppose g = 0, déterminer le cone C,; des vecteurs isotropes de g.
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CHAPITRE 3
ESPACES EUCLDIENS

3.1 Produit scalaire

3.1.1 Définition et proprietés élémentaires

( Définition 3.2.

Soient E un R-espace vectoriel et f une forme bilinéaire symétrique sur E.

i) On dit que f est positif, si
Vx€eE, f(x,x) >0

ii) On dit que f est définie positive, si
Vx€E, x#0= f(x,x) >0

iii) On appelle produit scalaire sur E, toute forme bilinéaire symétrique définie positive.
iv) Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire s’appelle un espace préhilbertien réel.

v) Un espace préhilbertien réel de dimension finie s’appelle un espace euclidien.

Remarque 3.2.1
1. Tout produit scalaire est non dégénéré.
En effet, soit f un produit scalaire et soit y € E, tel que,

Vx€E, f(x,y)=0

Donc, en particulier, pour x =y, on a f(y,y) =0, doncy = 0.
2. Une forme quadratique q sur un R-espace vectoriel E est dite positive (resp. définie positive),
si la forme polaire associée a q est positive (resp. définie positive). Donc, on aura
q est posive <= Vx € E, gq(x) >0
(q est définie posive) <= (Vx € E, x # 0= ¢(x) > 0)

3. Une matrice symétrique réelle A est dite positive (resp. définie positive), si la forme quadratique
définie par la matrice A est positive (resp. définie positive). Donc, pour une matrice symétrique
A € M, (R) on aura,
A est posive < VX € R", 'XAX >0
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(A est définie posive) < (VX € R", X # 0= "XAX > 0)

Exemples
1. Le produit scalaire usuelle sur R" est défini par :

VxR Vy e R", f szyl

avec x = (X1,X2,...,Xp) €ty = (¥Y1,Y2,---,Vn)-
Donc R" muni de ce produit scalaire est un espace euclidien.

2. Soit f: M, (R) x M,,(R) — R Uapplication définie par :
V(A,B) € My(R), f(A,B) = tr('AB)

Alors, f définit un produit scalaire sur M, (R).
En effet, il est facile de vérifier que f est une forme bilinéaire.
Soit A € M, (R), avec A # 0 et A = (aij)1<i,j<n, alors on a

f(A,A) =tr('AA) = iZa,%,.

i=1k=1
On en déduit donc que f(A,A) > 0.

3. L(R)={(xp)n>0 € RN : Z x < oo} est un espace préhilbertien réel pour le produit scalaire
=0

défini par :
Vx € RN Vy € RN anyn

avec x = (xn)nzo ety = ()’n)nZO-
Ici, f est bien définie, car Vn € N, |x,y,| < %(x,% +)-

4. C([a,Db],R), le R-espace vectoriel des fonctions continues de |a,b] vers R, est un espace pré-
hilbertien réel pour le produit scalaire suivant :

9F € Cllasb),B), g < Clla. b)), (7.8) = [ F)g(o)a

11 est clair que @ définit une forme bilinéaire symétrique positive sur C([a,b],R).
Reste a vérifier que f est définie positive, pour cela, soit f € C([a,b],R), tel que f # 0.
f > 0et f continue donc il existe xo €|a,b] tel que f(xo) # 0. f est continue, donc |f| est aussi

()I

continue, donc pour € = [f(xo)] , il existe a.> 0, tel que pour tout x € [xg — Q,xo+ 0, on a

%If(XO) <|f(x)| < %\f(xo)\

Donc, on aura

b X0+ O X0+ O
0.0 = [ 7Pz [ ara 3 [ 02 = s > 0

0—o 0—o

5. Soit f: Q CR* — R une fonction de classe C* sur un ouvert Q de R". Pour chaque xo € ,
la matrice hessienne H (xy) au point xo, par :

Hixo) = (axiaxj (x0)> 1<i,j<n
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On sait, d’apres le théoréme de Schwartz, que H (xo) est une matrice symétrique et que si H(xo)
est définie positive, alors xy est un minimum local de f.
Rappelons que la forme quadratique q déterminée par la matrice H(xo) est définie par :

n n 82
V(hihy,... k) €R", q(hi,ho,. . he) =Y ) f.()q))h,-hj

S /= xiox;
[Proposition 3.3.}
Soit E un espace euclidien. Alors,
1) E possede au moins une base orthonormale.
ii) Pour tout sous-espace vectoriel F de E,ona|E =F & F L
iii) Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a F Ll —F.
Preuve
i) Soit f un produit scalaire sur E, puisque f est une forme bilinéaire symétrique sur E, alors E
posséde au moins une base orthogonale (e1,ea,...,e,) et puisque f est définie positive, alors

Vie{1,2,...,n}, f(ei,e;) > 0. Soit (vi,va,...,v,) le systeme défini par :

1
Vie{1,2,...,n), vi= e,
fleiei)

alors (vi,vy,...,vy) est une base orthonormale de E.

il) 11 suffit de vérifier que F est non isotrope.
Soit x € FNF*, alors f(x,x) =0, donc x =0, car f est définie positive.

iii) Un produit scalaire est non dégénéré, donc F- =F.

3.3.1 Notations et regles de calcul
Notations

Soit E un espace préhilbertien complexe muni d’un produit hermitien 4. Dans toute la suite, nous
adoptons les notations suivantes :

Vx € E,Vy € E, onpose f(x,y)=<x,y> et f(x,x)=|x|?

Reégles de calcul

i)

Vx €EWy €E, |lx+yl* = [lx]* +2 <x,y >+l

ii)

Vx €EWy €E, lx—yl* = lx]* =2 <x,y >+l

iii)

Vx € ENy € E, |lx+y|>+ lx—y|* =2(||x||*+ |ly|[*)| (Identité du prallélogramme)
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iv) Identité de polarisation :

Vx € E\Ny € E, <x,y>= 2 (|e+yl* = [Ix* = Iy]*)

(I 1% = [le=y[1?)

N S

Remarque 3.3.1
Notez que si < x,y >=0, alors on aura

ety 117 = e =y 11 = {1l + 1[I

3.3.2 Utilisation des bases orthonormales

Soit E un espace euclidien de dimension 7, muni d’une base orthonormale (e, ez, ..., ey).
Alors on a

1.

n
VxGE,x:Z<x,e,~>ei
i=1

n
VxeENy€eE, <x,y>= Z <x,ei ><ye >
i=1

n
Vx€E, x| =Y (< x,¢>)?
i=1

4. Si u est un endomorphisme de E et si A = (a;;)1<i,j<» la matrice de u par rapport a la base
orthonormale (ej,e,...,ey,), alors on a

Vie{l,2,...,n},Vje{1,2,...,n}, ajj=<u(e;),e; >

Preuve

n
1. Soit x € E avec x = Y, xpey, alors on aura
k=1

n
Vie{1,2,...,n}, <x,ef >= Zxk <ep,e;>=x; ((car < eg,e; >= ;)
k=1
2. Exercice.
3. Exercice.

4. A= (aij)1<i j<n = Mat(u, (ey,e,...,e,)), donc on a

n
Vje{l,2,...,n}, u(e;) = Zakjek
k=1

Donc,

n
Vie{l,2,...,n},Vje{1,2,...,n}, <u(ej,ei >= Zaki <er,ej>=a;; (car < ey, e >= )
k=1
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3.4 Inégalité de cauchy-Schwartz

[Théoréme 3.5.}

Soit E un R-espace vectoriel muni d’une forme blinéaire symétrique positive, alors on a

Vx € ENy €E, |f(x,y)| < Vf(xx)VFB,y)

Preuve
Soit (x,y) € E?, puisque f est positif, alors on a

VAER, f(Ax+y,Ax+y) = f(x,x)A% + 2 (x,y)A+ f(1,¥) > 0

il s’agit donc d’un polynAt'me de second degrAl’ en ) qui garde un signe constant, donc son discri-
minant est nAl’ gatif. Donc on a

fe,y)? = fx,x) f(r,y) <0

D’ou le résultat.

[Corollaire 3.6.]

Soit E un espace préhilbertien réel, alors on a

Vx€ENy€E, | <x,y>|<|x|lyl

Preuve
On sait que tout produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive, donc, en particulier, tout
produit scalaire est positive, donc, d’apres le théoréeme précédent, on a le résultat.

[Proposition 3.7.}

Soit E un espace préhilbertien réel, alors on a

| <xy>| = |Ixll[lyll <= (x,y) est lié

Preuve
(=) Supposons que | < x,y > | = ||x]|||y

, alors le discriminant du polynéme en \ :
P(A) = [[x]PA% =2 < x,y > A+ [ly|f?
est nul, donc il existe Ay € R, tel que P(Ay) = 0, donc on aura
Iox —yI|* = P(ho) =0

Donc hox —y =0, donc (x,y) est lié.

(<=) Supposons que (x,y) est lié, alors il existe a. € R, tel que y = ax, donc on aura

| <xy>|=]<xou>|=lalllx]® = |||yl
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Exemples
1. On considere R" muni de son produit scalaire usuel, alors ’inégalité de Cauchy-Schwartz se

traduit par :
1 1
n 2 (n 2
2 2
i=1 i=1

2. on considére I, (R) muni de son produit scalaire usuel, alors I'inégalité de Cauchy-Schwartz se

traduit par :
1 1
2 2
< (Z xn> (Z yn>
n=0 n=0

3. On considére C([a,b],R) muni de son produit scalaire usuel, alors I’inégalité de Cauchy-
Schwartz se traduit par :

\V/(Xl,xz,.-.,xn) ERnuv(yluyZV'wyn) GR”, XiYi
1

1

n

V(xn)n>0 € L(R),¥(yn)n>0 € L(R),

Y xuyn
n=0

1

vf € C(la,b),R), Vg € C({a, D], R), /abf(t)g(t)dt < (/abm)zdt)z (/abgu)zcﬂ)é

( Définition 3.8.

Soit £ un K-espace vectoriel, (K =R ou C). On appelle norme sur E, toute application
N : E — R, vérifiant les proprietés suivantes :

i) Vx€E, Nx)=0<=x=0,

ii) VAeK, Vx€ E, N(Ax) = |A|N(x),

iii) Vx e E, Yy € E, N(x+y) < N(x)+ N(y). (Inégalité triangulaire).

Dans ce cas, on dit que le couple (E,N) est un espace normé.

Notations

Soit (E,N) un espace normé, alors pour tout x € E, on pose ||x|| = N(x) et on lit "norme de x".
Si plusieurs normes sont définies sur E, on les désigne par ||.||1, ||-||2,

Exemples
Les normes usuelles de R" sont définies par :

n
Vx e R") |jx|l; = Z |xi |
i=1
1

n j
Vx e R", x|l = (Zx?)
i=1

VreR", [xlo= sup |x]
1<i<n

En utilisant les propriétés de la valeur absolue, il est facile de vérifier que les applications ||.||
et ||.|| définissent des normes sur R", par contre, pour établir 1’inégalité triangulaire concernant
Iapplication ||.||2, on utilise I’inégalité de Cauchy-Schwartz, comme le montre le corollaire suivant :
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( Corollaire 3.9. )

Soit E un espace préhilbertien réel, alors I’application dédinie par :

Vx €E, ||x]| =+v/<x,x>

est une norme sur E, appelée norme euclidienne sur E.

Preuve

Vérifions les trois proprietés de la définition d’une norme.

i) Un produit scalaire est défini positif, donc on a

VxeE, <x,x>>0<=x#0

Donc, par contraposée, on aura
VxeE, x=0<=|lx]| =0
ii) Soit A € R et soit x € E, alors on a
e = v/ < Aor e > = VA2 <xx > = N y<x x> = M|lx]
iii) Soientx € E ety € E, alors on a

e+ 311> = (el + IIy)° +2 <y >
< |lx|P+ |12 +2lx|llyll  (inégalité de Cauchy-Schwartz)
2
< ([l =+ 1lvIl)

Donc |[x+ || < [lxl[ + Iyl

3.10 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

(Théoreme 3.11.

Soient E un espace euclidien de dimension n et (vi,va,...,v,) une base quelconque de E.
Alors il existe une base orthonormale unique (ej,e,...¢,) de E, telle que :

i) Pourtout j € {1,2,...,n}, Vect(er,ez,...,ej) = Vect(vi,v2,...,v}).
ii) Pour tout j € {1,2,...,n}, <vj,e; >> 0.
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Preuve
On construit les vecteurs ey, ez, ..., e, par récurrence de la maniere suivante :

Vi

el = ——
vl

/

/ €
€ =Vva— < Vy,e1 >e1et er ==
€3]]

/

J e 1
€1 =Vl — Z <Vjt1,€k > € el eji] = ,H
= €1
J /
/ en
€, ="Vn— < Vp,€x > e et en = —
k=1 el

Puisque Vj € {1,2,...,n}, <vje; >=<¢),e; >= ||¢}|, alors on aura

Vje {1,2,...,71}, <vj,ej>> 0

Remarque 3.11.1
Soit (vi,va,...,v,) une base de E et (e, ey, ...,e,) la base orthonormale de E, obtenue en appliquant
le procécédé de Gram-Schmidt au systéme (vi,va,...,v,), alors on a
J
Vie{l,2,....n}, v;= Z <vj,ei>e;
i=1
Donc, si P est la matrice de passage de (ey,ey,...,en) a (vi,va,...,vy,), alors P est une matrice

triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont définis par :

Vie{1,2,...,n}, pi=<vje >

[Proposition 3.12 (Inégalité d’Hadamard).]

Soient E un espace euclidien orienté de dimension n et (vi,v2,...,v,) un systeme de vec-
teurs de E, alors
|det(vi,va, ., va)| < [valllivall--- [[val
Preuve
Sidet(vy,va,...,v,) =0, alors I'inégalité est trivial.
Sidet(vi,va,...,vy) #0, alors (vi,va,...,v,) est une base de E.
Soit (e1,ey,...,e,) la base orthonormale de E, obtenue en appliquant le procécédé de Gram-Schmidt
au systéme (vi,Vvy,...,vy), alors d’aprés la remarque précédente, on a

|det(vi,va,...,vp)| =< Vvi,e1 ><vo,e > - <wy,e, >|
< |illllvall---llvall  (d’aprés Cauchy-Schwartz)

Page 55 sur 135 Pr.Mohamed HOUIMDI



3.13 Changement de bases orthonormales - Orientation

Lemme 3.14.

Soit E un espace euclidien de dimension »n, muni d’une base orthonormale (ej,ez,...,¢e;,).
Soit (v,v2,...,v,) un systeme quelconque de vecteurs de E, tels que

n
Vie{l,2,....,p},vj= Zaijei
i=1

Soit A la matrice de M,, ,(R) définie par A = (a;;)1<i<n,1<j<p, alors on a

AA = (< vi,vj >)1<ij<p

Preuve
Puisque (e}, ea,...,e,) est une base orthonormale, alors pour tout x € E, on a

n
X = Z <X,e; > ¢
i=1
Donc, en particulier, on a
Vie{l,2,...,n},Vie{1,2,...,n}, a;j=<vj,e >
Posons, maitenant, "AA = (0;})1<i j<p, alors pour tout (i, j) € {1,2,...,n}? ona

Qjj = Z Akidkj
k=1

<V, e >< Vv, ep >

ngE

k

1

n
=<vi,vj> (carVx€ENy€E, <x,y>=)Y <xe><ye>)
k=1

[Théoréme 3.15.]

Soient E un espace euclidien de dimension 7, et y deux bases orthonormales de E et P la
matrice de passage de [ a7, alors on a

PP=PP=1
Preuve
Soient B = (e1,e2,...,,), Y= (vi,v2,...,v) et P = (pij)1<i j<n, alors on a
n
V(l,]) € {1,27...,11}2, V= Zpijei
i=1

Donc, d’apres le lemme précédent, on a
; 1 sii=j
PP = (<vi,vj >)1<ij<n = 0ij = o
0 sii#j

Donc 'PP = I, par suite on a aussi PP = I.

Page 56 sur 135 Pr.Mohamed HOUIMDI



( Définition 3.16. )

Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale , si AA = 1.

Remarque 3.16.1
1. Si A est une matrice orthogonale, alors A est inversible et on a

ATl =1
2. Si A est une matrice orthogonale, alors
det(A) = +1
En fait, on a'AA = I, donc det(AA) = det(I) = 1, donc det(A)? = 1.
3. Fixons une base orthonormale 3 de E et soit y une autre base orthonormale de E.

Soit P la matrice de passage de B a v, alors d’aprés le lemme précédent, P est une matrice
orthogonale, donc on aura detg(y) = det(P) = £1

[Proposition 3.17.}

Fixons une base orthonormale 3 de E et considérons la relation & définie sur I’ensemble B
de toutes les bases orthonormales de E, par :

B1 R B2 <= detg(B1) = detg(B2)

Alors R est une relation d’équivalence ayant deux classes d’équivalence C et ( définies
par :
Ci={yeB:detg(y) =1} et G={yc B:detg(y) =—1}

Preuve
Exercice

( Définition 3.18. )

i) Un espace euclidien orienté est un couple (E,3), ol E est un espace euclidien et 3 une
base orthnormale de E fixée.

ii) Si (E,B) est un espace euclien orienté et si y est une base orthonormale de E, tel que
detg(y) = 1, on dit que 7 est une base orthonormale directe.
Dans le cas contraire, on dit que Y est une base orthonormale indirecte.

Remarque 3.18.1
1. En pratique, pour simlifier, on dit soit E un espace euclidien orienté, donc, sous-entendu, E est
menu d’une base orthonormale .
2. Soit E un espace euclidien orienté de dimension n et soit S = (vi,vy,...,v,) un systéme de n
vecteurs de E. Alors le déterminant de S ne dépend pas de la base orthormale directe choisie.
En effet, soit Y une base orthonormale directe, alors on a

dety(S) = dety (y) ety B(S) = dety($) (car det(y) = 1)

Donc, dans un espace euclidien orienté, det(S) désigne le déterminant de S par rapport a
n’importe quelle base orthonormale directe.
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3.19 Produit vectoriel

3.19.1 Formes linéaires d’un espace euclidien

[Proposition 3.20.}

Soit E un espace euclidien, alors pour toute forme linéaire ¢ de E, il existe un unique y € E,
tel que

Vx e E, ¢(x)=<ux,y>

Preuve
On sait que le produit scalaire sur E est, en particulier, une forme bilinéaire symétrique non dégénéré,
donc Uapplication ® : E — E* définie par :

Vy€eE,VNx€E, ®(y)(x)=<x,y>

est bijective.
Donc pour chaque ¢ € E*, il existe un unique y € E, tel que ®(y) = @ et ainsi, on aura

Vx € E, o(x)=D(y)(x) =<x,y>

3.20.1 Définition et proprietés du produit vectoriel

(Théoreme 3.21.

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Alors pour tout couple de vecteurs (u,v)
de E, il existe un unique vecteur w de E, tel que

Vx € E, det(u,v,x) =<x,w >

Dans ce cas, w s’appelle le produit vectoriel de u et v et se note u A v.

Preuve
Considerons I’application ¢ : E — R définie par

Vx € E, @(x)=det(u,v,x)

Puisque le determinant est une forme multilinéaire, alors @ est une forme linéaire sur E, donc d’aprés
le théoreme précédent, il existe un unique w € E, tel que

Vx € E, @(x)=det(u,v,x) =<x,w>

Remarque 3.21.1
1. Le produit vectoriel u \v de deux vecteurs u et v est caractériser par

Vx € E, det(u,v,x) =<x,ulv>

2. Soit (e1,e2,e3) une base orthonormale de E, alors on sait que

Vx€eE, x=<ux,e; >ej+ <x,e2>er+ <x,e3>e3
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Donc, en particulier, on a

uNv=<uAlAver >ei+ <ulve >er+ <uNvez > e3
= det(u,v,e1)e; + det(u,v,ez)es +det(u, v, e3)es

Donc si u = uje| +ugzer +uzes et v=vie; +vaey + vies, alors w = wie; +waez + wses, ot
w1, W2, W3 sont déterminés par

u v2
usz v3

up vi
uz v3

up vi
u v2

wy = ) I wy =

3. Si (e1,e,e3) est une base orthonormale direecte de E, alors on a

’el/\ezzeg,, ey Ney =e; et 63/\61262‘

En effet, on a
e1 Ney = det(ey,ep,e1)e; +det(er,er,e2)er +det(er, er,e3)e3 = det(er,ea,e3)e3 = e3

De la méme maniere on vérifie que ey \e3 = e et e3\Ney = e3.

[Proposition 3.22.]

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Alors on a

i) Vue EYweENweE, uhN(v+w)=(uAv)+uAw)et (u+v)Aw=(uAw)+(vAw).
i) VAeRVuec EVYweE, (Au) Av=uA(hv) =AMuAv).

iii) Vue EVYweE, uANv=—vAu.

iv) Vue EYve E, <u,uhv>=<vu/Av>=0.

V) uAv=0<= (u,v)estlié.

Preuve
i) Pourtoutx € E, on a

<uN(v+w),x >=det(u,v+w,x)
= det(u, v, x) + det(u, w,x)
=<uNv,x >+ <uAwx>
=< (uAv+uiw),x>

Donc,Vx € E, <ul(v+w),x >=< (uAv+uAw),x >, par suite, u N (v+w) =uAv+uw).
ii) Pourtoutx € E, on a

< (M) Av,x > = det(Au, v, x)
= Adet(u,v,x) =A< uAv,x>
= det(u,Av,x) =< uAN (v),x >
Donc, (M) A\v=uN(Av) = MuAv).
iii) Pourtoutx € E, ona
< uAv,x > = det(u,v,x)

= —Adet(v,u,x)
=< —(vAu),x>

Doncu/ANv=—vAu.
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iv) Pouruc Eetve E, ona
<uAvu>=det(u,v,u) =0 et <vAu,v>=det(v,u,v) =0

V) (=) Supposons que u Av = 0, puis supposons, par absurde, que (u,v) est libre.
Soit xg € E, tel que xo ¢ Vect(u,v), alors (u,v,xg) est libre, donc det(u,v,xg) # 0.
Ce qui est absurde, car V¥x € E, det(u,v,x) = 0.
(«<=) Supposons que (u,v) est lié.
Siu=00uv=0,alorsuNv=20.
Siu+#0etv#0, alors il existe o € R, tel que v = o, donc on aura

uNv=uA(owm)=a(uAu)=0 (carVu€eE, uNu=0)

Remarque 3.22.1
Si (u,v) est libre, alors (u,v,u Av) est une base de E.
En effet, on a
det(u, v, u AV) =< u Av,u Av >= |lu Av|?

Puisque (u,v) est libre, alors, d’apreés la proposition précédente, u \v # 0, donc det(u,v,u Av) # 0 et
par suite (u,v,u \v) est une base de E.

 Proposition 3.23. ]

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Alors

2 2 21012 2
V(u,v) € E5, JluAv|l” = [lull"lvll* = (<u,v>)

Preuve

Si (u,v) est lié, alors on sait que < u,v >= ||u||||v|| et u Av =0, d’oit le résultat.

Si (u,v) est libre, alors (u,v,u\v) est une base de E. Soit P la matrice de passage de la base (u,v,u/\v)
a une base orthonormale de E, alors d’apres le lemme précédent, on a

<u,u> <u,v> <u,uNv> lul>  <u,v> 0
PP=| <vu> <vv> <vurv> | =|<uv> |v|? 0
<ulhvu> <ulAvyv> <uAv,uAv> 0 0 | Av|?

Donc, d’une part, on aura
det('PP) = det(P)? = det(u,v,u Av)> = (< uAv,u Av>)> = [Junv|*
D’aure part, on a
2 201,112 2
det('PP) = [lu Av|[* (Jlul*[IV]I* = (< u,v >)%)

Par suite, on aura
4
uAvl[* =l AV (lulP[[v]]* = (< u,v>)?)

Donc [|uAv|[> = [|ul*[[v]]* — (< u,v >)2
Remarque 3.23.1
1. Silul|=||v|| =1 et <u,v>=0, alors (u,v,u \v) est une base orthonormale directe de E.

En effet, on a
det(u,v,u Av) = [lu Av|* = [Jul* V] = (< u,v >)* =1
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2. Soient u et v deux vecteurs non nuls, alors d’apres la proposition précédente, on a

lunv]®  <u,v>2

=1
el 2Pv[12 el (v
Donc, il existe un unique 0 € [0, 7], tel que
> A
cosf= "7 o ging = lunvi
[[uel[ [V [[uel [ ||V

Dans ce cas, 9 s’appelle I’angle non orienté formé par les vecteurs u et v.

[Proposition 3.24 (Formule du double produit Vectoriel).]

Soient E un espace euclidien, u, v et w trois vecteurs de E, alors on a

uN(VAW) =<u,w>v—<u,v>w

Preuve
i) Sil’un des trois vecteurs est nul, alors il est clair que la proposition est vérifiée. Donc dans la suite,
on peut supposer que les trois vecteurs sont non nuls.

ii) Si (v,w) est lié, alors vAw =0, donc u\ (v Aw) =0.
D’autre part, puisque v et w sont non nuls, alors il existe o € R, tel que w = o, donc on aura

<uw>v—<uyv>w=<uov>v-<uyv>v=o<uv>v—o<uv>v=_0

Donc, dans ce cas, la proposition est vérifiée.

iii) Si (v,w) est libre, alors F = Vect(v,w) est un espace euclidien de dimension 2. Soit (ey,e;) une
base orthonormale de F, avec e; = ﬁ et soit ez un vecteur de E, tel que (ey,ey,e3) soit une
base orthonormale directe de E. Alors on aura

w=de;| + ey et v=ae|+bey+ce3
Donc, d’une part, on a
uN(vAw)=uN(vA (e +Pey))
=u/(Bllvller Ne2)
=Blvlunes
= B||v||(ae1 A esz+bey Aes)
= Bl[vl|(ber —ae2)
D’autre part, on a

<u,w>v— <u,v>w=<aey +bey+ces,der +Bey > v— < aey +bey +ce3,v > (e + Pez)
= (ao.+bP)|[v]ler — al[v]|(cer + Pe2)
= B[v]|(ber —ae2)

D’oun le résultat.

Remarque 3.24.1
On a aussi
(WAVYAW=<uw>v—<vw>u

Donc le produit vectoriel n’est pas associatif. En fait, on montrer, voir exercices, que

uN(vAWwW) = (uAv) Aw <= (vu Aw) est lié
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3.25 Exercices

Exercice 37
Dans chacun des cas suivants, déterminer les valeurs du parametre réel a pour lesquelles la forme
quadratique g définit un produit scalaire sur R3 :

a) g(x) = x% —I—x% +(a+ 12)x§ — 6x1x3 + 4x2x3.
b) g(x) =3+ (a+5)x3 + (a* + a+2)x3 +4x1x2 + 2x1x3 + 2(a + 3)x2x3.

Exercice 38
Soient £ un R-espace vectoriel quelconque et g : E — R, telle que

V(x,y) EEXE, q(x+y)+q(x—y) =2q(x)+2q(y)

On considere I’application f : E X E — R, définie par :

V(x,y) €EXE, f(x,y) = %(Q(Hy) —q(x—Y))

1. a) Montrer que ¢(0) = 0.

b) Montrer que Vx € E, g(—x) = g(x).

¢) En déduire que V(x,y) € E X E, f(x,y) = f(y,x).

d) Montrer que Vy € E, f(0,y) = 0.
2. Montrer que

V(x,32) € B, f(x+y,2) + flx—y2) = 2f(x,2)

3. Montrer que

a)

Vp € Z, ¥(x,2) € E*, f(px,2) = pf(x,2)
b)

V¥p € Z,Vg € N*, ¥(x,z) € E?, f<§x,z> — §f<x,z>

4. On suppose que I’application @ : R — R définie par @(z) = g(tx +y) est continue sur R.
Montrer que f est bilinéaire symétrique.

5. Soit (E, || -||) un espace normé dont la norme vérifie I’identité du parallelogramme :
V(x,y) € B2, x+yl? + = ylI* = 2(xl* + 2|ly]1*
Montrer que la norme | - || est défini par un produit scalaire.

Exercice 39
Soient E un espace euclidien, F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que

(FNG)r =FL4+G* et (F+G)t=F'nG*t

Exercice 40
Soit E un espace préhilbertien réel x et y deux vecteurs de E. Montrer que

<xy>=0<=VAeR, |x+NAy| >|x]

Exercice 41
Soient E un espace préhilbertien, x et y deux vecteurs non nuls de E. Montrer que

_ [l
B

Xy
Il Iyl
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Exercice 42 (Egalité de la médiane)
Soient E un espace préhilbertien réel, x, a et b trois vecteurs quelconques de E. Montrer que

2 2 2
lx—al"+[x—bf" 1
= —lla—b|?

a+b
x_
2 4

2

Exercice 43
Soient E un espace euclidien, x et y deux vecteurs de E, avec x # y. Montrer que pour tout z € E, on a

=zl +ly =zl =[x =yl == Fac[0,1] : z= (1 -a)x+ay

Exercice 44
Soient E un espace euclidien, a € E et (a, B,Y) € R?. Résoudre, dans E, 1’équation

oa<x,x>+B<x,a>+y=0

Exercice 45
Soit @ : R, [X] x R, [X] — R I"applcation définie par :

o(P.0) = ¥ P(K)OK)
k=1

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R, [X].

Exercice 46
Soient a, b deux nombres réels et f la forme bilinéaire définie sur R? par :

V(x,y) € R* xR, f(x,y) = x1y1 +2x1y2 +axay1 +x2y2

1. A quelle condition sur (a,b), f définit-elle un produit scalaire sur R? ?
2. On suppose a =2et b =5.
a) Préciser la norme définie par f.
b) Ecrire I'inégalité de Cauchy-schwartz pour cette norme.
Exercice 47
Soient E un R-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E, N(g) le noyau de g et C(g) le cone

des vecteurs isotropes de g.
Montrer que g garde un signe constant si, et seulement si, C(q) = N(gq).

Exercice 48

R3 est muni de son produit scalaire usuel et (e1,e,e3) sa base canonique. Soient vi = ej 4¢3 + €3,

Vo) =eq+epetvy =ej.

a) Vérifier que (v1,v,v3) définit une base de R3.

b) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la base (v, v»,v3) pour obtenir une base orthonormale
(u,v,w).

Exercice 49 (Quelques applications de I’inégalité de Cauchy-Schwartz)

1. Soient x1,x3,...,x, des nombres réels strictement positifs, tels que ) x; = 1. Montrer que
i=1

> n?

(ngE

1
Xi

i=1

Etudier le cas d’égalité.
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10.

11.

. Soient x1,x2,...,x, des nombres réels quelconques. Montrer que

n
¥
i=1

ol
i=1

Etudier le cas d’égalité.

. Soit (x1,x2,...,x,) € R". Montrer que

n 2 n
<Z xk) < an,%
k=1 k=1

Etudier le cas d’égalité.

. Soient x1,x2,...,x, des nombres réels strictement positifs. Montrer que
1 1 1 2
(xi+x+-tx)(—+—++—)=n
X1 X2 Xn

Etudier le cas d’égalité.

Soit (x1,x2,...,Xx,) € R". Montrer que

2
1 n n
2\/5 (Zxk> < l_le]%\/E

i=1

Etudier le cas d’égalité.
Soit (x,y,z) € R3, tel que x> 4 y? 4+ z> < 1. Montrer que

(x+2y+32)2 < 14

Etudier le cas d’égalité.

. Soit (x,y,z) € R?, tel que x> 42y 4 372 < 1. Montrer que

11
(x+y+2)* < 3
Etudier le cas d’égalité.

Soit P € R[X] un polyndme a coefficients > 0. Montrer que

¥(x,y) € RE, P(yxy)? < P(x)P(y)

. Montrer que

V(x,y) €R?, xv/ Y2+ 14+yV2+1 < 4+y>+1

Montrer que pour toute fonction continue f : [a,b] —> R, on a

( [ If(t)ldf>2 <t-a) [ sl

Pour quelles fonctions a-t-on 1’égalité ?

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et strictement positive. Montrer que

(/jf(t)dt) (/b%) > (b—a)?

Etudier le cas d’égalité.
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12. Soit f: [a,b] — R une fonction continue et positive. Pour chaque entier n > 0, on pose

lei/%tﬁf@)dr

Montrer que V(n, p) € N>, I? +p < bnlp. Etudier le cas d’égalité.

13. Soient E un espace euclidien, vy, vy,...,v,, n > 1, des vecteurs de E. Montrer que

n

2
n
2
([ <n ) vl
i=1 i=1

Exercice 50
M, (R) est muni de son produit scalaire usuel :

V(A,B) € M,(R)?, <A,B>=tr('AB)

1. Montrer que la base canonique (E;;)i<; j<x est une base orthonormale de M, (R).
2. Montrer que S,(R)* = 4,(R).

3. Montrer que
VA € M,(R), tr(A) < v/n\/tr('AA)

Etudier le cas dégalité

Exercice 51
Soient £ un espace euclidien, o € R, u, v et w trois vecteurs de E, tels que

<uy>=<u,w>=<v,w>=u

a) Montrer que —% <a<l.

IN

b) Montrer que (u,v,w) est libre, si, et seulement si, —% <a<l.

Exercice 52
Soient E un espace euclidien, n un entier > 2 et S = (v, v2,...,V,) un systeme de vecteurs de E, tels
que

V(i /) € {1,2,...,n}, i# j=<vi,v; ><0

Montrer que rg(S) >n—1.

Exercice 53
Soient E un espace euclidien et S une partie de E, telle que

V(x,y) € 82, <x,y>=—1

1. Etablir que S est finie.

2. Montrer que
1

— <1
LI
Exercice 54
Soit E un espace préhilbertien. On suppose qu’il existe un systéme de vectreurs (ey,es,...,e,) de E,

tels que
n

Vx€eE, x> =Y (<xe>)
i=1
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1. Montrer que pour tout (i, j) € {1,2,...,n}, <ejej >=79;;.
2. Soit F =Vect({e1,ea,...,e,}) etsoitx € E.

n
Onposey= Y < x,e; >e;, calculer ||x—y| eten déduire que E = F.
=1

1=
Exercice 55
Soient E un espace euclidien et (vq,vy,...,v,) un systtme lié de vecteurs unitaires, tels que
Jou# 1 : V(i j)e{l,2,...,n}, i# j=<v,v;>=0
Montrer que
a) v+t +v, =0,
_ 1
b) o= —;7,
c) rg(vi,va,...,vy) =n—1.
Exercice 56
Soit ¢ la forme bilinéaire définie sur R par :

Q(x,y) = (x1 —2x2)(y1 — 2y2) +x2y2 + (x2 +x3) (y2 +¥3)

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R3.

2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique (ej,e>,e3) de R3.

3. A Tl’aide de Gram-Schmidt, orthogonaliser la base canonique de R3 pour le produit scalaire @.
Exercice 57 (Formule du double produit vectoriel)
Soient u, v et w trois vecteurs d’un espace euclidien de dimension de dimension 3

1. Montrer que

uN(vAw) =<u,w>v—<uyv>w

2. Montrer que

det(u Av,v Aw,w Au) = det(u, v, w)?

3. Montrer que
uN(VAW) = (uAv) A\w <= (vu Aw) est lié
4. Montrer que
uN(VAW)+wA(uAv)+vA(wAu) =0 (Identité de Jacobi)

Exercice 58
Soient £ un espace euclidien orienté de dimension 3, a, b, c et d quatres vecteurs de E.
Montrer que

a) <aAb,cNhd >=<a,c><b,d>—<a,d><b,c>.

b) (aAD) N (cNd)=det(a,b,d)c—det(a,b,c)d.

Exercice 59

Soient a et b deux vecteurs d’un espace euclidien orienté de dimension 3, avec a # 0.

1. Etudier I’équation a Ax = b.
(Indication : on cherchera une solution particulieére sous la forme x = a A y).

2. Soient u, v et w trois vecteurs de E. Trouver trois vecteurs x, y et z de E, tels que

U=xANy
Vv=yAZ
w=2zZAX

(Indication : on pourra caculer u A v).
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CHAPITRE 4

ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE
EUCLIDIENS

4.1 Endomorphisme adjoint

[Proposition 4.2.}

Soit E un espace euclidien. Alors pour tout endomorphisme u de E, il existe un unique
endomorphisme v de E, tel que

Vx€€E,Vy€E, <u(x),y>=<x,v(y)>

Dans ce cas, v s’appelle I’adjoint de u et se note u”*.

Fixons y € E et considerons I’application @, : E — R définie par :
Vx e E, @u(x) =<u(x),y>
Alors @, est une forme lin€aire, donc il existe un unique z, € E, tel que
Vx€eE, @y(x)=<x,2,>

Considerons I’application v : E — E qui a chaque y fait correspondre v(y) = zy.
Alors v est linéaire, en effet, soient y; € E, y, € E et A € R, alors on a

Vx € E, <x,v(Avi+v2) > =<u(x),Avi +v >
=A<u(x),y1 >+ <u(x),ys >
=L <x,v(y1) >+ <x,v(y2) >
=<x,Ww(y1)+v(y) >

Donc Vx € E, <x,v(Ay1+y2) —Av(y1) —v(y2) >=0, par suite
V(Ay1 +y2) = Mv(y1) —v(y2) =0

Donc v est linéaire.
Soit w un autre endomorphisme de E, tel que

Vx e E,Vy€E, <u(x),y>=<x,w(y)>
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Alors, on aura
Vx e E, Yy € E, <x,v(y)>=<x,w(y) >

Ainsi, on en déduit que Vy € E, w(y) =v(y).

[Proposition 4.3.}

Soit E un espace euclidien. Alors on a

i) YueL(E), u™ =u.

ii) Vue L(E),Yv € L(E), (u+v)* =u*+v".
iii) VA e R,Vu € L(E), (Au)* = Au*.

iv) Vue L(E),Y € L(E), (vou)* =u*ov*.

v) Si B est une base orthonormale de E et si A = Mat (u,3), alors on a

Mat(u*,B) ="Mat (u,B)

Preuve
i) Soit w=u** = (u*)*, alors w est 'unique endomorphisme de E vérifiant

Vxe ENNy € E, <u*(x),y>=<x,w(y) >
Or; par définition de ’adjoint, on a

Vxe ENy€eE, <u*(x),y>=<x,u(y) >
Donc u** = u.

ii)

VxeENYy€EE, <(u+v) (x),y>=<x,(u+v)(y) >
=<x,u(y) >+ <x,v(y) >
=<u*(x),y >+ <v'(x),y>
=< (u"+v)(x),y >

Donc (u+v)* =u*+v*.
iii) Se démontre de la méme maniere que ii).

iv) Pour tout x € E et pour touty € E, on a

< (vou)*(x),y>=<x,(vou)(y) >=< x,v(u(x)) >=<v*(x),u(y) >=<u*(v*(x)),y >=< (u* ov*)(x),y >
Donc (vou)* =u*ov*.

V) Soient 3 = (ey,ey,...,e,) une base orthonormale de E, A la matrice de u et B la matrice de u* par
rapport a B, alors on sait que

V(l,‘]) € {1727-“7”}27 bij =< M*(ej)uei >= ej?”(ei) >=< u(el')aej >= aji

Donc B ="A.
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[Proposition 4.4.}

Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme de E, alors
i) ker(u*) = Im(u)*.
ii) Im(u*) = ker(u)*.

iii) Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F est stable par u*.

Preuve
i) Soity € E, alors on a
y€ker(u”) <= u*(y) =0
<= Vx€eE, <u'(y),x>=0

<= Vx€eE, <yu(x)>=0

—yecimu)*

Donc ker(u*) = Im(u)™*.
ii) D’apres i), on a
ker(u) = ker(u**) = Im(u*)*

Donc, on aura
ker(u)* = 3 (u*) ™ = Im(u*)

iii) Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Vérifions que F* est stable par u*, pour cela
soity € Ft et soitx € F, alors on a

<u(y),x >=<yu(x) >=0 (caru(x) €F ety F)

Donc F* est stable par u*.

4.5 Projection orthogonale

4.5.1 Projection suivant une direction

( Définition 4.6.

Soient E un K-espace vectoriel quelconque, F un sous-espace vectoriel de E et G un sup-
plémentaire de F' dans E. On appelle projection sur F parallelement a G, I’application p
définie par :

p:E=F®G—E

x=x1+x+— p(x) =x

Remarque 4.6.1
Si p est la projection sur F parallelement a G, alors on a

i) p? = p, c’est a dire p est un projecteur de E.
ii) Im(p)={x€E : px)=x}=F;
iii) ker(p) =G.
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[Proposition 4.7.}

Soient E un K-espace vectoriel et u un projecteur de E, alors on a
i) Vx€E, u(x)—x € ker(u).

ii) Im(u) ={x € E : u(x) =x}.

iii) £ =Im(u) ®ker(u).

iv) u est la projection sur Im(u) parallelement a ker(u).

Preuve
i) Pourx € E, on a u(u(x) —x) = u*(x) —u(x) = 0, (car u*> = u).
ii) Siu(x)=ux, alors x € Im(u).
Réciproquement, si x € Im(u), alors il existe y € E, tel que x = u(y), donc

u(x) = uu(y)) = u*(y) = u(y) =x (caru® =u)

iii) Soit x € ker(u) NIm(u), alors u(x) =0 et u(x) =x, donc x=0.
Pour x €E, onax = (x—u(x)) +u(x), avec x —u(x) € ker(u) et u(x) € Im(u).

iv) E =Im(u) @ ker(u), donc pour x = x1 +x2, alors u(x) = u(x1) = x;.
Donc u est la projection sur Im(u) parallélement a ker(u).

4.7.1 Définition et proprietés d’une projection orthogonale

Rappelons que si E est un espace euclidien, alors pour tout sous-espace vectoriel F,ona E =F @ F .
Dans ce cas, F s’appelle le supplémentaire orthogonal de F.

( Définition 4.8.

Soient E un espace euclidien et ' un sous-espace vectoriel de E. On appelle projection
orthogonale sur F, qu’on note pr, la projection sur F parallelement 3 F- :

prE=F®F+ —E
X =x1+x—> pr(x) =x

Remarque 4.8.1
1. Pour tout sous-espace vectoriel de E, on a

prpL =1dg — pF

2. Soientx € E ety € E, alorson a

yeF

y=pr(x) < qet

\x—yEFL

(yEF

> qet

(VzEF, <x—y,z>=0
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3. Soient E un espace euclidien et u un projecteur de E, alors on sait que u est la projection sur
Im(u) parallélement a ker(u), donc

(u est une projection orthogonale) <= ker(u) = Im(u)™*

[Proposition 4.9.]

Soient E un espace euclidien et u un projecteur de E, alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

i) u est projection orthogonale,
ii) u* =u,
iii) Vx € E, [Ju(x)|| < ||x||-

Preuve
i) = ii) Supposons que u est une projection orthogonale et montrons que u* = u.
Puisque u est une projection orthogonale, alors ker(u) = Im(u)*, donc
Vxe E,Ny€E, <u(x),y—u(y)>=0
Soient x e E ety € E, alors on a

u(x),y > =<u(x),(y—u(y)) +uly) >
=<u(x),y—u(y) >+ < u(x),u(y) >
=<u(x),u(y) > (car <u(x),y—u(y) >=0)

< (u(x) —x) +x,u(y) >

=<u(x) —x,u(y) >+ <x,u(y) >

=<x,u(y) > (car <u(x)—x,u(y) >=0)
DoncVx € ENNy € E, <u(x),y>=<x,u(y) >, donc d’apres l'unicité de I’adjoint on a u* = u.

il) = iii) Supposons que u* = u et soit x € E, alors on a

() =< u(x), u(x) >
=<u"(u(x)),x >
=< u*(x),x> (caru* =u)
=< u(x),x> (caru*=u)
< |lux)||||lx|| (d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz)
DoncVx € E, |Ju(x)| < [x||.
iii) = i) Supposons que Vx € E, ||u(x)|| < ||x|| et montrons que u est une projection orthogonale.
Pour cela, il suffit de montrer que ker(u)* = Im(u).
Soit y € ker(u)*, pour montrer que y € Im(u), il suffit d’établir que u(y) = y.
lu(y) =y =< uly) = y,u(y) =y >
) = y,uly) > = <uly) —y,y >
)—y,u(y) > (caru(y) —y € ker(u) et y € ker(u)")
),u(y) > — <yu(y) >

=<u(y),uy) >— <y, (uly)—y)+y>

=<u(y),u(y)>—<yy> (car <yu(y)—y>=0)

= [l 1> = II¥?

<0 (carVxeE, [lu(x)]] <|x]|)

Page 71 sur 135 Pr.Mohamed HOUIMDI



Donc ||lu(y) —y|| =0, par suite, u(y) = y. Ainsi ker(u)* C Im(u).
Or,ona

dim(ker(u)) +dim(/m(u)) = dim(ker(x)) 4 dim(ker(u)*) = dim(E)

Donc dim(ker(u)*) = dim(Im(u)), par conséquent, ker(u)* = Im(u).

[Proposition 4.10.]

Soient E un espace euclidien, F un sous-espace vectoriel de E et (vi,V2,...,V,) une base
orthonormale de F, alors

p
Vx €E, pr(x)= Z < X,V >V
i=1

Preuve
On sait que pour tout x € E, on a pp(x) € F. Puisque (vi,v2,...,vp) est une base orthonormale de
F, alors on a

pr(x) = Zp:l < pr(x),vi >
i
On sait aussi que ker(pr) = F* et Im(pr) = F, donc on aura
Vxe ENyeF, <x—pr(x),y>=0 (carx— pr(x) € ker(pr))
Ainsi, on aura
Vxe EVie{1,2,....p}, <x,vi>=<(x—prx))+prx),vi >=< pr(x),v; >
D’ou le résultat.

Exemples
1. Soit F une droite vectorielle de E, donc F = Vect(xy) avec xo # 0.

Yy = Hi_g\l est une base orthonormale de E, donc on aura

2. Soient H un hyperplan de E et xo un vecteur non nul orthogonal & H, alors H- = F, oul
F = Vect(xp), donc on aura

pu =1dg — pr

Ainsi, d’apres la remarque précédente, on a

< X,Xx9 >

Vx€E, pg(x)=x—
|Ixo|>

X0

3. R3 est muni de son produit scalaire usuel. Trouver la matrice, par rapport & la base canonique
(e1,e2,e3) de R, de la projection orthogonale sur la droite vectoriel F = Vect (e — e3).
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Posons xo = e| — e3, alors ||xo|| = /2, donc on aura

( < eyp,xg >
pF(el)_ Hx0||2 xo:%xoz%(el_Q)
< ep,xp >
pr(e2) = 0=0
0|2
< ez, xp >
ka(e3) = HXOHZ 0= —73% _%(61 —e2)
Donc, on aura
1 1 0 -1
Mat(pr,(e1,e2,e3) = 3 0 0 O
-1 0 1

. R* est muni de son produit scalaire usuel. Trouver la matrice, par rapport a la base canonique
(e1,e2,e3,e4) de R3, de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel F = {(x,y,z,t) €
R* : x+y+t=0>}

On remarque que F un hyperplan de R* et xo = e| + e2 + e4 est un vecteur orthogonal a F,
avec ||xo| = \/3, donc on aura

< X,Xp >

Vx e R, pr(x) =x 3

X0

Donc on aura
( <etr,xp >

pF(el) =e| — TX() = %(261 —62—64)
< ey, xp >

pr(ez) =ex— 3 N0= 1(—e1+2er—e4)
< ez, xp >

pr(e3) =e3— 3 0=e3
< eq,xp >

\PF(€4) =e4— 3 0= 1(—e1 —ex+2e4)

Donc, on aura
2 -1 0
1f-1 2 0 -1
Mat(pF,(€17€2,e3,e4)) = 5 0 0 |
-1 -1 0

. R* est muni de son produit scalaire usuel. Trouver la matrice, par rapport a la base canonique
(e1,e2,e3,e4) de R3, de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel F = Vect(ej +
ey, el + 84).

Dans ce cas, pour déterminer l’expression de pr, on doit chercher une base orthonormale
de F. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient une base
orthonormale (vi,v;) définie par

1 1
vi=——=(e;j+er) et v = —(e; —er+2e
1 \/2(1 2) 2 \/5(1 2 4)

Donc, d’apres la proposition précédente, on aura

Vx €E, pr(x) =<x,vi >vi+ <x,v3 >
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Ainsi, on aura

(pF(el) =<e1,v1 >vi+ <ei,v >V =1(e1+e)+¢(e1 —ex+2es) = £(Tey +2er+2e4)
pr(er) =< ez, vi >vi+ <ez,vy >vy = %(61 +er) — %(el —er+2es) = %(7(31 +7er—2eq)

pr(e3) =<ez,vi >vi+ <e3,va >y =0

\pp(e4) =<e4,v] >Vi+<eq,vy>vy= %(261 —2ey +4ey)

Donc, on aura

7 7 0 2

1|2 7 0 =2
Mal(pF7(€17€2,€3,€4)):6 50 0 o
2 -2 0 4

4.10.1 Distance d’un point a un sous-espace vectoriel

( Définition 4.11. )

Soient (E, || -||) un espace normé, x € E et A une partie non vide de E. On définit la distance
de xa A, qu’on note d(x,A), par

d(x,A) = inf [lx —y|
YEA

Rappelons qu’un espace euclidien E est un espace normé et que la norme est définie a I’aide le produit

scalaire par :
Vx€E, |lx|=v<xx>

[Théoréme 4.12.}

Soient E un espace euclidien et F' un sous-espace de E, alors

Vx €E, d(x,F)=|x—pr)]|

Preuve
Soit x € E, alors pour touty € F, on a

x—y=x—pr(x)+pr(x)—y avec x—pr(x)EF" et pr(x)—y€F
Donc, on aura
¥y €F, |lx—yl* = llx—pr)|* + |pr(x) —yI* < lx = pr(x)|?
Ainsi, on a
inf =3 < Jx=pr ()|

Or, on sait que pr(x) € F, donc ||x— pr(x)|| < in[]; |lx—y||. Donc, on aura
ye

d(x,F) Iyigﬁﬂ!x—y!\ = [lx=pr(®)]l
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Exemples (d’application)
Caculons
1

inf (t* —at — b)*dt
(a,p)eR2J0

On considere R, [X] le R-espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré < 2, muni du
produit scalaire défini par

VP € Ry[X],V0 € Ry[X], <P,Q >= /OIP(t)Q(t)dt

Soit F = {P € Ry[X] : deg(P) <1}, alors dim(F) =2, donc F est un hyperplan de R, [X].
Soit P = X2, alors on a

1
d(P,F)>= inf |[P—Q|?>= inf > —at — b)?dt
(PF) QEFII ol e o ( )

car tout Q € F s’écrit sous la forme aX + b avec (a,b) € R?.
On en déduit donc que

1

inf (> —at —b)*dt = |P— pr(P)|?
(a,b)eR?J0

Cherchons F*. Soit Q = aX? + BX +7y un élément de Ry [X], alors on a

QeFt =<0, 1>=0e <Q0,X>=0 (carF =Vect(1,X))

= /O] Q(t)dt =0 et /1tQ(t)dt =0

0
Ta+3B+y=0
10+ 3B+ 3y=0

= a=0y et f=—-6Y

Donc Q = 6X* —6X + 1 est un vecteur orthogonal a F, ot F est un hyperplan de R [X], donc

<PQ>

pr(P)=P———5—0
10]?
Avec

1 1 1 1
<PO >:/ (6% — 61+ 1)dt = — et ||Q||2:/ (62 — 61+ 1)2dt = -
0 30 0 5

Donc, on aura

1

Par suite, on a

1 1 1 1
inf 2 —at—b)dt = ||P— pp(P 2:/ 22—t Vdt = —
sy ( ) |P—pr(P)|| A ( 6> 180
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4.13 Symétrie orthogonale

4.13.1 Symétrie suivant une direction

( Définition 4.14. |

Soient E un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et G un supplémentaire

de F dans E. On appelle symétrie par rapport a F parallélement a G, I’application s définie
par :
s:E=F®G—EFE

X=x1+x— s(x) =x] —x2

Remarque 4.14.1
Soit s la symétrie par rapport a F parallélement a G, alors on vérifie facilement que

i) s est un endomorphisme de E et s2=1Idg;
ii) F =ker(s—1Idg) et G=Xker(s+1dg);
iii) s =2p —Idg ou p est la projection sur F parallélement a G.

Rappelons qu’un endomorphisme u de E vérifiant u* = Idg s’appelle une symétriede E.

[Proposition 4.15.}

Soient E un K-espace vectoriel de E et u une symétrie de E, alors on a
i) E =ker(u—Idg) ®ker(u+1dg);
ii) u est la symétrie par rapport & F = ker(u — Idg) parallélement a G = ker(u + IdE).

Preuve
i) Ona (u—1Idg)(u+1dg) =0, donc d’apres le théoréme de décomposition des noyaux, on aura

E =ker(u—Idg) @ ker(u+1dg)
ii) Pour x € E, x = x1 +x3, avec x; € ker(u—Idg) et x, € ker(u+Idg), on a
u(x) =u(x;)+ulx) =x1—x

Donc u est la symétrie par rapport a F = ker(u — Idg) parallélement a G = ker(u+ Idg).

4.15.1 Proprietés des symétries orthogonales

( Définition 4.16. )

Soient E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E.

On appelle symétrie orthogonale par rapport a F', qu’on note sg, la symétrie par rapport a
F parallélement 3 F :

sp:E=F®F+ —E
xX=x]+x+—sp(x) =x1 —x2
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Remarque 4.16.1
Soient E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E, alors on a

1. s% =1Idg;

2. ker(sp —Idg)* =ker(sp + Idg) ;

3. Si pr est la projection orthogonale sur F, alors on a sp = 2pr — ldg ;
4. Vx € E, ||sp(x)| = |x]|.

[Proposition 4.17.]

Soient E un espace euclidien et # une symétrie de E, c’est a dire u? = Idg.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) u est une symétrie orthogonale.
i) w* =u.

iii) V€ E, [Jux)] = |-

Preuve
i) = ii) Supposons que u est une symétrie orthogonale.
Soit p la projection orthogonale sur F, alors on sait que u = 2p — Idg, donc on aura

u'=2p—I1dg)* =2p*—Idg =2p—1Idg =u
ii) = iii) Supposons que u* = u, alors on a

u(x)|]> =< u(x),u(x) >=< x,u* (u(x)) >=< x,u*(x) >=< x,x >= ||x|*

iii) = i) Supposons que Vx € E, ||u(x)|| = ||x|| et montrons que ker(u — Idg)* = ker(u+ Id).
Soit p la projection sur ker(u — Idg) parallélement a ker(u+ Idg), alors on a
Vx€E, p(x)= u(x)2+x

par suite, on a

PGl = 3lhee) +x1 < S (el + ) = x| (ear (] = )

DoncVx€E, |p(x)| <|lx
orthogonale.

, donc p est une projection orthogonale, par suite u est une symétrie

Exemples
1. Cas ou F est une droite vectoriel avec F = Vect(xy), on a

sp(x) =2pr(x) —x =2—"—"7—

2. Cas ou F est un hyperplan de E avec xo un vecteur non nul orthogonal a F, on a

< X,Xp > <X,Xp >
- X=x—2————

sp(x) =2pp(x) —x=2(x ol X0) — ol

X0
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4.18 Endomorphismes symétriques

4.18.1 Définition et proprietés des endomorphismes symétriques

( Définition 4.19. )

Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme de E.
i) On dit que u est symétrique, si u* = u.

ii) On dit que u que est antisymétrique, si u* = —u.

Remarque 4.19.1
1. Soient B une base orthonormale de E, u un endomorphisme de E et A = Mat(u,B), alors

u est symétrique <= 'A = A

u est antisymétrique <= 'A = —A
2. Si u est symétrique, alors

ker(u) = ker(u*) = Im(u)*

Exemples
1. Toute projection orthogonale est un endomorphisme symétrique.

2. Toute symétrie orthogonale est un endomorphisme symétrique.

3. Soit a € E un espace euclidien orienté de dimension 3 et soit u I’endomorphisme de E défini
par:
Vx€E, u(x)=aAx

Alors u est un endomorphisme antisymétrique
En effet, soient x € E ety € E, alors on a

<u(x),y >=<alx,y >=det(a,x,y) = —det(a,y,x) = — <x,aAy>=<ux,(-u)(y) >
Donc, d’aprés unicité de I’adjoint, on a u* = —u.

Lemme 4.20.

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique, alors toutes les valeurs propres de A sont réelles.

Preuve
Rappelons d’abord que si M € M, (C), avec M = (mj;)1<i,j<n, on définit M par :

M = (;j)1<i, j<n

Alors, on voit facilement que

VM € M,,(C),V¥N € M,(C), MN =MN
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Soit maintenant A € M,,(R) une matrice symétrique et soit A € C une valeur propre de A.
Alors il existe X € C", avec X # 0, tel que AX = AX, donc on aura

Lemme 4.21.

Soient E un espace euclidien, # un endomorphisme symétrique de E et F' un sous-espace
vectoriel stable par u. Alors F - est stable par u.

Preuve
Soity € F, a-t-on u(y) € F+ ?
Soitx € F, alors on a
<xu(y) >=<u(x),y>=0 (caru(x) € F)

Donc u(y) € F*.

[Théoréme 4.22.}

Soit E un espace euclidien. Alors tout endomorphisme symétrique de E, possede au moins
une base ortrhonormale formée de vecteurs propres de u.

Preuve

On proceéde par récurrence sur n, avec n = dim(E) et n > 2.

Soit & € R une valeur propre de u, donc il existe x € E, avec x € 0, tel que u(x) = Ax.
Posons e) = H;_H alors ||e1|| = 1 et u(ey) = Aey.

Soit F = Vect(ey), alors F est stable par u. Puisque u est symétrique, alors F* est aussi stable par u.
Déclenchons maintenant la récurrence :

Pourn=2, onadim(F) = 1, donc dim(F1) = 1. Soit e; € F*, avec ||ez|| = 1, alors e, est un vecteur
propre de u, (car F = Vext(e;) et u(ey) € F).

Donc, dans ce cas, (e1,e) est une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

H.R "Supposons que n > 2 et que tout endomorphisme symétrique sur un espace euclidien de di-
mension < n, posséde au moins une base orthonormale formée de vecteurs propres’. Soient u un
endomorphisme symétrique d’un espace euclidien de dimension n,

lambda € R une valeur propre de u et e € E, avec ||e1|| = 1 un vecteur propre associé a A.

Soit F = Vect(e1), donc, d’apres ce qui précéde, F* est stable par u.

Soit v la réstriction de u a F*, alors v est un endomorphisme symétrique de F, avec

dim(Ft) =n—dim(F)=n—1
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Donc d’apres I’hypothése de récurrence, il existe une base orthonormale (e, e3,. .., e,) de F- formée
de vecteurs propres de v.

Puisque v est la réstriction de u a F, alors (e1,€2,...,e,) est une base orthonormale de E formée
de vecteurs poropres de u.

4.22.1 Formes bilinéaires symétriques d’un espace euclidien

[Proposition 4.23.}

Soit E un espace euclidien. Alors

1) Pour tout endomorphisme symétrique u de E, I’application f : E x E — R définie par :
V(x,y) €EEXE, f(x,y)=<u(x),y>

est une forme bilinéaire symétrique sur E.

ii) SiP = (e1,en,...,e,) est une base orthonormale de E, alors Mat(f, ) = Mat(u, ).

Preuve
i) Puisque u est linéaire, alors f est bilinéaire et puisque u est symétrique, alors f est symétrique.

ii) Soient M = Mat(f,B) = (m;j)1<i j<n et A = Mat(u,B) = (a;j)1<i, j<n-
Puisque B est une base orthonormale, alors on a

Y(i,j) € {1,2,...,n}2, ajj=<u(ej),e; >=<ej,u(e;) >= f(ej,ej) =mjj

( Définition 4.24.

Soient un espace euclidien, # un endomorphisme symétrique de E et f : E x E — R définie
par :

V(x,y) EEXE, f(xy)=<u(x),y>
i) On dit que u est positif, si f est positive.

ii) On dit que u est défini positif, si f estdéfinie positive.

Remarque 4.24.1
Soit u un endomorphisme symétrique de E, alors d’apres la définition précédente, on a

u positif <= Vx € E, <u(x),x>>0

u défini positif < (Vx € E, x# 0 =< u(x),x >>0)

(Théoreme 4.25. )

Soit E un espace euclidien. Alors pour toute forme bilinéaire symétrique f sur E, il existe
un unique endomorphisme symétrique u, tel que

V(x,y) €EEXE, f(x,y) =<u(x),y>
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Preuve
Soient f une forme bilinéaire symétrique sur E, A la matrice de f par rapport a une base orthonor-
male B = (e1,e2,...,e,) de E et u l’endomorphisme de E de matrice A par rapport a .

X1
1 X2 R < v . .
Pour x =Y xje;, onpose X = | . |, alors d’apres ’écriture matricielle, on aura
i=1 :
Xn

V(x,y) EEXE, <x,y>='XY ="YX et f(x,y) ='XAY ='YAX

Ainsi, on aura
V(x,y) €EXE, f(x,y)="YAX =Y (AX) =< u(x),y >

Remarque 4.25.1
Pour toute forme quadratique q sur un espace euclidien E, il existe un unique endomorphisme symé-
trique u de E, tel que

Vx € E, q(x) =<u(x),x >

[Proposition 4.26.]

Soient E un espace euclidien et f une forme bilinéaire symétrique sur E.
Alors il existe une base orthonormale de E qui est orthgonale pour f.

Preuve
D’apres la proposition précédente, il existe un unique endomorphisme symétrique u de E, tel que

V(x,y) €EXE, f(x,y) =<u(x),y>

Puisque u est symétrique, alors on sait qu’il existe une base orthonormale B = (ey,ez,...,e,) de E
formée de vecteurs propres de u. Ainsi, on aura

Y(i,j) € {1,2,...,11}2, fleiej) =<u(ei),e; >=< hieje; >=A; < ej,ej >
Donc, pour i # j, ona f(ej,e;) =0.

Remarque 4.26.1
Soient q une forme quadratique sur un espace euclidien E et u ['unique endomorphisme symétrique
de E, tel que

Vx €E, q(x) =<u(x),x>

Soient = (e1,e,...,e,) une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de uet i, Ay, ..., A,

les valeurs propres, non necessairement deux a deux distinctes, de u.
n
Alors pour tout x € E, avec x = Y, xje;, ona
i=1

n
Q(x) = Z 7\41')612 = 7\.1)6% + 7\,2)5% + ... _|_}\’nx%
i=1

En effet, d’apres la proposition précédente, (ey, e, ..., e,) est une base q-orthogonale et on a

Vie{1,2,...,n}, q(e;)) =\
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4.27 Endomorphismes orthogonaux

4.27.1 Définition et proprietés de base

( Définition 4.28. )

Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme de E. On dit que u est un endomor-
phisme orthogonal, si

Vx e ENy € E, <u(x),u(y) >=<x,y>

[Proposition 4.29.}

Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme de E.Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) u est un endomorphisme orthogonal ;
i) w'ou=uou* =Idg;
iii) Vx € E, |[Ju(x)|| = ||x||-

Preuve
i) = ii) Supposons que u est orthogonal.

u orthogonal =Vx € ENy € E, <u(x),u(y) >=<x,y >
= VxeE\Ny€eE, <u"(u(x)),y>=<x,y>
= WxecEVycE, <uou)(x)—xy>=0
= Vx€E, (uou)(x)=x
— u"ou=1Idg

ii) = iii) Supposons que u* ou = Idg.

uou=Idg =Vxe€E, (uou)(x)=x
— Vx€E, ( ou)(x),x >=<x,x>
= Vx€E, <u'(u(x)),x>=<x,x>
— Vx€EE, () u(x) >=<x,x >
—Vx€E, [lu@)|? = x|
= Vx€E, [lu(x)|= x|

iii) = i) Supposons que Vx € E, |u(x)| = |

,alorspourx e Eety€e E, ona

<u(x),uly) > Z%(II (x) +u) I = ) |* — u()]?)
=l(|| (91 = ) = [e(3) )

=3 = (e3P = 2= 1)
=X,y >
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Remarque 4.29.1

1. Tout endomorphisme euclidien u est inversible et on a u™"

=u*.
2. Soit E un espace euclidien,  une base orthonormale de E, u un endomorphisme de E et A =
Mat(u,B). Alors

u est orthogonal <= "AA =1

Autrement dit, u est orthogonal, si, et seulement si, sa matrice par rapport a une base ortho-
normale de E est une matrice orthogonale.

3. Si u est un endomorphisme orthogonal d’un espace euclidien orienté, alors

det(u) = £1

En effet, on u*u = Idg, donc det(u*u) = det(u*)det(u) = det(u)? = det(Idg) = 1.

Notations
a) On désigne par O(E) I’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E, alors (O(E),0) est un
groupe, c’est en fait un sous-groupe de (GL(E), o).

b) On désigne par SO(E) I’ensemble des endomorphismes orthogonaux u, tel que det(u) =1 :
SO(E)={u€cO(E) : det(u) =1}

Alors (SO(E), o) est un sous-groupe de (O(E),0).

¢) On désigne aussi par O,(R), (resp. SO,(R)) ’ensemble des matrices orthogonales, (resp. ortho-
gonales de déterminant 1) de M,(R). Alors O,(R) est un sous-groupe de GL,(R) et SO,(R)
est un sous-groupe de On(R).

( Définition 4.30. )

Un élément de SO(E) s’appelle une rotation de E.

Exemples
1. Idg et —Idg sont des endomorphismes orthogonaux de E.

2. Toute symétrie orthogonale est un endomorphisme orthogonale de E.

3. Soit (e1,ez,...,e,) une base orthonormale de E.
Pour chaque 6 € S, on considere I’endomorphisme ug défini par :

Vie {1,2,...,71}, uo(ei) = €5(i)

Alors pour tout 6 € S, us est un endomorphisme orthogonal.
De plus, on vérifie facilement que det(ug) = €(0).

[Proposition 4.31.}

Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme de E. Alors
i) S’il existe une base orthonormale (eg,es,...,e,) de E, telle que (u(e;),u(ez),...,u(e,))
soit une base orthonormale de E, alors u est un endomorphisme orthogonal.

il) Réciproquement, si u est un endomorphisme orthogonal, alors I’image par # de n’im-
porte quelle base orthonormale de E est une base orthonormale de E.
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Preuve

i) Supposons qu’il existe une base orthonormale (ey, ey, ..., e,) de E, telle que (u(ey),u(ez),... u(ey))
soit une base orthonormale de E.
Soit x € E, alors on a

)] = Hu(i <xe> e

n
= Z < x,e; > u(e;)|

i=1

n
= Z(< x,e; >)>  (car (u(ey),u(es),...,u(e,)) est orthonormale)
i=1

= [|x]l
ii) Soit (e1,ea,...,e,) une base orthonormale de E, alors on a
<u(e),ulej) >=<ej,ej >=9§;;
Donc (u(ey),u(ey),...,u(e,)) est une base orthonormale de E.

 Proposition 4.32.

Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme orthogonal de E. Alors
i) Si A est une valeur propre de u, alors A € {—1,1}.

ii) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F est aussi stable par u.

Preuve

i) On suppose que u posséde une valeur propre h € R, donc il existe x € E, avec x # 0, tel que
u(x) = Ax, donc on aura

[lell = Hu)l] = [IAx]] = [A[]x]

x # 0, donc ||x|| # O, par suite,

A =1

ii) Supposons que F est stable par u.

Soit y € F- et soit x € F, puisque F est stable par u, u bijective et E de dimension finie, alors
u(F)=F, donc il existe X' € F, tel que x = u(x'), ainsi, on a

<x,u(y) >=<u(X),u(y) >=<x,y>=0

Donc u(y) € F*.
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4.32.1 Cas d’un espace euclidien de dimension 2

(Théoreme 4.33. )

Soient E un espace euclidien de dimension 2 et ¥ un endomorphisme orthogonal de E.

i) Sidet(u) = 1, alors il existe un unique 6 €] — 1, w|, tel que la matrice A de u par rapport
a n’importe quelle base orthoniormale directe de E s’écrit sous la forme :

A= (€O 6 —sin6
~ \sin® cosO
Dans ce cas, u s’appelle la rotation d’angle 6.

ii) Sidet(u) = —1, alors u est une symétrie orthogonale et il existe une base orthonormale
de E, dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous la forme :

(0 5)

Preuve
Soit (e}, ep) une base orthonormale directe quelconque de E et soit A = Mat(u, (e, e>)), avec

=)

u est un endomorphisme orthogonal et (ey,ey) une base orthonormale de E, donc u(ey),u(ez)) est
une base orthonormale de E, donc on aura

Hu(e1)||2 =a?+bh*=1
Hu(ez)H2 =c2+d*=1
ac+bd =0

Donc u(ey) € Vect(u(ey)) avec Vect(u(er)) = Vect(—be| + aes), donc il existe o € R, tel que
u(ey) = cey +dey = a(—bey +aey). Donc c = —ab et d = oa.
Puisque a> +b*> = > +d*> = 1, alors 0> = 1, donc o. = £1.

i) Sidet(u) = 1, alors ad — bc = 1, donc o(a®> +b*) = 1, par suite o = 1.
Par conséquent, c = —b et d = a.
Puisque a*> +b* = 1, alors il existe un unique 8 €] — T, ), tel que a = cos® et b = sin®.

ii) Sidet(u) = —1, alors oo = —1, donc A s’écrit sous la forme

Donc A? = I, par suite, u est une symétrie orthogonale. Les valeurs propres de u sont 1 et —1,
donc il existe une base orthonormale formée de vecteurs propre de u, car u est symétrique.
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4.33.1 Cas d’un espace euclidien de dimension 3

[Théoréme 4.34.]

Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et # un endomiorphisme orthogonal
de E.

i) Sidet(u) =1, alors 1 est une valeur propre de u et si e; est un vecteur propre unitaire
associé a 1, alors il existe un unique 6 €| — xt, 7|, tel que la matrice A de u par rapport
a n’importe quelle base orthonormale (ej,es,e3), dont le premier vecteur est égal a

e1, sécrit sous la forme :
1 O 0

A=10 cos®6 —sin0O
0 sin® cosO

Dans ce cas, u s’appelle la rotation d’angle 0 et d’axe A = ker(u — Idg).

ii) Sidet(u) = —1 et si 1 est une valeur propre de u, alors u est une symétrie orthogonale
par rapport a F = ker(u — Idg).

iii) Si det(u) = —1 et 1 n’est pas valeur propre de u, alors u = ros = sor, ol r est une
rotation d’axe A = ker(u -+ Idg) et s la symétrie orthogonale par rapport a A*.

Preuve
Pour la démonstration, nous avons besoin ddu lemme suivant :

Lemme 4.35.

Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et # un endomiorphisme orthogonal
de E. Alors det(u) est une valeur propre de u.

Preuve
On sait det(u) = £1.
Si det(u) = 1, alors on aura

det(u — Idg) = det(u — uu*) = det(Idg — u*) = (—1)>det(u — Idg) = — det(u — Idg)

Donc, det(u — Idg) = 0, par suite, 1 est une valeur propre de u.
Si det(u) = —1, on procéde de la méme maniére :

det(u+Idg) = det(u+uu™) = —det(Idg +u") = —det(u+IdE)
Donc, det(u+ Idg) = 0, par suite, —1 est une valeur propre de u.

Preuve (du théoreme)

i) Sidet(u) =1, alors d’apres le lemme précédent, 1 est une valeur propre de u.
Soit e1 un vecteur propre unitaire associé a 1 et soit F = {e| }*, puisque Vect(ey) est stable par
u, alors F est aussi stable par u.
Soit v la réstriction de u a F, alors v est un endomorphisme orthogonale de F et on a

det(v) =det(u) =1, (caru(e;)=e;)
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Soit (e1,e3,e3) une base orthonormale directe, alors (e3,e3) est une base orthonormale de F,
donc d’apreés le théoreme précédent, il existe un unique © €| — T, m|, tel que la matrice de v par
rapport a la base (e, e3) s’écrit sous la forme :

cos® sinb
sin® cosO
Donc, la matrice A de u dans la base (ey,e3,e3) s’écrit sous la forme :

1 0 0
A=10 cos® —sin0
0 sin® cosO

ii) Supposons que det(u) = —1 et que 1 est une valeur propre de u.
Soit e1 un vecteur propre unitaire unitaire associé a la valeur propre 1 etr soit F = Vect(el)i,
alors F est stable par u.
Soit v la réstriction de u a F, alors v est un endomorphisme orthogonal de F et on a

det(v) =det(u) =1, (caru(e;)=e;)

Donc, d’apres le théoréme précédent, il existe une base orthonormale (e,e3) de F dans la-
quelle la matrice de v est définie par :

1 0

0 —1

Donc, la matrice A de u dans la base (ey, ey, e3) est définie par :

1 0 O
A=101 O
0 0 -1

On voit donc que A est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a ker(u — Idg).

iii) Si det(u) = —1 et 1 n’est pas valeur propre de u, alors, d’aprés le lemme précédent, —1 est une
valeur propre de u.
Soit e, un vecteur propre unitaire associé a —1 et soit F = Vect(e)™", alors F est stable par u.
Soit v la réstriction de u a F, alors v est un endomorphisme orthogonal de F et on a

det(v) = —det(u) =1, (caru(e) = —e;)

Donc, il existe un unique © €] — T, 1|, tel que la matrice de u par rapport a n’importe quelle
base orthonormale (e, e3) de F s’écrit sous la forme :

cosO sind
sin® cosO
Donc, la matrice A dans la base (ey,er,e3) s’écrit sous la forme :

—1 0 0
A= O cos® —sin®
0 sin® cosO
-1 00 1 0 0

=10 10 0 cos® —sinO
0 0 1 0O sin® cosO

1 0 0 —1
=10 cos® —sinb 0
0 sin® cosO 0

00
1 0
01
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Soient M et N les matrices définies par :

1 0 0 —
M=10 cos®O —sinO| et N=| O
0 sin® cosO 0

10
1
0

— O O

Soient r et s les endomorphismes de E dont les matrices respectives, par rapport a la base
(e1,e2,e3), sont M et N.
Alors, u=ros=sor, oi r est la rotation d’angle 0 et d’axe Vect(e}) et s la symétrie orthogo-

nale par rapport Vect(e1)*.

Remarque 4.35.1
Soit E un espace euclidien de dimension 3 et u une rotation de E d’angle 0 et d’axe A = Vect(ey), ol
e1 est un vecteur unitaire. Alors on a

1. tr(u) =142cos6, donc on a

2. Soit x un vecteur non nul orthogonal a A, alors < x,e1 >= 0, donc, si on pose

X
ep=-—— et e3=¢e1Nep

[l

alors (ey,ep,e3) est une base orthonormale directe de E, avec u(ey) = 1, donc d’aprés le théo-
réme précédent, la matrice A de u par rapport a (e, ez, e3) s’écrit sous la forme :

1 0 0
0 cos® —sinO
0 sin® cosO

Donc, u(x) = ||x||u(e2) = ||x||(cos0.e2 +sinB.e; Aea).
Ainsi pour tout x orthogonal a A, on a

u(x) = cos0.x+sinb.e; Ax

3. Soitx € E, alors y =x— < x,ey > ey est un vecteur orthogonal a A, donc, d’aprés la remarque
précécente, on a
u(y) =cos0.y+sinbe; Ay

Donc, en remplacant y par sa valeur, on aura

Vx € E, u(x) = (1—cosB) < x,e; > e +cosB.x+sinB.e; Ax

4. D’apres I’expression précédente de u(x), on obtient

det
Vxé A, sin— M
ler A x|
On a aussi,
det
Ve AL, coso= SHDE> g detlennulx))
x| ller Ax||
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4.35.1 Cas général

[Théoréme 4.36.]

Soient E un espace euclidien de dimension n > 2 et u un endomorphisme orthogonal de
E. Alors, il existe des entiers > 0, p, g et r, avec p+ g+ 2r = n, et il existe une base
orthonormale de E dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous la forme :

IP
_Iq
4=

4]

ou /, et I, sont les matrices identit€s d’ordres respectives p et g,

etou Vi€ {l,....,r}, 30, €]-mn,7| : A; = (Ziﬁg’ _Czlsneei>
1 l

Preuve
Pour la démonstration de ce théoreme, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.37.

Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme orthogonal de E. Alors u possede au
moins un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.

Preuve
Soit v=u+u*, alors v est un endomorphisme symétrique, donc v posséde au moins une valeur propre

AeR.
Soit x € E, avec x # 0, tel que v(x) = A\x, donc, on aura

v(x) = = u(x) +u*(x) = Ax
= 1% (x) + (") (x) = Aae(x)
— 12 (x)+x=hu(x) (caruu* = Idg)
= 1 (x) = hu(x) —x
= 1 (x) € Vect({u(x),x})

Donc F = Vect({u(x),x}) est stable par u, avec dim(F) € {1,2}, car x # 0.

Preuve (du théoréme)

On procéde par récurrence sur n, oi n = dim(E).

Pour n =2 et n =3, le résutat est déja établi.

H.R "Supposons que n > 2 et que le théoreme vrai pour tout un endomorphisme orthogonal d’un
espace euclidien de dimension < n".

Soient E un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme orthogonal de E, alors d’apres
le lemme précédent, u possede au moins un sous-espace F stable par u, de dimension 1 ou 2. On
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choisit donc F de dimension minimale.

Sidim(F) = 1, alors F = Vect(ey), avec ||e1|| = 1, et puisque F est stable par u, alors il existe A € R,
tel que u(ey) = Aey, donc A est une valeur propre de u, par suite A = +1.

F étant stable par u, donc F L est aussi stable par u, avec dim(F L) =n—1.

Soit v la réstriction de u a FL, alors v est un endomorphisme orthogonal de F L+ donc, d ‘apres
I’hypothese de récurrence, il existe une base orthonormale (e2,...,ep,€p11,...,€p1g,...,€n—1) de
F* dans laquelle la matrice de v s’écrit sous la forme :

I,
—1,
A A
= A,
A,
Donc, si A =1, alors la matrice de u dans la base (e}, e, ..., e,) s’écrit sous la forme :
Ip
—1,
A A
= A,
A,
Si A = —1, alors la matrice de u dans la base (e3,...,ep,e1,€pi1,...,€ptq,--. en—1) §'écrit sous la
forme :
I
—lg+1
A A
= A,
A,

Si, maintenant, dim(F) = 2, puisque F a été choisi de dimension minimal, alors tout sous-espace
stable par u serait de dimension > 2. On en déduit donc que u ne possede aucune valeur propre.
Soient v la réstriction de u a F et w la réstriction de u a F+. Alors v et w sont deux endomrphismes
orthogonaux de F et F* respectivement.

dim(F) =2, donc la matrice A de v par rapport a une base orthonormale (e1,e;) de F s’écrit sous

la forme :
cosO sind
A= (sinG cosO)

dim(F 1) =n—2, donc, d’aprés I’hypothése de récurrence, il existe une base orthonormale (e, . .. ,ey)
de F* dans lagquelle la matrice de w s’écrit sous la forme :

As
Az

A
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Donc la matrice A de u dans la base (e, e2,...,e,) s’écrit sous la forme :

et ou ViE{l,...,r}, Elel e]_ﬂ:yn] : A,’: (COSGi _Slnei)

sin®; cos;

4.38 Exercices

Exercice 60
Soient E un espace préhilbertien, u : E — E et v : E — E deux applications telles que

Vxe E\Ny€E, <u(x),y>=<x,v(y) >
Montrer que u et v sont linéaires et que v = u*.

Exercice 61
Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3, a € E et u I’endomorphisme de E défini par :

Vx€E, u(x)=aA (aAx)

1. Déterminer u*, u est-t-il symétrique ?
2. Déterminer les valeurs et les vecteurs propres de u.
Exercice 62

Soient E un espace euclidien de dimension n et un endomorphisme de E. Pour toute base orthonor-
male = (ey,e2,...,ey,), On pose

S(B) =i||u<e,~>||2

a) Montrer que S(B) ne dépend pas de la base orthonormale choisie.

b) Montrer que si (ej,e,...,e,) est une base orthonormale de E et si (vi,v7,...,v,) est un systeme
de vecteurs de E, tels que

L 2
Z ||v,~—el~|| <1
i=1
alors (vi,vy,...,v,) est une base de E.

Exercice 63
1. Montrer que si u est un endomorphisme inversible d’un espace euclidien E, alors il existe une

base orthonormale (ej,ez,...,e,) de E, tel que (u(ey),u(ez),...,u(e,)) soit une base orthogo-
nale de E.

2. Montrer que pour toute matrice A € GL,(R), il existe deux matrices orthogonales P et Q, telles
que PAQ soit diagonale.

Exercice 64
Soient £ un espace euclidien et f : E — R une application continue, telle que

Vx€ENy€E, <x,y>=0= f(x+y)=f(x)+f(y)
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1. On suppose que f est paire. Montrer qu’il existe o € R, tel que
Vx€E, f(x)=allx|>

2. On suppose que f est impaire. Montrer que f est linéaire.

3. En général, montrer qu’il existe o0 € R et il existe une forme linéaire @, tels que

Vx €E, f(x)=¢(x)+alx]?

Exercice 65 (Endomorphismes de trace nulle)

Soient E un espace euclidien de dimension n > 1, (ej,ez,...,e,) une base orthonormale de E et u un

endomorphisme de E de trace nulle.

On propose de montrer qu’il existe une base orthonormale dans laquelle les coefficients diagonaux de

la matrice de u sont tous nuls.

1. Calculer tr(u) al’aide de la base (eg,ez,...,ey).

2. Montrer qu’il existe i et j, avec i # j, tels que < u(e;),e; > et < u(e;j),e; > sont de signes

opposés.

3. Pour 6 € [0, 7], on pose ¢(8) = (cosB)e; + (sin®)e;. Vérifier que [|e(8)|| = 1.
4. Pour 6 € [0,7], on pose f(8) =< ¢(0),u(e(8)) >. Montrer qu’il existe au moins un 6 € [0, 7],

tel que f(0) = 0.
5. En déduire le résultat.
Exercice 66
Soient E un espace euclidien et « un endomorphisme de E, tel que u”> = 0.
1. Montrer que ker(u + u*) = ker(u) Nker(u*).

2. Montrer que u + u* est inversible si, et seulement si, ker(u) = Im(u).

Exercice 67
Soient E un espace euclidien, # un endomorphisme de E, tel que

VX E, [lu(x)] < |l

Montrer que

a) Vx € E, u*(x)[| < [|x]

b) Vx € E, u(x) =x <= u*(x) =x.
¢) E=ker(u—1Idg) ®Im(u—Idg).
Exercice 68

Soient E un espace euclidien et p un projecteur de E.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

i) p est une projection orthogonale,
ii) Vxc E\Vy e E, <p(x),y>=<x,p(y) >,
iii) Vx € E, |[p(x)[| < [lx].

Exercice 69

Soient E un espace euclidien et (ej, e, ..., e,) une base orthonormale de E.

n
1. Soit p un projecteur orthogonal de E. de rang 1. Calculer Y. ||p(e;)||?.
=1

1=
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n
2. Soit p un projecteur de E, tel que Y. ||p(e;)||*> = 1. Montrer que p est orthogonal.
i=1

Exercice 70
Soient p et g deux projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien E.

1. Montrer que po g o p est autoadjoint.
2. Montrer que (Im(p) +ker(q))* = Im(q) Nker(p).
3. Montrer que p o g est diagonalisable.
Exercice 71
Soient E un espace euclidien, # un endomorphisme de E et (o, B) € R?, tels que u* ou+ o+ Bu* = 0.

1. Montrer que si a # B, alors il existe une projection orthogonale p et il existe A € R, tels que
u=A»Ap.

2. Montrer que si o = P, alors ker(«) et Im(u) sont orthogonaux.

Exercice 72
Soient £ un espace euclidien, # un endomorphisme de E.

1. a) Montrer que ker(u* ou) = ker(u) et Im(u* ou) = Im(u*).
b) En déduire que ker(uou*) =ker(u*) et Im(uou*) = Im(u).

2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i) uouou=u,
ii) u* ou est un projecteur orthogonal de E,

iii) uou™ est un projecteur orthogonal de E,
iv) ker(u)t = {x € E : |Ju(x)| = |x|}.

Exercice 73
Soient A et B symétriques de M, (R). Montrer que

((tr(AB+ BA))? < 4tr(A?)tr(B?)

Exercice 74
Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme symétrique défini positif. Montrer que

Vx€E, |l* <<u(x),x><u"!(x),x>
Donner une condition necessaire et suffisante pour qu’il y ait égalité.

Exercice 75
Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme symétrique de E avec u défini positif. On
considere I’application f : E — R définie par :

Vx € E, f(x)=<u(x),x><u'(x),x>

1. Déterminer le minimum de f sur la sphere unité S de E.
2. En quels points de S ce minimum est-t-il atteint ?

Exercice 76
Déterminer les minimums suivants

L oinf ((x4+y—2)2+(x—1)*+(2x+y—1)?)
(x,y)€ER?
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2. inf (x43y+2z— 12+ (x+3y—2z+ 1)+ (x—3y+2z+1)>+ (x—3y+2z—1)?)

(x.y)€R?

3. inf  [1(2 —at —b)2dr.
o Jo( )

4. inf [T (1 —acost— bsint)3dt.
(a,h)GR2 fin( )

5. inf [1 (2 —3t+1—ar—b)%dr.
(a,b)eR?

6. inf [!(tlog(t) —at — b)2dt.
o Jo (tlog(z) )

7. inf  [(B3 4+ ar? +br+c)2edr
(a,b,c)eR3 fO ( )

Exercice 77
Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice par rapport 2 la base canonique est définie par :

o

I
c o~
o= o
o - A

1. Montrer que u est un projecteur de R® dont on déterminera le noyau et I’image.
2. u est-il une projection orthogonale pour le produit scalaire usuel de R3 ?

3. Soit ¢ la forme quadratique définie sur R3 par :
q(x) = X% +1 1x% + 6x% — 6x1x2 + 2x1x3 — 2X0X3

a) Montrer que g définit un produit scalaire sur R>.
b) Montrer que u est une projection orthogonale par rapport a ce produit scalaire.

¢) Trouver une autre forme quadratique pour laquelle u est une projection orthogonale.

Exercice 78
Soit E un espace euclidien de dimension 3, muni d’une base orthonormale 3 = (ey,e2,e3).

1. Déterminer la matrice, par rapport a 3, de la projection orthogonale par rapport au plan d’équa-
tionx+y+z=0.

2. Déterminer la matrice, par rapport a 3, de la symétrie orthogonale par rapport au plan déquation
xX=2z.
Exercice 79
E = R? muni de son produit scalaire usuel et F le plan vectoriel d’équation x+y+z = 0.
1. Déterminer une base orthonormale de F.
2. Déterminer F - et en donner une base orthonormale.
3. Déterminer la matrice, dans la base canonique de R?, de la projection orthogonale p sur F.
4. Déterminer la matrice, dans la base canonique de R3, de la symétrie orthogonale s par rapport
aFk.

Exercice 80
Soit A € M,,(R) et soit B="A+A.
On suppose qu’il existe k € N*, tel que BX = 0. Montrer que A est antisymétrique.

Page 94 sur 135 Pr.Mohamed HOUIMDI



Exercice 81
R* est muni de son produit scalaire usuel et F le sous-espace de R* défini par :

F={(xy,zt) €R* : x+y+tz+t=x—y+z—1=0}

1. Déterminer une base orthogonormale de F.

2. Déterminer, par rapport a la base canonique de R*, la matrice de la projection orthogonale sur
F.

3. Déterminer, par rapport a la base canonique de R*, la matrice de la symétrie orthogonale par
rapport a F'.
4. Calculer d(x,F) oux = (1,2,3,4).
Mémes questions pour le sous-espace vectoriel F = {(x,y,z,t) ER* : x+y+z+1=x+2y+3z+4t}.

Exercice 82
Soit A = (aij)1<i, j<n une matrice de M, (R) symétrique définie positive. Montrer que si Aj, A, ..., A,
sont les valeurs propres de A, non necessairement deux a deux distintes, alors on a

n n

Z’»z Y. )
i=1j=

1

Exercice 83
A et B deux matrices réelles symétrique positives. Montrer que 0 < tr(AB) < tr(A)tr(B).

Exercice 84
A = (aij)1<i,j<n €t B = (bij)1<i j<n deux matrices réelles symétrique positives. Soit C = (c¢;j)1<i, j<n,
telle que

V(i,j) €{1,2,...,n}, cij=aijbij

Montrer que C est symétrique positive.

Exercice 85
Soit A une matrice de M,(R).

1. Montrer que que si A est symétrique positive, alors
tr(A) > n(det(A)n

2. Montrer que

SIS

tr('AA) > n(det(A)
Exercice 86
Soit A € M,,(C).

1. On suppose qu’il existe m € N*, tel que A™ soit symétrique définie positive. Montrer que A est
diagonalisable.

2. On suppose que dim(ker(A?) = 1 et qu’il existe m € N*, tel que A™ soit symétrique positive.
Montrer que A est diagonalisable.
Exercice 87
Soient A et B deux matrices de M, (R), telles que 'AA ='BB.

1. On suppose que A est inversible. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale P, telle que
B = PA.

2. Montrer que ce résultat reste vraie sans 1’hypothese A inversible.
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Exercice 88

1. Montrer que si A € M,(R) est une matrice symétrique, alors exp(A) est symétrique définie
positive.

2. Montrer que si B € M,,(R) est une matrice symétrique définie positive, alors il existe une matrice
symétrique A € M,(R), telle que B = exp(A).

3. Montrer que si A et B sont deux matrices symétriques de M,(R), telles que exp(A) = exp(B),
alors A = B.

Exercice 89
Soit A € M,,(R), telle que A’AA = I. Montrer que A est inversible et A symétrique et déterminer A.

Exercice 90
Soient g et g deux formes quadratiques sur R” de matrices respectives, par rapport a la base cano-
nique de R", A et B. On suppose que g; est définie positive.

1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme u de R", g;-symétrique, tel que

Vx e R",Vy e R", @2(x,y) = @1(u(x),y)

ou @ et @y sont respectivement les formes polaires associées a g et g».

2. Soit M la matrice de u par rapport a la base canonique de R”. Déterminer M en fonction de A
et B.

3. Soit f:R"\ {0} — R I’application définie par :

Vx € R"\ {0}, f(x) = 9 (x)

Montrer que f posséde un minimum et un maximum absolus qu’on déterminera en fonction
des valeurs propres de u.

4. Déterminer les extremums sur R? \ {0} des fonctions suivantes :

xy et g(x,y) x% — 10xy + 4y?
A X =
x2 4 xy+y? g5y x2 —xy+y?

flx,y) =

Exercice 91 (Matrice et déterminant de Gram)
Soient E un espace préhilbertien réel, (vi,v2,...,v,) un systeéme de vecteurs de E. On définit ce qu’on
appelle la matrice de Gram associée a ce systeme par

Gmm(vl,vz, .. .,Vn) = (< Vi, Vj >)l§i,j§n
Le déterminant de Gram associé au systeéme (v, va,...,v,) est défini par :

G(vi,va,...,v,) =det(Gram(vy,va,...,v,))

1. Montrer que Gram(vy,vy,...,Vvy,) est symétrique positive.
2. Montrer que Gram(vy,vy,...,v,) et (vi,va,...,v,) ont méme rang.
On pourra introduire le sous-espace F = Vect (vy,vy,...,vy,) et considérer I’application

u: F — R" définie par :
Vx €F, u(x)=(<x,v; >,<x,v3>,...,<Xx,v, >)

3. Montrer que
(vi,v2,...,v) estlibre <= G(v1,va,...,v,;) #0
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4. On suppose que (vi,v2,...,vy) est libre. Montrer que
a) G(vi,va,...,vy) > 0.
b)

G(x,v1,v2,...,Vp)

Vx € E, d(x,F) =\/

G(VI,VQ, .. ,vn)
5. On appelle matrice de Hilbert, la matrice A = (a;;)1<;,j<, définie par :

1

V(l,]) € {1,2,...,”}, aij = m

Montrer que A est une matrice symétrique définie positive.
(On pourra remarquer que a;; = fol 1 dt)

Exercice 92
Soient A et B deux matrices symétriques positives de M,,(R). Montrer que

det(A+ B) > det(A) + det(B)

Exercice 93 (Inégalité de Hadamard)
Soit A = (a;ij)1<i, j<n une matrice de M,(R).

1. Montrer que si A est définie positive, alors
Vi e {1,2,. .. ,n}, aj; >0
2. Montrer que si A est positive, alors

det(A) < <M)n

n

3. On suppose que A est définie positive et on pose B = (b;j)1<i, j<n, avec

V(l,]> S {1,2,...,]’1}, bl] =

a) Montrer que B est positive.

b) En déduire I'inégalité de Hadamard :

Exercice 94
Soient £ un espace euclidien de dimension 7.

1. Soit u un endomorphisme symétrique, tel que Vx € E, < u(x),x >= 0. Montrer que u = 0.

2. Soient uy,uy,...,up, p < n, des endomorphismes symétriques de E, tels que

rg(ur) +rg(uz) +---rg(up) =n
et
Vx€eE, <xui(x) >+ <xup(x) >+ 4 <xup(x) >=<x,x>

Montrer que :
a) uy+ur+---+u,=1Idg,
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b) E =1Im(u1) ®Im(uz) ®--- ®Im(up),
¢) Pourtouti € {1,2,...,p}, u; est la projection orthogonale sur Im(u;).

Exercice 95
Soit A = (a;j)1<i, j<n 12 matrice de M,(IR) définie par :
V(i ) € {1,2,...,n}?, a;j =min(i, )
Montrer que A est symétrique définie positive.
Exercice 96 (Décomposition polaire)
Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme de E.
1. On suppose que u est symétrique positif.
a) Montrer qu’il existe v € L(E), tel que u = v*v.
b) Montrer qu’il existe un unique endomorphisme w, symétrique positif, tel que u = w”>.
¢) Montrer que si u est symétrique défini positif et si v est un endomorphisme symétrique, alors
ulovest diagonalisable.
2. On suppose que u est un automorphisme de E.
a) Montrer que u* o u est symétrique défini positif.

b) Montrer qu’il existe un endomorphisme orthogonal r et un endomorphisme symétrique dé-
fini positif w, tel que u =row.

¢) Montrer que r et w sont uniques.

d) En déduire que pour toute matrice A € GL,(R), il existe R € O,(R) et il existe S € S,/ (R),
avec R et S uniques, telles que A = RS.

Exercice 97
Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et B = (e, e, e3) une base orthonormale directe
de E. Déterminer la matrice, par rapport a  des endomorphismes suivants :

a) La projection orthogonale sur le plan vectoriel d’équation x4y +z = 0.
b) La symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel d’équation 2x + 3y +z = 0.
¢) Le demi-tour d’axe Vect(e] + e + e3).
d) La rotation d’axe Vect (e + e3) et d’angle 3.
e) La rotation d’axe Vect (e + e + e3) qui transforme e} en e;.
Exercice 98
On munit R3 de sa structure euclidienne usuelle et de sa base canonique (e1,e2,e3). Soit u la rotation
de R d’axe A = Vect(e] — ez +e3) , telle que u(e;) = e3.
1. Déterminer I’angle de u.
2. Déterminer la matrice M de u par rapport a la base canonique de R3.

3. Déterminer une base orthonormale de R? dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous la forme
canonique :
I 0 0
A= |0 cos® —sinB
0 sin® cosO

Exercice 99
Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et u € L(E). Montrer que u est une rotation, si,
et seulement si,

Vx e ENy€E, u(xA\y)=u(x)Au(y)
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Exercice 100
R? est muni de sa structure euclidienne canonique. Soient r une rotation de R3 d’axe Vect(xo) et
d’angle 0 et u un endomorphisme orthogonal de R3.

1. Montrer que uorou~! est une rotation dont on déterminera I’axe et ’angle.
2. En déduire le centre de SO3(R).

Exercice 101
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1’endomorphisme u# dont la matrice A par
rapport a la base canonique est définie par :

00 —1
a)A=[10 0
01 0
1 0 0
b)A=(0 0 1
0 —1 0
1 2 2
ogA=1[-2 -1 2
-2 2 -1
-2 6 -3
A= 6 3 2
-3 2 6
1 -2 1

A=3[(v2 0 -2
1 V2 1

Exercice 102

Soient a € R et u ’endomorphisme de R? de matrice A, par rapport a la base canonique de R>, définie
par :

a -2 a+1
A=la+1 —a -2
2 a+1 a

a) Pour quelles valeurs de a, I’endomorphisme u est orthogonal.

b) Dans le cas ou u est orthogonal, déterminer la nature et les éléments caractéristiques de u.

Exercice 103
Soient (a,b,c) € R3, 6 =ab+ac+bc, s =a+b+c et A la matrice définie par :

A=

S0 Q
S Q &
Q O

1. Montrer que
A est une matrice orthogonale <=6 =0 et s€ {—1,1}

2. Montrer que
A est une matrice de rotation <—= 6 =0 et s =1

3. Montrer que A est une matrice de rotation, si, et seulement si, il existe k € [0, %], tel que a, b et
¢ soient racines du polynome X> — X2 + k.
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Exercice 104
Soient a €] — 1, 1] et M, la matrice définie par :

a? avl—a2 JV1—-a?
M,=|aV1—-a2> 1—-d? —a?
V1—a? —a 0

1. Montrer que pour tout a €| — 1, 1[, M, est une matrice orthogonale. Est-elle diagonalisable ?
2. Calculer tr(M,) etdet(M,).

3. En déduire les valeurs propres de M, et la nature géométrique de I’endomorphisme associé
canoniquement a M,,.

Exercice 105
Soit a un vecteur unitaire d’un espace euclidien E, o € R et fo : E — E ’application définie par :

Vx€E, fulx)=x+a<x,a>a

1. Montrer que {fy : o € R} est stable pour la loi de composition.
2. Montrer que
va S R,VB S R> focofB = fBOfOL
3. Calculer f% pour tout p € N.
4. Montrer que
fo estinversible <= o0 # —1
Quelle est la nature de f_ ?
5. Montrer que
fa est orthogonal <= o € {0, -2}

Quelle est la nature de f_» ?

Exercice 106
Soit a un vecteur unitaire d’un espace euclidien orienté E de dimension 3. On considere I’application

[ E — E définie par :
Vx e E, f(x)=<x,a>a+alx

Montrer que f est un endomorphisme orthogonal et préciser sa nature.

Exercice 107
Soit E un espace euclidien de dimension 3, muni d’une base orthonormale 3 = (ej,e2,e3).

Déterminer la matrice, par rapport a la base 3, de la rotation d’axe Vect (e + e, +e3) et d’angle 6 = 23—”

Exercice 108
Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique. Montrer que

a) I+ A est inversible.

b) (I+A)"'(I—A)€S0,(R).
c) det(I+A)>0.

Exercice 109

Soient E un espace euclidien, # un endomorphisme de E. Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :

i) V(x,y) €R?, <x,y>=0=<u(x),u(y) >=0,
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ii) Ik>0:VxeE, ||u)|=k|x|,

iii) u est la composée d’une homothétie et d’une isométrie.

Exercice 110
Soit A = (a;j)1<i j<n Une matrice orthogonale. Montrer que

Y ajl<n< ) |aij|§”%

1<i,j<n 1<i,j<n

Exercice 111
Soient E un espace euclidien v € E un vecteur non nul, o € R et u I’endomorphisme de E défini par :

VX€E, u(x)=x+o<x,v>v
1. Donner une condition necessaire et suffisante sur o et v pour que u soit un endomorphisme

orthogonal.

2. On suppose que u est orthogonal et que o # 0. Donner une interprétation géométrique de u.

Exercice 112
Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme de E.

1. Montrer que si u est un endomorphisme antisymétrique, alors exp(u) est une rotation de E.
2. Réciproquement, montrer que si u est une rotation de E, alors, il existe un endomorphisme

antisymétrique v de E, tel que u = exp(v).

Exercice 113
Pour tout nombre réel a, on considére la forme quadratique g, définie sur R par,

V(X,y,Z) € R37 Cla(x7Y=Z) = a(x2+y2) +2ZZ —2xy—2xz+2yz

1. On suppose que a = 1.
a) En utilisant la méthode de Gauss, écrire g sous forme de carrés.
b) Montrer que g; est positive. g est-elle définie positive ?
¢) Montrer que V(x,y,z) € R, q1(x,y,2) > 2%
d) Déterminer I’ensemble C des vecteurs g1-isotropes.
2. On suppose que a est quelconque.

a) Vérifier que V(x,y,2) € R, qu(x,v,2) = q1(x,v,2) + (a — 1) (x> +y?) et en déduire que si
a > 1, alors g, est définie positive.

b) Calculer g,(v), pour tout @ € R, ol v est un vecteur gi-isotrope non nul.

¢) Déduire, de ce qui précede, les valeurs du parametre a pour lesquelles la forme quadratique
qq est définie positive ?

3. On suppose que ¢ = 2 et on munit R? du produit scalaire défini par g».
Ce produit scalaire sera noté < -, >

a) Déterminer la matrice de g» par rapport 4 la base canonique (e, ez, e3) de R3.
b) Soient u = ey +e3 et F = {u}*.
i) Quelle est la dimension de F ? Trouver une base de F'.

ii) Déterminer la matrice, par rapport a la base canonique, de la projection orthogonale
sur F.
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iii) Calculer la distance de e; a F.

Exercice 114
Soit E un espace euclidien de dimension zn. On dit qu’un endomorphisme u de E est antisymétrique
siu* = —u.
1. Montrer que si u est antisymétrique alors Vx € E, < u(x),x >=0.
2. Réciproquement, montrer que si Vx € E, < u(x),x >=0, alors u est antisymétrique.
3. On suppose que u est antisymétrique.
a) Montrer que ker(u)* = Im(u).
b) Montrer que si A € R est une valeur propre de u, alors A = 0.
¢) Montrer que si u est inversible, alors n est pair.
d) Montrer que u est de rang pair.

4. On suppose que E est orienté de dimension 3 et que (e;,en,e3) est une base orthonormale
directe de E.

a) Soit a un vecteur de E, avec a = die] + Pes + Yes, et soit u I’endomorphisme défini par,
Vx € E, u(x) =alx

i) Montrer que u est antisymétrique.
ii) Déterminer, en fonction de a, ker(u) et Im(u).
iii) Déterminer, en fonction de o, 3 et y, la matrice de u par rapport a la base (ej,ez,e3).

b) Réciproquement, soit # un endomorphisme antisymétrique non nul de E. On se propose de
montrer qu’il existe un unique a € E, tel que

Vx € E, u(x) =alx

i) Montrer que dim(ker(u)) = 1.

ii) On suppose que ker(u) = Vect(xp) avec ||xo|| = 1 et soient yg et 7o deux vecteurs de E,
tels que (xo,y0,z0) soit une base orthonormale directe de E. Montrer que
u(yo) =< u(y0),20 > xo A yo et u(zo0) =< u(yo),z0 > xoAzo

iii) On pose a =< u(yp),z0 > xo. Montrer que a est I’'unique vecteur de E, tel que

Vx€E, u(x)=alx

Exercice 115
Soient o et B deux nombres réels et g la forme quadratique définie sur R3 par :

Vx € R?, g(x) = xT 4+ ou3 + (04 B+ 3)xF 4+ 2x1x0 + oy xz +2(00+ 1)xox3

1. Déterminer la matrice M de ¢ par rapport a la base canonique (ey,ez,e3) de R3.

2. Calculer le déterminant de M et préciser les valeurs des parametres o et B pour lesquelles la
forme quadratique g est non dégénérée.

3. On suppose =B =0.
a) En appliquant la méthode de Gauss, décomposer g sous forme de carrés.

b) Déterminer le cone des vecteurs isotropes C,.
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¢) C, est-t-il un sous-espace vectoriel de £ ? Pourquoi ?

. On suppose o # 1 et B # 0.

a) En appliquant la méthode de Gauss, décomposer g sous forme de carrés.

b) Pour quelles valeurs des paramertres o et 3, la forme quadratique g définit-t-elle un produit
scalaire sur R3 ?

¢) Dans le cas ol ¢ définit un produit scalaire sur R, déterminer une base g-orthogonale

(Vl ,V2,V3 ) .
Pour quelles valeurs de o et B, (v1,v2,v3) définit une base g-orthonormale ?

Dans toute la suite, on suppose v =2 et f = 1.
a) Justifier que g définit un produit scalaie sur R3.
b) Déterminer le g-orthogonal de F, ou F = Vect(e] +ea,e1 —e3).

¢) Déterminer, par rapport 2 la base canonique de R3, la matrice A de la projection g-orthogonale
sur F.

e) La matrice A est-elle symétrique ? Pourquoi ?

f) Déterminer, par rapport a la base (v, v2,v3), la matrice B de la projection g-orthogonale sur
F.

g) La matrice B est-elle symétrique ? Pourquoi ?

Exercice 116
Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3, a et b deux vecteurs non nuls de E. On considere
I’endomorphisme u de E défini par :

DA

6.

Vx €E, u(x) =aN (bAx)

Déterminer I’endomorphisme adjoint u*.
En déduire que si (a,b) est lié, alors u est symétrique.
Réciproquement, montrer que si u est symétrique, alors (a,b) est lié.

Montrer que u est un projecteur, si, et seulement si, < a,b >= —1.
a

lal?

On suppose que u est un projecteur orthogonal. Déterminer ker(u) et Im(u)

Montrer que u est un projecteur orthogonal, si, et seulement si, b =

Exercice 117
Soient E un espace euclidien et # un endomorphisme de E, tel que u* ou = uou™.

1.

Montrer que pour tout x € E, on a ||u(x)|| = ||u*(x)||.

2. Montrer que ker(u*) = ker(u).
3.
4

. Montrer que si A € R est une valeur propre de u et si E; est le sous-espace propre associé, alors

Montrer que pour tout A € R, on a ker(u — AMdg) = ker(u* — Aldg).

EkL est stable par u.
Dans toute la suite, on suppose que dim(E) =2 et que u* ou = uou*.

a) Montrer que si u posseéde une valeur propre réelle, alors u possede une base orthonormale
formée de vecteurs propres.

b) On suppose que u n’a aucune valeur propre réelle.
i) Montrer que u* + u posséde au moins une valeur propre réelle A € R.

ii) Montrer que le sous-espace propre E) est stable par u.

Page 103 sur 135 Pr.Mohamed HOUIMDI



iii) Montrer que dim(Ej) =2 et que u* +u = Aldg.

iv) En déduire que la matrice A de u par rapport a n’importe quelle base orthonormale de
E, sécrit sous la forme :

. a —b « 2
A_<b a),ou (a,b) eR

Exercice 118
Soient E un espace euclidien et # un automorphisme de E, tel que

VxeE,VyeE, <x,y>=0=<u(x),u(y)>=0

1. Soit B = (e1,e2,...,e,) une base orthonormale quelconque de E et A = (a;;)1<; j<n 1a matrice
de u*u par rapport a la base 3. Montrer que

V(i,j) € {1,2,...,n}% i# j=>a;; =0

2. Montrer que pour tout x € E, il existe o(x) € R, tel que (u* ou)(x) = a(x)x.
3. Montrer qu’il existe o > 0, tel que u* ou = oldg.

4. Montrer qu’il existe k > 0 et il existe un endomorphisme orthogonal v, tel que u = kv.

Exercice 119
Le corps C des nombres complexes est muni de sa structure canonique d’espace vectoriel réel, de sa
base canonique (1,i), ot i est le nombre complexe vérifiant i = —1, et de son produit scalaire usuel :

Y(z,7) € C?, < z,7 >=Re(Zd)

Soit f : C — C une application R-linéaire.
1. a) Montrer qu’il existe (a, B) € C?, tel que Vz € C, f(z) = oz + Bz.
b) Déterminer la trace et le déterminant de f en fonction de o et 3.
2. Soit z € C, montrer que
(z,Z) est libre <= 7> ¢ R
3. Déterminer f*.
4. Quelles sont les valeurs de a et B pour lesquelles :
a) f estun endomorphisme symétrique ?
b) f est un endomorphisme orthogonal ?
¢) f estune rotation ?
d) f est une symétrie orthogonale ?
5. On suppose B # 0. Déterminer les valeurs de o et B pour lesquelles f est une projection ortho-

gonale.

Exercice 120
Soit E un espace euclidien muni d’une base orthonormale (eg, ez, ...,e,). Pour tout 6 € S, on définit
I’endomorphisme ug de E par :

n n
Vx € E‘7 X = inei —> uc(x> = ZXG(l)el
i=1 i=1

1. Montrer que pour tout ¢ € S, U est un endomopphisme orthogonal de E.
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2. Montrer qu’il existe une valeur propre réelle commune a tous les u.

3. Montrer qu’il existe un hyperplan H de E stable par tous les u.

Exercice 121
Soit A € M,,(R), telle que toutes les valeurs propres de ‘AA — A’A soient positives.
Montrer que ‘AA = A’A.

Exercice 122
Soit A une matrice symétrique de M, (RR).
1. On suppose qu’il existe une matrice antisymétrique B, telle que A 4 B soit orthogonale.
a) Montrer que AB = BA et que A2 — B> = 1.
b) Montrer que si A est une valeur propre de A, alors A € [—1,1] et que si A €] — 1, 1], alors
dim(E,) est paire.
2. En déduire une condition necessaire et suffisante pour qu’il existe une matrice antisymétrique
B, telle que A + B soit orthogonale.
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CHAPITRE 5

FORMES SESQUILINEAIRES - FORMES
QUADRATIQUES HERMITIENNES

5.1 Formes sesquilinéaires - Formes hemitiennes

5.1.1 Quelques rappels sur les nombres complexes

Rappelons que pour tout z € C, il existe un unique (a,b) € R?, tel que z = a + ib, ol i est le nombre
complexe vérifiant i = —1.

Dans ce cas, le conjugué, la partie réelle, la partie imaginaire et le module de z sont respectivement
définis par :

Z=a—ib, Re(z) =a, Im(z) =b et |z = Va*+ b2

Rappelons aussi les identités remarquables suivantes :

i) .
Vz€C, Re(z) = %
ii)
-2
VzeC, 1 =—
z€C, Im(z) >
iii)
Vz € C, Re(z) =Re(z), Im(Z) = —Im(z) et Re(iz) = —Im(z)
iv)
VzeC, |z2* =22
V)
Vz1 € C, V22 € C, |z14+22)* = |z21]? + |22)* + 2Re(Z122) = |21]? + |22|* + 2Re(z122)
vi)
Vz1 € C, V2 € C, |z1 — 22> = |z1]> + 22> — 2Re(Z122) = |21 * + |22|* — 2Re(z122)
vii)

1 1
Vz1 € C, Vzp € C, Re(Z122) =Re(z122) = Z!m + 2>~ Z\Zl —2)?

106



5.1.2 Définition et proprietés de base

( Définition 5.2.

Soient E et F deux C-espaces vectoriels, on dit qu’une application f : E — F est semi-

linéaire, si

) e E,Vy€E, f(x+y)=f(x)+ ),
ii) Vae C,Vx € E, f(ox)=0f(x).

Remarque 5.2.1

Soient E et F deux C-espaces vectoriels.
Soit f : E — F une application et soit g : E — F ’application définie par :

Vx € E, g(x) = f(x)

Alors f est semi-linéaire si, et seulement si, g est linéaire.

( Définition 5.3.

Soient E un C-espace vectoriel et f : E x E — C une application.

a) On dit que f est une forme sesquilinéaire sur E, si

i) Pour tout x € E, I’application

o E—C

ii) Pour touty € E, I’application

y— 0x(y) = f(x,y)

¢:E—C

Y @y(x) = f(x,y)

b) Une forme sesquilinéaire est dite hermitienne, si

Remarque 5.3.1

V(x,y) €E XE, f(x,y) = f(y,%)

1. f:E X E — C est une forme sesquilinéaire, si, et seulement si,
i) Vx €E,Vy) € E,Vy, €E, f(x,y1+y2) = f(x,y1) + f(x,y2),
ii) Vy € E, Vx| €E,Vxp € E, f(x1+x2,y) = f(x1,y) + f(x2,Y),
iii) Vae C,VBe C,Vx € E,Vy € E, f(owx,By) =0aBf(x,y).

2. Si h est une forme hermitienne sur E, alors

est linéaire

est semi-linéaire

V(x,y) € E*, f(x+y,x+y) = f(x,x)+ f(,y) +2Re(f(x,y))

V(x,y) € E*, f(x—y,x—y) = f(x,x)+ f(3,y) — 2Re(f(x,y))

V(x,y) € E%, f(ix+y,ix+y) = f(x,x)+ f(3,y) +2Im(f(x,y))

V(x,y) € B>, flix—y,ix—y) = f(x,x) + f(3,y) = 2Im(f (x,))
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En effet, on a

Fx+y,x+y) = f0x,x) + f(y,y) + f(xy) + (%)
(x,) + £ (3, y) + f(x,3) + f(x,y)
(x,x) 4+ f(y,y) +2Re(f(x,y))

|
~ =

flix+y,x+y) = f(ix,ix) + f(y,y) + f(ix,y) + f(y, ix)
= —i2f(x,x)+ f(,y) + f(ix,y) + f(ix,)

= f(x,x) + f(3,y) +2Re(f (ix,y))
= f(6,%) + f(3,y) +2Re(—if (x,y))
= f(6,%) + (0, y) +2Im(f (x,y))  (car Re(—if(x,y)) = Im(f(x,y)))

5.3.1 Matrice d’une forme sesquilinéaire

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n, f une forme sesquilinéaire sur E et B =
(e1,e2,...,e,) une base de E.

n n
Alors pour chaque (x,y) € E X E,avecx= Y xje;ety= ) yjej,ona

=1 =

n

:f(zxiei,iyjej)

=1

f leelay]

e

N
I
—_
~.
I
—_

M:

ly]f(eivej)

[Déﬁnition 5.4.}

La matrice de M, (C), A = (aij)1<i,j<n, définie par :
V(i,j) € {1,2, e ,n}, ajj = f(ei,ej)

s’appelle la matrice de f par rapport a la base f3.

Notations
Pour toute matrice A € M,,(C), avec A = (ajj)1<i,j<n, ON pose

A= (aij)i<ijen et A" ="(A)
On vérifie facilement, qu’on a

i) VA € M,(C),VB € M,(C), AB=AB.

ii) VA € M, (C), A ="(A).

Remarque 5.4.1
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n, f une forme sesquilinéaire sur E,
B=(e1,e2,...,en) une base de E et A = (a;j)1<i j<n la matrice de f par rapport a la base P.
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1. Par définition, on a

n n
V(x,y) €EXE, f(x,y) :Zzaijfiyj
i=1j=1

f est hermitienne <= A" = A

3. Si f est hermitienne, alors on a

aijx;y

~
£
=
I
-
1=

Il
—_
~.
Il
—_

I
M=

Tyit Y, (@i +ai%;yi)
1<i<j<n

N
I
—_

Donc, en particulier, on a

Vx € E, f(x,x)= Z|xl|2—|— Z (aijXix;j +a;xx;)

i=1 1<i<j<n

5.4.1 Ecriture matricielle

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n, f une forme sesquilinéaire sur E,
B = (e1,e2,...,e,) une base de E et A = (a;j)1<i j<n la matrice de f par rapport a la base 8. Pour

n
chaque x € E avec x = ), x;e;, on pose
i=1

Alors, f possede une expression matricielle sous la forme :

Y(x,y) € E X E, f(x,y) ='XAY

En effet, on a

n n
V(x,y) €EXE, ' XAY =Y ¥ ai%iy,
i=1j=1

5.4.2 Changement de base

[Proposition 5.5.}

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n, f une forme sesquilinéaire sur E.
Soient f3 et y deux bases de E, A et B sont, respectivement, les matrices de f par rapport aux
bases [ et y et P la matrice de passage de 3 a y. Alors on a

|B="PAP = P*AP|
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Preuve

Soient B = (e1,e2,...,en) et = (vi,va,...,v).

Donc, on sait que pour tout x € E, avec x =Y xje; =Y " xlvi, ona X = PX'.
D’apres I’écriture matricielle par rapport a chacune des deux bases, on a

Y(x,y) €E X E, f(x,y) ='X'BY' ='XAY ='PX'A(PY') ="X'("PAP)Y’

Donc, on aura
VX' € C",vY' e C", 'X'BY' ='X'("PAP)Y’

Ainsi, on aura
B ="PAP

5.5.1 Rang d’une forme sesquilinéaire

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n, f une forme sesquilinéaire sur E. Soient 3 et
v deux bases de E, A et B sont, respectivement, les matrices de f par rapport aux bases et yet P la
matrice de passage de  a 7.

Alors on sait que B ='PAP, donc A et B sont équivalentes et par suite, A et B ont méme rang. Ainsi,
la définition suivante a un sens :

( Définition 5.6. )

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n, f une forme sesquilinéaire sur E et
A la matrice de f par rapport a n’importe quelle base de E. Alors le rang de f est défini par

rang(f) = rang(A)

5.6.1 Formes hermitienne non dégénérée

[Déﬁnition 5.7.}

Soient E un C-espace vectoriel quelconque et / une forme hermitienne sur £. On considere
I’application @ : E — E* définie par :

Vx € E, ®(x) =@ ot Vy € E, Ox(y) = h(x,y)

Si @ est injective, on dit que f est non dégénérée.

Remarque 5.7.1
D’apres la définition précédente, [ est non dégénérée, si et seulement si, pour tout x € E, on a

Vy € E, h(x,y) =0 =x=0

Cela signifie que si pour un certain x € E, on a h(x,y) = 0 pour tout y € E, alors nécessairement, on
ax=0.
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[Proposition 5.8.}

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, § une base de E, & une forme hermi-
tienne sur E et A la matrice de & par rapport a la base 3. Alors,

[f est non dégénérée| <= det(A) # 0

Preuve

On considere I'application ® : E — E* qui a chaque x fait correspondre Q.
Posons B = (e1,e2...,e,) et B* = (e],€3,...,ey) la base duale de P.

Soit M = (m;j)1<i j<n la matrice de ® par rapport aux bases P et B*, alors on a

Vjie{1,2,...,n}, ®(e;) = ka,ek

Donc pour chaque i € {1,2...,n} et pour chaque j € {1,2,...,n}, ona

h(ei,ej) = h(ej,ei) = Z mije;(e;) =m;; (car e;(e;) = Oi)

On en déduit donc que M = A. Ainsi, on aura,

f est non dégénérée <= ® est injective (par définition)
<= D est bijective (car E et E* ont méme dimension)
<= det(M) #0
> det(A) #0 (carM =A)
<= det(A) #0

5.8.1 Orthogonalité

( Définition 5.9. )

Soient E un C-espace vectoriel quelconque, 2 une forme hermitienne sur E. Soit A une
partie non vide de E, on définit ’orthogonale de A, par rapport a la forme hermitienne £,
noté AL, par :

Vy€eE,yc Al < Vx €A, h(x,y) =0

Remarque 5.9.1
1. Soient A et B deux parties non vides de E, telles que A C B, alors B= C A+,

2. Pour toute partie non vide A de E, on a A+ = Vect(A)™.

3. Pour toute partie non vide A de E, méme si A n’est pas un sous-espace vectoriel de E, A est
toujours un sous-espace vectoriel de E.
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[Proposition 5.10.}

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et s une forme hermitienne sur E, alors
pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a

i) dim(F)+ dim(F1) > dim(E).

ii) Si de plus % est non dégénérée, alors on a

dim(F) +dim(F1) = dim(E) et F*-+F

Preuve
La démonstration est la méme que dans le cas des formes bilinéaires symétriques.

( Définition 5.11. )

Soient E un C-espace vectoriel et 4 une forme hermitienne sur E.

i) On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, si i(x,y) = 0.
ii) On dit qu’un vecteur x € E est isotrope, si i(x,x) = 0.

iii) Un sous-espace vetoriel F de E est dit isotrope, si F N F*+ # {0}.

iv) Un sous-espace vetoriel F de E est dit totalement isotrope, si F C F L

(Théoreme 5.12. )

Soient E un C-espace vectoriel quelconque, ~ une forme hermitienne sur £ et F un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie. Alors

E = F®F* <= F est non isotrope

Preuve

Ce théoréeme se démontre de la méme maniére que dans le cas d’une forme bilinéaire symétrique.

5.12.1 Bases orthogonales

( Définition 5.13. |

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n et & une forme hermitienne sur E.
On dit qu’une base (e, ez, ...,¢e,) de E est orthogonale, si

Vie{l,2,...,n},Vje{1,2,...,n}, i # j = h(ej,e;) =0

Remarque 5.13.1
Supposons que E posséde une base orthogonale B = (e1,ez,...,e,) et soit A = (a;j)1<i j<n la matrice
de h par rapport a B, donc pour i # j, on a a;j = h(e;,ej) = 0. Donc A est une matrice diagonale et
n n
onapourx =Yy xie;j et y=Y yie;
= .

1= i=1

n
h(x,y) = Zaiifiyi
i=1
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n
Donc, en particulier, pour tout x € E, avec x = Y. xje;, on a
i=1

n
h(x,x) = Z a,-i|x,-|2
i=1

Dans la suite on se propose de montrer que toute forme hermitienne possede au moins une base
orthogonale.

Lemme 5.14.

Soient E un C-espace vectoriel et f une forme hermitienne sur E. Alors

h est identiquement nulle <= Vx € E, h(x,x) =0

Preuve
(=) Trivial.

(<=) Supposons que pour tout x € E, h(x,x) = 0 et montrons que h est identiquement nulle.
Soient (x,y) € E X E, alors ona h(x+y,x+y) =0 et h(ix+y,ix+y) =0.
Oy, on sait que

h(x+y,x+y) = h(x,x) +h(y,y) +2Re(h(x,y)) = 2Re(h(x,y))

et que
h(ix+y,ix+y) = h(x,x) +h(y,y) +2Im(h(x,y)) = 2Im(h(x,y))

donc Re(h(x’y>) = Im(h(x,y)) = O, par Suite, h(x,y) =0.

(Théoreme 5.15. )

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Alors toute forme hermitienne £ sur E,
possede au moins une base orthogonale.

Preuve
On procede par récurrence sur la dimension de E, exactement comme dans le cas d’une forme bili-
néaire symétrique.

5.16 Formes quadratiques hermitiennes

5.16.1 Définition et proprietés élémentaires

( Définition 5.17. |

Soit E un C-espace vectoriel. On dit qu'une application g : E — R est une forme quadra-
tique sur E, s’il existe une forme sesquilinéaire f sur E, telle que

Vx € E, q(x) = Re(f(x,x))
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Exemples
Si h est une forme bilinéaire symétrique sur E, alors I’application q : E — K définie par :

Vx € E, q(x) = h(x,x)

est une forme quadratique sur E, appelée forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique
h.

Réciproquement, a toute forme quadratique, on peut associer une forme hermitienne unique, comme
le montre la proposition suivante :

[Proposition 5.18.]

Soient E un C-espace vectoriel et ¢ une forme quadratique sur E. Alors il existe une forme
hermitienne unique 4 sur E, telle que

Vx € E, q(x) = h(x,x)

Dans ce cas, i s’appelle la forme polaire associée a la forme quadratique g et on a la relation
suivante, appelée formule de polarisation :

13
Vx € E,Vy € E, h(x,y) = 7 Z *q(*x+y)
k=0

Preuve
q est une forme quadratique sur E, donc, par définition, il existe une forme sesquilinéaire f sur E,
telle que

Vx € E, q(x) = Re(f(x.%))

Soit h: E x E — C l’application définie par :

W) € E X E, hx,y) = f(x,y);f(y,X)
Alors h est une forme hermitienne sur E, car on a
vee B, h(ex) = T EIED  go(pe ) = g0

2

Puuisque h est hermitienne, alors on sait que pour tout (x,y) € E X E, on a

q(x+y) = q(x) +q(y) +2Re(h(x,y))

q(—x+y) = q(x) +q(y) —2Re(h(x,y))
q(ix+y) = q(x) +q(y) +2Im(h(x,y))
q(—ix+y) = q(x) +q(y) — 2Im(h(x,y))

Donc, on aura

3
Y Fq(x+y) = g(x+y) +ig(ix+y) — q(—x+y) — ig(—ix+y)
k=0

= 4(Re(h(x,y)) + ilm(h(x,y))
= 4h(x7y)

Cette relation entre q et h assure ['unicité de h.
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Remarque 5.18.1
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n, q une forme quadratique sur E et h la forme
polaire associée a q.

1. Soit B une base de E et soit A = (a;j)1<i j<n la matrice de h par rapport a la base B.
Alors A s’appelle aussi la matrice de q par rapport a B et on a

Vx€eE, q Zau!xl\ + Z aljx,xj—l—aljx,x])
i=1 1<i<j<n

Avec a;jX;xj+a;jxiXj = 2Re(a;X;x ), donc on a

Vx €E, g(x Za”\xz]z—{—Z Z Re(a;jXix;)
i=1 1<i<j<n

2. Puisque h est hermitienne, alors h posséde au moins une base orthogonale .
Alors, B s’appelle aussi une base g-orthogonale et q s’écrit, par rapport a cette base, sous la
forme réduite suivante :

Vx€eE, q Zau‘xz|

3. Le rang d’une forme quadratique est défini comme étant le rang de sa forme pdlaire associée.

[Théoréme 5.19.}

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n et g une forme quadratique sur E
de rang r. Alors il existe des formes linéaires complexes [1,/,...,[,, linéairement indépen-
dantes et il existe des scalaires réels A, Ay, ..., A, non nuls, tels que

Vx€E, q(x ZMZ

Preuve
Méme démonstration que dans le cas réeel.

5.19.1 Méthode de Gauss pour la réduction d’une forme quadratique hermi-
tienne

Cas de la dimension 2

Soient E un C-espace vectoriel de dimension = 2, (e, e>) une base de E et g une forme quadratique
hermitienne sur E, alors pour chaque x € E, avec x = xje| +xze2, 0n a

g(x) = a|x1 > +b|xs|* +2Re(ctixy) o acR,beRetceC

i) Si (a,b) # (0,0), alors on peut supposer, par exemple, que a # 0, puis on proceéde de la maniére
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suivante :

q(x) =alx; \2 + b\x2|2 +2Re(cx1x7)
C
—a [yx1\2+2Re(ax1xz)} +bxa)?

2
C C
=a [\xl + —Xz‘z — —l ‘2 ]lez} +b]x2|2
a a

el?

Y 2
— )X
D)l

c
= alx; +Ex2|2+ (b—

2
C C

=a/X|* +BIX:|* out Xi =x1+—x2, Xo =1, 0€=a€t[3:b—’—|

a a

ii) Si (a,b) = (0,0), alors g(x) = 2Re(cx}x;), donc on aura
q(x) =2Re(cx1x2)
1
= §(|x1 +exa]? = |x1 —exa)?)
1 1
= §|x1 +exo | — E\xl —cxa?
1 2 1 2

= EXI _EXZ ou Xi =x;1+cxretXo =x1 —cxa

Cas de la dimension 3

Soient E un C-espace vectoriel de dimension 3, (e1,2,e3) une base de E et g : E — C une forme
quadratique. Alors pour tout x € E, x = x1e1 +x2e2 +x3€3, 0n a

q(x) =alx; |2 + b|)cz|2 +clx3 |2 +2Re(dx1x2) +2Re(ex1x3) +2Re( fx2x3)

ol (a,b,c) eR3 et (d,e, f) € C3.

i) Si (a,b,c) # (0,0,0), alors on peut supposer par exemple que a # 0. Dans ce cas, en regroupant
tous les termes contenant x|, on aura,

q(x) = (a|x1|2 + 2Re(dx1x7) —|—2Re(eipc3)) —|—b|x2]2 —|—C|X3]2 + 2Re( fXpx3)
d e
=a |:|x1‘2 +2Re ()ﬁ(;)cz + EX3)>‘| —i—b\xz|2 —I—C|X3’2 —|—2Re(f)32)C3)
d e d e
=a [|x1 + —x+ —X3‘2 — ‘—XQ -+ —X3|2] +b|XQ’2 —I—C|X3’2 —|—2Re(f3?2x3)
a a a a
d € 2 d € 2 2 2 -
:a]x1+;x2—|—EX3| —a|5x2+ZX3| +D|x2|” + c|xz|” + 2Re(fX2x3)

d e
=alx; + Tt 5)63|2 + 0(x2,x3)

_ d e
O(x2,x3) = blxz|* + ¢|x3|? + 2Re(fF2x3) —a\;xz + ax3]2

est une forme quadratique en (xp,x3).
Donc pour achever la décomposition de g, il suffit de décomposer Q qui peut-étre considérée
comme une forme quadratique sur un C-espace vectoriel de dimension 2.
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ii) Sia=b=c=0,alors g s’écrit sous la forme :
q(x) = 2Re(dx1x2) + 2Re(ex1x3) + 2Re( fX2x3)
En supposant, par exemple, que d # 0, on peut proceder de la maniere suivante :

q(x) = 2Re(dx1x2) + 2Re(ex1x3) + 2Re( firx3)
= 2Re(dxjxp + ex1x3 +fx2f3)

=2Re [d(f])@ + 2)?1)(3 + gxp@)}

—2Re {d(fl + g%)(xz + 2x3> - %xzrﬂ

Posons

i

)| =x1+§—x3, yz—x2+dx3 et A = —Re(
Donc, on aura
q(x) =2Re(dy1y2) + M)C3|2
1 1
= §|y1 +dy2|2— §|y1 —dy2|2+7»|x3|2
1 1
= Elm +dxz+(§_+e)X3|2 - Elm —dxp + (g-—e)X3|2+7LIX3|2
L, 1 2 2
= X 2= X2+ AX
2|1| 2|2!+|3!
Avec

X; =x1 +dx2+(§+e)X3, X> =x1 —dx2+(§—e)x3 et X3 = x3

Le cas général

Soient E un C-espace vectoriel de dimension fine = n, (ey,ez,...,e,) une base de Eetg: E — C
une forme quadratique hermitienne non nulle. Alors on sait que g s’écrit sous la forme :

Za, |x,|2 +2Re( Z a;jXix;)

i=1 1<i<j<n

Nous allons procéder par récurrence sur n, en distinguant deux cas :

i) Il existe ip € {1,2,...,n}, tel que a;, # 0, alors quitte & réordonner les g;, on peut supposer que
a; # 0. Dans ce cas, en regroupant tous les termes contenant x;, (si a la place de a; on prend
aj,, on doit regrouper tous les termes contenant x;,), on aura,

q(x )—al\x1|2+2Re Zaljxlx] +Za,]x,| +2Re( Z a;jXix;)

Jj=2 i=2 2<i<j<n
|x1]2+2Re fl(ZOijj) Za,|xl|2+2Re Z a;jXixj) ouVvj, ocj:i
Jj=2 i=2 2<i<j<n ai
n 2 2
=a x1+Zocjxj ZaJxJ +Za,]x,|2+2Re Z a;jXix;)
Jj=2 j= i= 2<i<j<n
2
n
=a Xl—l—ZOCij +Q(X2,...,Xn)
j=2
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2
n

Q()Q,...,xn):zRe( Z aijfixj)+2a,~|x,~|2—

2<i< j<n i=2

n
Z X
j=2

est une forme quadratque en x7,x3,...,X,, donc on peut considérer Q comme une forme qua-
dratique sur un C-espace vectoriel de dmension n — 1 et on applique, alors, I’hypothese de
récurrence a Q.

ii) Vie {1,2,...,n}, a; =0, alors, dans ce cas, g s’écrit sous la forme :

q(x):2Re( Z a,-jiixj)

1<i<j<n

g # 0, donc I’'un au moins des coefficients a;; est non nul, donc pour simplifier on peut supposer
que ajp # 0, puis on regroupe tous les termes contenant x; et tous les termes contenant x;. Ainsi,
on aura

n n
Q(X) = QRC((IIZXIXZ + Z (leflx]' + Z azjfzxj) + 2Re( Z aijiixj)
J=3 Jj=3 3<i<j<n

On sait que Vz € C, Re(z) = Re(Z), alors on a

n n
Re( Z azj)fzxj) = Re( Z dzszij)
=3 =3

Donc, si on pose,

n n
azj
= Z ——Xj et y2 = Zaljxj
j=3 412 j=3

Alors, on aura,

q(x) = 2Re(aj2X1x2 + X1y2 + arpx2y1) + 2Re( Z aij)?,-xj)

3<i<j<n
= 2Re (X1 +71)(a12x2 +y2) — F1y2) +2Re( Y aijfix;)
3<i<j<n
= 2Re ((x1 +y1)(a12x2 +y2)) — 2Re(F1y2) +2Re( ) aijfix;)

3<i<j<n

1 ) 1 2
:§|x1+a12x2+y1+y2| —§|X1—012X2+)’1—y2| +0(x3,...,x,)

ou
O(x3,...,%,) =2Re( Y aijfixj) — 2Re(¥1y2)
3<i<j<n
est une forme quadratique en x3,...,x,, donc Q peut-étre considérée comme une forme qua-

dratique sur un C-espace vectoriel de dimension n — 2. Donc on achéve la décompositon en
appliquant I’hypothese de récurrence a Q.

Exemples
1. Appliquons 'algorithme de Gauss a la forme quadratique g définie sur C> par

Vx e C3, g(x) = |x1]? + |x3|* — 2Re(i%1x2) — 2Re(iv/252x3)
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Alors, nous obtenons,

q(x) = (|x1)* = 2Re(i%1x2)) + |x3]* — 2Re(i iV/25x3) (5.1
= (Jx1 — ixp|? — |x2|2) lx3]? — 2Re(iv/2%2x3) (5.2)
= b —ina = (5o + 2Re(iv282x3) ) + 32 (5.3)
=[x —ixo|* — <|XZ+i 2x3) —2|X3|2) + |xaf? (5.4)
= o — ixa|? — 2+ iV2x3 7 + 3|x3 (5.5)

2. Appliquons l’algorithme de Gauss a la forme quadratique q définie sur C par
Vx e C3, q(x) = |x1)? +2|xa|* — 4|x3]* + 2Re(%1x2) + 2Re (%1 x3)
Alors, nous obtenons,

(|x1| +2Re(%1x2) + 2Re(X1x3)) + 202> —4|x3|*>  (Regroupement des termes contenant x1)
= (]xl\z—i—ZRe (%1 (x24x3))) +2xa|? — 4x3?
= (Jx1 +x2 +x3]% = [r2 +x30%) + 202 |* — 4]x3)?
= |xi +x2+ x>+ (|x2|2 — 2Re(%)x3)) —5|x3?
= 1 +x2+x3 + (Jx2 —x3)* — |x3)*) = 5|x3)

= |x1 +x2 +x3]2 + |x2 — x3]% — 6]x3]?

3. Appliguons l’algorithme de Gauss i la forme quadratique q définie sur C par
Vx € C3, q(x) = X1xp +x1% — iX1x3 + ix153 + (1 — §)Xx3 + (1 +i)xp53
Alors, nous obtenons,

q(x) =2Re (X1xp — ix1x3 + (1 — i) %2x3)
= 2Re (X1x7 — ixX1x3 + (1 —i)x2%3)
—2Re( a4+ (1—-ix 3)(X2—lx3)+i(1_i)|x3|3)

)

— 2Re <(x1 + (1+i)x3)(x2 —lX3)) +2Re(i(1—i))|x3]?

1 1 :
= §|x1 +x2+x3)% — §|x1 — x4 (1420)x3]> +2|x3)?

5.20 Exercices

Exercice 123
Dans chacun des cas suivants, déterminer la matrice de ¢ par rapport a la base canonique de C3,
appliquer I’algorithme de Gauss pour décomposer g sous formes de carrés, déterminer le rang et la
signature de g et une base g-orthogonale.

1. q(x) = ’Xl ‘2 + 2‘)62|2 + 2|X3 ’2 + 2iX1xy — 2ix1X0 — iX1X3 + ix1X3 4 2iXpx3 — 2iX0X3

2. q(x) = |x1]> +2|xa|* — 4]x3|* 4 %122 4 X152 + F123 + X153
3. q(x) = X1x0 +x1% — ix1x3 4+ ixp 03 + (1 — i) %ox3 + (1 4 1)xp%3

(x) =

4. q(x) = |x1|? 4 3|x2|> + 6|x3|? + i¥1x2 — x1 %2 + 2i%p — 2ix)X3.
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Exercice 124
Soit ¢ la forme quadratique de C? dont la matrice A par rapport a la base canonique de C> est définie
par :

1 -2 O
A=|2i 7 3i
0 —-3i 5

En appliquant I’algorithme de Gauss décomposer g sous formes de carrés, déterminer le rang et la
signature de g et une base g-orthogonale.

Exercice 125
Soit ¢ la forme quadratique hermitienne définie sur C> par :

Vx € C3, q(x) = iX1Xp — IX1Xp + X1X3 + X1X3 + XpX3 + XpX3

1. Déterminer la matrice de ¢ par rapport i la base canonique de C°.
2. En appliquant la méthode de Gauss, décomposer g sous forme de carrés.
3. En déduire le rang et la signature de q.

4. Déterminer une base g-orthogonale.

Exercice 126
Soit f : Cy[X] x C,[X] — C I’application définie par :
V(P.0) € ColX] x C2[X], f(P.Q) = P(1)Q(1) +P()Q(i) + P(~)Q(~i)
1. Montrer que f est une forme hermitienne sur C,[X] et déterminer sa matrice par rapport a la
base canonique (1,X,X?).
2. Déterminer la forme quadratique g associée a f et appliquer 1’algorithme de Gauss a g.

3. Trouver une base g-orthogonale (Py, P;,P,), telle que deg(P;) = k, pour k € {0,1,2}.

Exercice 127
Soit f la forme hermitienne définie sur C> par :

V(x,y) € C* x C?, f(x,y) = 6%1y1 +3%2y2 + 9533 + 2812 + 2%0y1 — 2%1y3 — 283y1 + (2+31)Fays + (2— 3i)B3y2

1. Déterminer la matrice de f par rapport i la base canonique de C3.
2. Déterminer la forme quadratique g associée a f et appliquer 1’algorithme de Gauss a g.

3. Déterminer le rang et la signature de g.
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CHAPITRE 6

ESPACES HERMITIENS

6.1 Produit hermitien

6.1.1 Définition et exemples

( Définition 6.2. )

Soient E un C-espace vectoriel et 4 une forme hermitienne sur E.

i) On dit que £ est positif, si
Vx € E, h(x,x) >0

ii) On dit que & est définie positive, si

Vx € E, x# 0= h(x,x) >0

iii) On appelle produit hermitien sur E, toute forme hermitienne sur E définie positive.

iv) Un C-espace vectoriel muni d’un produit hermitien s’appelle un espace préhilbertien
complexe.

v) Un espace préhilbertien complexe de dimension finie s’appelle un espace hermitien.

Exemples
1. Le produit hermitien usuel sur C" est défini par :

Vx € C" Wy e C", f(x,y) = Y %y
i=1

avec x = (X1,X2,...,Xn) ety = (¥Y1,Y2,---,Vn)-
Donc C" muni de ce produit hermitien est un espace hermitien.

2. Soit f : M,,(C) x M,(C) — R I’application définie par :
V(A,B) € My(C), f(A,B)=tr(A"B), oi A*—='A

Alors, f définit un produit hermitien sur M, (C).
En effet, il est facile de vérifier que f est une forme hermitienne.
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Soit A € M,,(C), avec A # 0 et A = (aij)1<i,j<n» alors on a

|
=

I
-
I
_

f(A,A) = tr(A*A)

bixayi, avec by = ay;

I
M=
[;ﬂ:

kiQki

N
I
_
-
I
_

Il
ot
Neb
)
)

N
I
—_
~
I
—_

On en déduit donc que f(A,A) > 0.

3. L(C) = {(x2)n>0 € CYN : ¥ |xu]? < oo} est un espace préhilbertien complexe pour le produit
n=
hermitien défini par :

vxe CV vy e CY, f(x,y) = Y Tuvn
i=1

avec x = (X)n>0 €ty = (Yn)n>0-
Ici, f est bien définie, car Vn € N, |%qy| = [xn||yn| et [xal|yn] < 5(|xn> + [yal*)-

4. C([a,b],C), le C-espace vectoriel des fonctions continues de |a,b] vers C, est un espace pré-
hilbertien complexe pour le produit hermitien suivant :

9F € Cllasb), €)Y < Clla.b),C), (7.8) = [ Fe(o)a

Remarque 6.2.1

Une matrice hermitienne A est dite définie positive, si la forme hermitienne définie par la matrice A
est définie positive.

Donc une matrice hermitienne A est définie positive, si, et seulement si,

VX eC', X #0="'XAX >0

[Proposition 6.3.}

Soit E un espace hermitien. Alors,

i) E possede au moins une base orthonormale.

ii) Pour tout sous-espace vectoriel F de E,ona|E =F & F L

iii) Pour tout sous-espace vectoriel F de E,ona F-- =F.

Preuve
Méme justification que dans le cas des espaces euclidiens.

6.3.1 Notations et regles de calcul
Notations

Soit £ un espace préhilbertien complexe muni d’un produit hermitien 4. Dans toute la suite, nous
adoptons les notations suivantes :

Vx € E,Vy € E, onpose f(x,y)=<x,y> et f(x,x):HxH2
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Regles de calcul

i)

Vx € E\Vy € E, x+y|* = [lx]° + [ly[|* +2Re(< x,y >)
i)

Vx € E,Vy € E, [lx—y|* = |Ix]* + [Iyl]* — 2Re(< x,y >)
if)

Vx € E Ny € E, ||x+y||*+ |lx—y|*> = 2(||x||* + |ly||*)| (Identité du prallelogramme)

iv) Identité de polarisation :

VxeE,VyeE, <x,y>=

=

3
Y il +yl?
k=0

Remarque 6.3.1
Notez que si < x,y >=0, alors on aura

bey11% = b=yl = 1[I+ [Il1?

6.3.2 Utilisation des bases orthonormales

Soit E un espace hermitien de dimension n, muni d’une base orthonormale 3 = (e, ez, ..., ep).
Alors on a

1.

n
VxGE,x:Z<e,-,x>e,-
i=1

n
Vx€ENy€E, <xyy>=) <uxe><e,y>
i=1

n
ek, [P =Y | <xe> P
i—=1

4. Si u est un endomorphisme de E et si A = (a;j)1<i j<n €st 1a matrice de u par rapport a la base
orthonormale B = (ey,es,...,e,), alors on a

Vie{1,2,...,n},Vje{1,2,...,n}, ajj=<u(e;),e; >=<ej,u(e;) >

Preuve
Exercice
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6.4 Inégalité de cauchy-Schwartz

[Théoréme 6.5.}

Soit E un un espace préhilbertien complexe, alors on a

Vx€EVy€E, |<xy>|< |xlllyl

Preuve
Soit (x,y) € E?,

i) Si <x,y>=0adalorsilny arien a démontrer, car 0 < ||x||||y||-
<Xx,y>

| <x,y>|
Vit €R, |[tAx+y]| >0

ii) Si <x,y>#0, on pose A= , donc on aura

ViR, [[Ax+y||>0=VreR, |x||’>+2Re(< thx,y >)+|y|*> >0
—VreR, ||x]|?2+2Re(th < x,y >)+|y|>*>0

Orona 5
X,y > | <xy>|

<X,y >= = <x,y>
<ry>] <% T<xys| <>

X<x,y >=
Ainsi, on aura
Vi ER, |lx|*2+2| <x,y>|t+y]*> >0

Nous obtenons, donc, un trindme de second degré en t qui est toujours positif ou nul pour tout
t € R, donc son discriminant A < 0. Donc on aura

| <xy> = |xly]* <0

D’oun le résultat.

[Proposition 6.6.]

Soit E un espace préhilbertien complexe, alors on a

| <xy>| =[xyl <= (x,y) estlié

Preuve

(=) Supposons que | < x,y> | = [x[[ly].
Six=0ouy=0, alors (x,y) est lié. Donc, on peut supposer que x # 0 et y # 0.
Puisque | < x,y > | = ||x||||v]|, alors le discriminant du trinéme ent :

|2t2

el =2 < x> [t + |y
est nul, donc il existe ty € R, tel que
IxIP65 — 2] < 2,y > [to + [|y[|* = 0

donc on aura cxy>
lodx—y|2=0 oa A= 227
| <x,y>|

Ainsi, on aura tohx —y = 0, donc (x,y) est lié.
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(«<=) Supposons que (x,y) est lié, alors il existe o € R, tel que y = o, donc on aura

| <xy>|=]<xo0> | = allx|® = |||y

[Corollaire 6.7 ]

Soit E un espace préhilbertien complexe, alors 1’application dédinie par :

Vx € E, ||x]| =+v/<x,x>

est une norme sur E, appelée norme euclidienne sur E.

Preuve
Méme démonstration que dans le cas des espaces euclidiens.

6.8 Endomorphismes d’un espace hermitien

6.8.1 Endomorphisme adjoint

[Proposition 6.9.}

Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme u de E, il existe un unique
endomorphisme v de E, tel que

Vx e E,Vy€E, <u(x),y>=<x,v(y)>

Dans ce cas, v s’appelle I’adjoint de u et se note u*.

Preuve
Pour chaque y € E, on considere la forme linéaire @y, sur E définie par :

Vx € E, ;9,(x) =< y,u(x) >

Puisque tout produit hermitien est non dégénéré et puisque E est de dimension finie, alors ’applica-

tion
b FE—E*

72— P(z), ou Vx € E, P(z)(x) =< z,x >
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On a @y € E*, donc il existe un unique z, € E, tel que ®(zy) = @y, donc si pour chaque y € E, v(y) =z,
alors on définit bien une application v : E — E.
On vérifie facilement, comme dans le cas des espaces euclidiens, que v est linéaire et on a

Vx€E,Vy€E, @y(x) =P(zy)(x) = Vx € E,Vy € E, <yu(x)>=<zyx>
= Vx€E,VyeE, <yux)>=<v(y),x>

= Vx€E,VyeE, <u(x),y>=<x,v(y)>
= Vx€E,VyeE, <u(x),y>=<ux,v(y)>

L’unicité de v se démontre de la méme maniere que dans le cas des espaces euclidiens.
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[Proposition 6.10.}

Soit E un espace hermitien. Alors on a

i) YueL(E), u™ =u.

ii) Vue L(E),Yv € L(E), (u+v)* =u*+v*.
iii) VA € R,Vu € L(E), (Au)* = Au*.

iv) Vue L(E),Yv e L(E), (vou)* =u*ov*.

v) Si B est une base orthonormale de E et si A = Mat(u, ), alors on a

Mat(u*,B) = A*

Preuve
i), ii), iii) et iv) sont faciles a vérifier
Posons A = (ajj)1<i,j<n et Mat(u*,B) = B = (b;j)1<i j<n, alors on sait que

V(i,j) € {1,2,...,n}% a;j =<ej,u(e;) > et bijj=<eju(ej) >
Ainsi, on aura
bij=<ej,u"(e;) >=<u(e;),e; >=<ej,ule;) >=a;
Donc, B="(A) = A*.

 Proposition 6.11. |

Soient E un espace hermitien et # un endomorphisme de E, alors
i) ker(u*) = Im(u)*.
i) Im(u*) =ker(u)*.

iii) Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F- est stable par u*.

Preuve
Se démontre de la méme maniere que dans le cas des espaces euclidiens.

6.11.1 Endomorphismes normaux

( Définition 6.12. )

Soit E un espace hermitien, on dit qu’un endomorphisme u de E est normal, si u*ou =uou™.

Remarque 6.12.1
1. Une matrice A € M,,(C) est dite normale, si A*A = AA™.

2. Soient E un espace hermitien, 3 = (ey,e,...,e,) une base orthonormale de E, u un endomor-
phisme de E et A = Mat(u,P), alors

u est normal <= A est normale

3. Si u est un endomorphisme normal, alors pour tout A € C, Mdg — u est normal.
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Lemme 6.13.

Soit A € M,, ,(C), telle que tr(AA*) = 0. Alors A = 0.

Preuve

Posons A = (ajj)1<i<m,1<j<n, A" = (bij)i<i<ni<j<m et AA™ = (cij)i<i j<m, donc on aura

Vie{1,2,....n},Vje{1,2,....m}, bij=aj5

Ainsi, on aura
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Puisque tr(AA*) = 0, alors pour tout (i, j) € {1,2,...,m}?, |a;;|* = 0. D’oit le résultat.

 Proposition 6.14.

Soient un espace hermitien et # un endomorphisme normal de E, alors

i) Vx € E, [lu(x)]| = [lu* ().
ii) ker(u) = ker(u*).
iii) VA € C, ker(Aldg —u) = ker(Aldg —u™).

iv) Si F un sous-espace stable par u, alors F- est aussi stable par u.

Preuve
i) Soitx € E, alors on a

() ||> =< w(x),u(x) >=< u* (u(x)),x >=< u(u*(x)),x >=< u*(x),u* (x) >

ii) Soitx € E, alors on a

x €ker(u) <= u(x) =0

= [lu(x)[| =0
= [lu'(x)] =0
<~ u'(x)=0
<= x € ker(u")
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iii) Soit A € C, puisque u* ou = uou*, alors on voit facilement, par un simple calcul, qu’on a
aussi (Mdg —u)*(AMdg —u) = (Mdg —u)(Mdg —u)*, donc pour tout h € C, I’endomorphisme
Mdg — u est normal. Donc d’apres ii), on a le résultat.

iv) Soit F un sous-espace vectoriel de E, stable par u et soit p = dim(F), avec p > 1.
Soit B = (e1,...,ep,epi1,...,n) une base orthonormale de E, telle que (ey,...,e,) soit une
base de F et (epi1,...,n) une base de F.
Soit M la matrice de u par rapport a base B. Puisque F est stable par u, alors M s’écrit sous la
forme :

M= (g lé) , avec Ae M,(C), BEM,,_,(C) et CeM,_,(C)

Donc pour montrer que F est stable par u il suffit de montrer que B = 0.
La base B est orthonormale, donc Mat(u*,B) = M*. Par conséquent on aura,

uou=uou" < M'M=MM*

=G )0 9-6 96 o)
B* c* 0 C 0 C) \B* c*

PN (A*A A*B ) _ (AA* + BB* BC*)
B*A  B*B+C*C CB* CC*

— A*A = AA* + BB’

= tr(A*A) = tr(AA* + BB*) = tr(AA™) + tr(BB")

= tr(BB*) =0 (car tr(A*A) = tr(AA™))

=B =0 (d’aprés le lemme précédent)

Donc F* est stable par u.

[Théoréme 6.15.}

Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme normal de E, il existe une base
orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Preuve

On proceéde par récurrence sur n, avec n = dim(E).

Pourn =1, iln’y a rien a démontrer.

H.R "Supposons que n > 1 et que tout endomorphisme normal sur un espace hermitien de
dimension < n, possede une base orthonormale formée de vecteurs propres".

Soit E un espace hermitien de dimension n et soit u un endomorphisme normal de E.

Le corps C est algébriquement clos, donc u posséde au moins une valeur propre A € C.

Soit E| un vecteur propre associé a \, alors F = Vect(ey) est stable par u, donc d’apreés la proposition
précédente, F- est stable par u.

Soit v la réstriction de u a F~, alors v est un endomorphisme normal de F L+ car u est normal.

On a dim(F+) = dim(E) — dim(F) = n — 1, donc d’apreés ’hypothése de récurrence, il existe une
base orthonormale (e, ... e,) de F L formée de vecteurs propres de v.

Ainsi, (ey,ea,...,e,) est une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Remarque 6.15.1
Toute matrice normale est diagonalisable sur C.
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6.15.1 Endomorphismes hermitiens

( Définition 6.16. |

Soient E un espace hermitien et # un endomorphisme de E.
i) On dit que u est hermitien (ou autoadjoint), si u* = u.

ii) On dit que u est antihermitien, si u* = —u.

Remarque 6.16.1
1. Une matrice A € M,,(C) est dite hermitienne, si A* = A.

2. Soit B une base orthonormale de E et soit A = Mat(u,B), alors
(u est hermitien) <=> (A est hermitienne)

3. Tout endomorphisme hermitien est normal.

 Proposition 6.17.

Soient E un espace hermitien et # un endomorphisme hermitien de E. Alors toutes les
valeurs propres de u sont réelles.

Preuve

Soit A € C une valeur propre de u, alors il existe xo € E, tel que u(xg) = Axo.

Donc, on aura

<u(xp),xo >=<xg,u" (x0) > =< u(xg),xo >=< xo,u(xo) > (car u* =u)
— < Axg, X0 >=< X0, Axo >
~ 2 2

= Alxol|” = Allxol|
— A=A (car |x|*#0)
= AeR

[Théoréme 6.18.}

Soient E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme hermitien u, il existe une
base orthonormale de E dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous la forme :

M 0 0 L0000

0O » 0 ... O
A—lo - . . .
0

0 O 0 A,

ouAi,A,..., Ay €R.

Preuve
11 suffit de remarquer que tout endomorphisme hermitien est normal.

Remarque 6.18.1
Toute matrice hermitienne est diagonalisable sur C.
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6.18.1 Endomorphismes unitaires

( Définition 6.19. |

Soient E un espace hermitien et # un endomorphisme de E.
On dit que u est unitaire, si u*u = Idg.

Remarque 6.19.1
1. Une matrice A € M,,(C) est dite unitaire, si A*A = I.

2. Soit B une base orthonormale de E et soit A = Mat(u, ), alors

(u est unitaire) <= (A est unitaire)

3. Tout endomorphisme unitaire u est inversible et on a u™' = u*.

4. Tout endomorphisme unitaire est normal.

[Proposition 6.20.]

Soient E un espace hermitien et # un endomorphisme de E. Alors propositions suivantes
sont équivalentes :

i) u est unitaire,
ii) Vx € E, [lux)[| = |x]l,
iii) Vx € E, Vy € E, <u(x),u(y) >=<x,y>.

Preuve
i) = ii) Supposons que u est unitaire, donc pour tout x € E, u*(u(x)) = x.
Soitx € E, alors on a

Hu(x)H2 =< u(x),u(x) >=<u*(u(x)),x >=< x,x >= HxH2

i) = iii) Supposons que Vx € E, |lu(x)|| = ||x].
Soient x € E ety € E, alors, d’apres 'identité de polarisation, on a

< u(x), Zl"\ll u(x) +u(y)||?

i) +u(y)®

li
4k=1
1 & 2
= L M utix+y)|
k=1
Ry k 2
=7 2 il +y]
4k:1
=X,y >

iii) = i) Supposons que Vx € E, ¥y € E, < u(x),u(y) >=<x,y >.
Soient x e E ety € E, alors on a
Vx€e E,Vy€E, <u(x),uly) >=<x,y>=VxcE,VyeE, <u"(ulx)),y>=<x,y>
= Vx€E,VyeE, <(uu)(x),y>=<x,y>
= VxecE,VyeE, <(uu)(x)—x,y>=0
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Fixons x € E, alors on aura
Vy€eE, < (uu)(x)—x,y>=0
Le produit hermitien est non dégénérée, donc on aura
Vx€E, (uu)(x)—x=0
Donc pour tout x € E, on a (u*u)(x) = x. D’ou le résultat.

Remarque 6.20.1

Soit E un espace hermitien, u un endomorphisme uniaire de E et A € C une valeur propre de u, alors
Al =1.

En effet, si A est une valeur propre de u, alors il existe xy € E, avec xo # 0, tel que u(xp) = Axo, donc
d’apres la proposition précédente, on a

[lxoll = fluCxo) | = [[Axo]l = [A[]|xoll
xo0 # 0, donc ||xo|| # O et par suite |A| = 1.

 Proposition 6.21.

Soit E un espace hermitien et # un endomorphisme de E.

i) Si u est unitaire, alors I’image par u d’une base orthonormale de E est une base ortho-
normale de E.

ii) S’il existe une base orthonormale B de E, telle que u(p) soit une base orthonormale de
E, alors u est unitaire.

Preuve
Exercice

Remarque 6.21.1
1. La matrice de passage d’une base orthonormale a une base orthonormale est une matrice
unitaire.

2. Pour tout matrice normale A € M,,(C), il existe une matrice diagonale D € M, (C) et une ma-
trice unitaire P € M, (C), telle que A = P*DP.

3. Pour tout matrice hermitienne A € M, (C), il existe une matrice diagonale D € M,,(C) et une
matrice unitaire P € M,,(C), telle que A = P*DP.

(Théoreme 6.22. )

Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme unitaire u, il existe une base
orthonormale de E dans laquelle la matrice U de u s’écrit sous la forme :

0 0 ... 0
0 % 0 ... 0
U=1] 0
—_—
0 0 0 ¢n

ou0,6,,...,6, € R.
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Preuve
Un endomorphisme unitaire est normal, donc il existe une base orthonormale formée de vecteurs

propres de u. Soit U la matrice de u par rapport a cette base, alors U est diagonale et les éléments
diagonaux de U sont tous de module 1, donc chaque élément diagonal s’écrit sous la forme € avec

un certain 6 € R.

6.23 Exercices

Exercice 128
Soient n un entier > 1 et 4 : C,[X] x C,[X] — C I’application définie par :

Y(P.0) € CIXP, (PQ) =5 [ Pleo(e®)do

1. Montrer que & défini un produit scalaire sur C,[X].
2. Montrer que (1,X,...,X") est une base orthonormale pour ce produit scalaire.
3. Soit P=ap+aiX +--+a, 1 X" +X".
a) Calculer ||P|>.
b) Soit M = |s|up |P(z)|. Montrer que M > 1 et étudier le cas d’égalité.
z|=1

Exercice 129
1. Montrer que pour toute matrice M € M,,(C), il exixte deux matrices hermitiennes uniques A et
B, telles que M = A +iB.

2. Montrer que si M = A+iB, ou A et B sont hermitiennes, alors

(M est normale) <= AB = BA

Exercice 130
Pour tout entier n > 3, on considere le groupe G des racines n'°™ de 1’unité dans C.

2% .
Posons ® = ¢ » , alors on sait que
2 n—1
G={l,0,0%,...,0" '}

On désigne par E I’ensemble de toutes les applications de G dans C. Pour (f,g) € E2, on pose

n—1
<f.g>=Y floh)g(a)
k=0

1. Montrer que E est un C-espace vectoriel de dimension finie = n.
2. Montrer que < -,- > définit un produit hermitien sur E.

3. Pour tout k € {0,1,...,n— 1}, on définit I"application f; : G — C, par :

Zk

NG

et on considere I’application U : E — E, définie par :

Vz€G, filz) =

VfeENVzeG, U(f)(z) = f(wz)

a) Montrer que U est un endomorphisme unitaire de E et déterminer U*.
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b) Montrer que pour tout k € {0,1,...,n— 1}, f; est un vecteur propre de U.
¢) En déduire que (fo, f1, f2,.--,fu—1) est une base orthonormale de E.
4. Pour chaque A € [0,1], on pose Ay = Idg — AU — (1 —A)U*.
a) Montrer que pour tout A € [0, 1], A est un endomorphisme normal.
b) Pour quelle valeur de A, A est-t-il un endomorphisme hermitien ?

¢) Dans le cas ou A est hermitien, montrer que
VfeE, <A(f),f>>0

Exercice 131
On munit M, (C) de son produit hermitien usuel :

V(A,B) € M,(C)?, <A,B>=tr(A*B)
On désigne par U, le groupe des matrices unitaires d’ordre n. Montrer que
VU € Uy, VA € M, (C), [UA| = [|AU| = [[|[U”AU]]

Exercice 132
Soit U une matrice unitaire de M, (C), tel que —1 n’est pas valeur propre de U.

1. Montrer que U + I est inversible.

2. Onpose H = —i(U+1)"'(U —1I). Montrer que H est hermitien.

3. Quel est le lien entre les valeurs propres de H et celles de U ?

Exercice 133
Soit E un espace hermitien. Pour tout endomorphisme u de E, on pose

lull = sup [lu(x)]]

1. Soit # un endomorphisme de E. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
i) u est hermitien et |ju|| <1,
ii) Il existe un endomorphisme unitaire & de u, tel que u = %(h +h*).

2. En déduire que tout endomorphisme de E, s’écrit comme combinaison linéaire de quatres en-
domorphismes unitaires.

Exercice 134
1. Montrer que pour toute matrice unitaire U, il existe une matrice hermitienne H, telle que
U=¢H.
2. Montrer que pour toute matrice complexe A, il existe une matrice hermitienne définie positive
R et une matrice hermitienne H, telles que A = R,

Exercice 135
Soient E un espace hermitien et # un endomorphisme de E. Montrer que les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) u est normal,

i) Vxe E, [lu(x)]| = [[u(x)],

iii) Tout sous-espace vectoriel stable par u est aussi stable par u”*,

iv) Tout sous-espace vectoriel F stable par u, F-- est aussi stable par u,
v) Il existe P € C[X], tel que u* = P(u).
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