1. Elementos da teoria da medida.

Defini¢ao 1.1. - Seja X um conjunto e A4 uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que A é uma algebra

se
(i) X € A
(ii) se A € A entdo A°c A

(111) se Ay, As, ..., A, € A entao UjgnAj € A.

Uma 4lgebra é dita uma o-dlgebra quando vale ainda a seguinte extensao de (iii):
(iv) se {A4;}jen C A entdo Ujen4; € A.
Como UA® = (NA)° uma algebra (o-dlgebra) é fechada em relacdo & intersegdo finita (enumerdvel) de
elementos.
Exemplo 1.2. -
i-Se X é um conjunto qualquer, entdo {(), X} é uma &dlgebra, e é a menor dlgebra que contém X.
ii - No outro extremo, P(X), a familia das partes de X é uma algebra.

iii - Seja X = R e A a familia formada por unides finitas de conjuntos da forma (a,b], (—o00,b], (a,+00) e
(—00, +00). E f4cil verificar que A é uma &lgebra. Por outro lado, a unido enumeravel de tais conjuntos nao

forma uma o-dlgebra. De fato, R C {0} = U(—o00, —1/n] U (1/n,+00) mas, evidentemente, {0} & A.

iv - Seja A; uma colecio de o-dlgebras. E facil ver que N.A; é uma o-dlgebra. Dado E C P(X), a colegao
Neca A é dita a o-dlgebra gerada por E. Observe que P(X) é uma o-dlgebra que contém E, de modo que

a definicdo acima faz sentido.
No que segue consideramos R = R U{+00} a semi-reta real positiva estendida.

Definicio 1.3. - Se A é uma algebra de X, uma funcio m : A— R ¢é dita uma medida se m(f)) = 0

e se, para toda sequéncia enumeravel de conjuntos disjuntos A, de A tal que U;°A, € A, temos que

m(ULA,) = Z m(Ay). Se m(X) < +oo, dizemos que m tem medida finita.
n=1

Uma medida é monétona no seguinte sentido.

B Cc A= m(B) <m(A). (1.1)



Para ver isto, basta escrever A = BU (A C B). Mais geralmente. se A é uma &lgebra, 4, € A, B€ Ae

B C UA,, entdo temos a seguinte propriedade de covexidade.
m(B) < S m(Ay). (1.2)
n=1

De fato, suponha primeiramente que UA,, € A. Sejam Py = 0, P, = U]_;A;, Q, = A, C P,_;. Entao
@, forma uma sequéncia de conjuntos disjuntos de A tal que UA,, = UQ,,, com m(Q,) < m(A,). Usando
a Definigao 1.3 e (1.1), obtemos (1.2). Se UA,, &€ A, escrevemos B = U(A4,, N B). Usando o anterior, e que
m(A, N B) <m(A,), deduzimos (1.2).
A medida tem também a seguinte propriedade de continuidade. Dada uma colecéo A,, € A, A,, C A, 11,
tal que U, A, € A entao
m(UpA,) = limm(A,). (1.3)

Para ver isto, considere Ag = 0, By = Ay e B, = A,, — A,_1 para n > 1. Entao, usando a aditividade da
medida, temos que m(U,Ay,) = m(UpBp) = > pe; m(A,) — m(Ap—1) = limy_oo m(A,,).

Uma consequéncia de (1.3) é a seguinte. Seja m uma medida finita e A,, € A, A,, C A,_1, tal que
N Ay, € A. Tomando B,, = AS e usando o anterior, temos que m(N, By) = m((U,A,)¢) = m(X)—limm(A,)
e, portanto,

m(NpBy) = limm(B,,). (1.3")

Se m(X) = oo (1.3’) pode ser falso. Por exemplo, se B,, = (n,+00) entdo m(N,B,) = m(#) = 0 enquanto
m(By,) = +0o para todo n.

Exemplo 1.4. -
i-Se m(@) =0, m(X) = +o0, entdo m é uma medida sobre A = {0, X'}.
ii-Se X =NeAdA=P(X), entdo m(A) = #A, o nimero de elementos de A, é uma medida.

iii - Seja A a dlgebra gerada pela unido de intervalos do Exemplo 1.2 (iii). Seja m((a,b]) = b—a, m((—o0,b]) =
m((a,4+00)) = m((—o0,+00)) = +o00. Se A = U,I,, é uma unido disjunta de intervalos do tipo acima,

tomamos m(A) = >, m(I,). Pode-se verificar que m estd bem definido e que define uma medida sobre A.
Extensao de medidas.

Pode-se construir medidas definidas sobre algebras sem dificuldades. No entanto, as dlgebras sao, em geral,
subconjuntos pequenos e insuficientes para a teoria da integracdo . Veremos agora como se pode estender

medidas a o-algebras, que, como indica o Exemplo 1.2, sao colecoes bem maiores de conjuntos.



Definigao 1.5. - Seja m uma medida definida sobre uma &lgebra A. Dado E C P(X), definimos a medida

exterior yu* : P(X) — R gerada por m como
i (B) = inf 3 m(An), (1.4)
n=1
onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias (A,) C A tais que E C UJ2 | A,,.

Observagao 1.7. -
(i) - Segue imediatamente que, se E C F, entao p*(F) < p*(F).

(ii) - Se Fy C UA, e Ey C UB, entdao E; U Ey C U(A, U B,). Segue facilmente que pu*(E;) + pu*(E3) >
[L* (El U EQ)

(iii) Se F; é uma colegao enumerdvel. Dado & > 0, seja E; C UB;; tal que u*(E;) > > p*(B; ) — 27%.
Entao, p*(UE;) < 3 p*(E;) — 6). Portanto, pu*(UE;) < 3 p* (Es).

(iv) - Se A € A entao obviamente p*(A4) < m(A). Por outro lado, de (1.2) temos que p*(A) > m(A). Logo,
u*(A) = m(A).

Defini¢ao 1.6. -Dizemos que um conjunto E é (Lebesgue) mensurédvel se p*(E N A) + p*(E<NA) = pu*(A)
para todo A € P(X) e denotamos A* & familia dos conjuntos mensurédveis. Definimos ainda u(E) := pu*(E)

se B e A*.
Teorema 1.8. - A* € uma o-dlgebra que contém A e p € uma medida sobre A* que estende m.
Demonstracao - Serd feita em varias etapas.

Etapa 1. - Mostramos primeiro que A* é uma dlgebra. E imediato ver que ) € A* e que se E € A* entdo
E°¢ € A*. Considere entao E, F € A*. Temos que p*(AN(ENF)®) = p*(ANENF°) 4+ u*(ANE®). Portanto,
WANENE))+u (ANENF)=p"(ANE)+ u (AN E°) = p*(A), o que mostra que ENF € A*.

Etapa 2. - Se E,F € A* ¢ ENF = {, entdo p*(AN(EUF)) = p*(ANE) + p*(ANF). De fato,
WAN(EUF)=p* (AN(EUF)NE)+ pw*(AN(EUF)NE®) =p* (ANE)+ p*(ANF).

Etapa 3. - Vamos verificar que A* é uma o-algebra. Para isso, seja B; uma cole¢do enumerdvel em A*,
F =UB; e Fj = U;<;B;. Da Observacao 1.7 (ii) segue que p*(A) < p*(ANF)+ p*(ANF€). Para mostrar a
desigualdade reversa suponhamos, sem perda de generalidade, que a colecao B; é disjunta. Usando a Etapa
2, temos que p*(A) = p"(ANFy) + p"(AN(F)°) = >2,<; w (AN B;) + p* (AN F¢). Fazendo j— o0 e
usando a Observagao 1.7 (iii), obtemos o resultado desejado.

Etapa 4. - g é uma medida. Resulta em particular da Etapa 2, fazendo A = X, que p é aditiva. Basta

entdo mostrar que g é contavelmente aditiva. J& vimos que p(UB;) < > u(B;). Por outro lado, u(UB;) >

Vi< Bi) = ;< ; 1(B;). Basta fazer j — oo.



Etapa 5. - p estende m. Pela Observagao 1.7 (iv), basta mostrar que A C A*. Seja E € A, A€ P(X) e
B; € A tais que A C UB; com p*(A) > > m(B;) — 4. Entao, p*(A) > > - m(B;NE)+m(B;NE°) —§ >
pw(ANE)+ u(ANE®) — 4. O resultado segue. O

O resultado de unicidade abaixo é conhecido como o teorema de extensao de Hahn.

Teorema 1.9. - Seja m uma medida o-finita definida sobre uma dlgebra A. Entdo existe uma unica extensao

dem a A, a o-dlgebra gerada por A.

Demonstracao - Seja p a restricao da medida definida acima a A’ e seja p uma outra medida qualquer.
Suponha primeiro que m(X) < oo. Seja E € A" e A; € A, com E C UA;. Entao, pela sub-aditividade da
medida, p(E) < > m(A4;). Portanto, p(FE) < p(E). Mas m(X) = p(F) + p(E°) < p(E) + pu(E°) = m(X)
implica que p(E) = u(E). Se m é o-finita, entdo X = UX,,, com X,, € A, m(X,,) < co. Podemos, sem perda
de generalidade, supor que X,, C X,11. Dado E € A’ seja E,, = EN X,,. Pelo anterior, p(E,) = u(E,).
Pela continuidade da medida (1.3) temos que p(E) = lim p(E,) = im p(E,) = p(E).

Observacgao 1.10. -

(i) Uma medida é dita completa, se para todo F mensurdvel com medida nula e F' C E, temos que F é
mensuravel, e de medida nula. Mostremos que p é completa. Seja F' com medida exterior nula. Entao,

w(A) > p*(ANF) =p*(ANF) + p* (AN F°). Isto mostra que F € A*.

(ii) Considere a medida dada pelo comprimento m([a,b)) = b —a. A o-dlgebra obtida pela extensao dada
pelo Teorema 1.8 é dita de Lebesgue, e a medida exterior definida sobre ela serd chamada de medida de
Lebesgue. E facil ver que a o-algebra gerada pelos intervalos semi-abertos coincide com a o-algebra gerada
pelos abertos (ou pelos fechados) e é dita a o-algebra de Borel. E possivel mostrar que os borelianos estao
estritamente contidos nos lebesguianos. No entanto, dado um conjunto de Lebesgue A existe um boreliano

B C A tal que u(B — A) =0.

(iii) H4 conjuntos fora da o-dlgebra de Lebesgue. Considere o circulo unitério C' e a classe de equivaléncia
r=ysex—y € Z, onde x é o angulo que caracteriza cada ponto. Considere o conjunto Fy que contém
um representante de cada classe de equivaléncia (isto requer o uso do axioma da escolhal) e E,, = Ey + m.
Entao C = U, E,y,, sendo E,, uma colegao disjunta. Se Fy é mensurdvel, claramente F,, é mensuravel para

todo m, com mesma medida. Portanto, 2w = m(C) =Y m(E,,), um absurdo.

(iv) Seja ¢ : R— R uma fungdo crescente, continua & direita. Defina m((a,b]) = ¢(b) — g(a), onde
g(£o0) = lim, —, 100 g(x). m é uma medida sobre a dlgebra dos intervalos. Sua extensdo & o-dlgebra de

Lebesgue ¢ dita a medida de Lebesgue-Stieltjes.



2. A integral de Lebesgue.

A tripla (X, A, n), onde X é um conjunto, .4 uma o-algebra de X e p uma medida sobre A, é dito
um espago mensurdvel. No que segue, diremos que X, em vez de (X, A, u), é um espago mensuravel e

denotaremos Ay, a o-dlgebra de Lebesgue gerada a partir da dlgebra dos intervalos semi-abertos de R.

Defini¢ao 2.1. - Seja X mensurdvel. Dizemos que f : X — R, é uma funcao mensuravel se f~!(—o0,a) € A
para todo a € R. Denotamos M (X) ao conjunto das fungdes mensurdveis. M1 (X) denota o conjunto das
fungbes mensurdveis nao-negativas.

Proposicao 2.2. - Sdo equivalentes:

(i) f~1(—o00,a) € A para todo a € R.

(ii) f~1(—oc0,a] € A para todo a € R.

(iii) f~(a,+o0) € A para todo a € R.

(iv) f~ta,+o00) € A para todo a € R.

(v) f~Y(E) € A para todo E C R aberto.

(vi) f~Y(E) € A para todo E C R fechado.

(vii) f mensurdvel.
Demonstracdo - Imediata.
Proposi¢ao 2.3. - Sejam f,g € M(X), e k € R. Entao, kf,f+ g, fg € M(X).

Demonstragao - Se k =0, kf € trivialmente mensurdvel. Se k # 0, entdao f(z) € E < kf(x) € kE. Logo,
kf € M(X). Além disso, Iryg(a) = UreqIf(a — 1) N1I4(r), onde I4(r) = {z,g(x) < r}. Isto mostra que
f+g€ M(X). Como fg = ((f+9)?—(f—9)?)/4 e como é facil ver que f?> € M(X) se f € M(X),

terminamos a demonstracao .

Ezxercicio 2.4. - Seja f : X — R.

(i) Se f € constante entao f € M(X).

(i) Se X ¢é a reta boreliana (ou lebesguiana), entao f continua implica f € M(X).
(iii) Se X ¢é a reta boreliana (ou lebesguiana), entdo f mondtona implica f € M(X).

() f € dita simples se [ assume wm nidmero finito de valores. Mostre que se f é simples entao f € M(X)

se e s6 se f~1(a) é mensurdvel para todo a € R.



Proposicdo 2.5. - Seja f, uma sequéncia de fungdes mensurdveis. Entdo, sup,, fn, inf,, f,, lim sup f,, lim

inf f,, sdo mensurdveis.

Demonstragao - Seja f(x) = sup,, fo(x). Entao, {z, f(z) < a} = Up{z, fu(z) < a}, o que mostra que

f e M(X). A prova para inf f, é andloga. Além disso, lim sup f,=infy, supnsm [fn, lim inf f,=sup,

infn>m fn —

As funcgdes simples desempenham um papel central na teoria da integracdo . Se Y € uma funcdo simples
que assume os valores a;, i = 1,...,n e se E; = f~'{a;} entdo representamos ¢ = >, a;x(E;), onde x(A),
fungéao caracteristica de A, € definida por x(A)(z) =1 sex € A e x(A)(x) =0 se x & A. Comecemos por
definir a integral de uma funcdo simples de M*(X).

Defini¢ao 2.5. - A integral de ¢ sobre X € definida por

/w = aip(E;). (2.1)
i
Apresentamos a sequir dois lemas envolvendo funcgoes simples.

Proposigao 2.6. - Sejam 1)1 e o duas fungéoes simples em MT(X) e c > 0 Entao,

(i) [ebr=c [

(ii) [ 1+ 12 = [+ [y

Demonstragio - A prova de (i) € trivial. Para mostrar (ii) seja Y1 = 32, aix(E;), P2 = > ;bjx(Fj) e

Y1+ 2 =30 euX(Gr). Entdo, 1 + 2 = 32, 5 a; + bjx(E; N Fy). Deizamos ao leitor a tarefa de verificar
que [ Y1+ [hoe =37, sa;i +b;u(E; N Fy) = [ b1 + 9o m

Proposicao 2.7- Seja f € MT(X). Entdo existe uma seqiencia crescente de fungoes simples de M+ (X)

que convergem pontualmente para f.

Demonstragdo - Dadon € N, seja E;,, ={x € X, (i —1)27" < f(z) <277}, 1 =1,2,...,n2", Eponyr1, =
{zr e X,n2" < f(x)} e pp(x) = (1 —1)27" sex € E;,,. Entao ¢, é uma seqiencia crescente (prove isso) de

fungdes simples de MT(X). A convergéncia pontual é deizada como exercicio.

Definigio 2.8. - Seja f € M*(X). Defimos a integral de f sobre X como

Jr=sm [ 22)

onde ¢ € M(X) é uma fundao simples. Se E € A definimos a integral de f sobre E como

/Ef - [ rup.

6



E fdcil ver que esta definicao é consistente com a Definicao 2.5, no sentido que ambas coincidem para
fungoes simples de M+ (X). Temos a sequinte propriedade de monotonia da integral, cuja demonstragdio é

trivial e serd omitida.

Lema 2.9. - Sejam f,g € M*(X), com f < g. Entio [f < [g. Em particular, se E C F, entdo
Jelf<Jpl

Apresentamos a sequir um resultado central da teoria.

Teorema da Convergéncia Mondtona (Beppo Levi) 2.10. -  Seja {fn,} C M1 (X) uma sequéncia crescente

[r=tm [ 1,

que converge a f. Entao f € MT(X) e

Demonstragio - A mesurabilidade de f decorre da Proposicao 2.5. Do Lema 2.9 decorre que [ f >1lim [ f,.
Para mostrar a desigualdade reversa, seja o € (0,1), ¢ < f simples e A, = {x € X, fu(z) > ayp}. Entao

A, € uma sequéncia crescente de conjuntos tal que U, A, = X. Pela continuidade da medida, temos que

/Anq/}_zaiu(EimA")_’Zaw(Ei)—/1/1.

/fnz/Anfnza/Anw,
hm/fnza/w.

Como « e ¢ sao arbitrdrios, obtemos a desigualdade desejada.

Passando ao limite a desigualdade

vemos que

Vejamos algumas consequéncias do Teorema de Beppo Levi.

Coroldrio 2.11. - Sejam f,g € MT(X) e ¢ > 0. Entao,

(i) [ef=c|f

(i) [f+g=[f+]g

Demonstragio - (i) € trivial. Para mostrar (i), usando a Proposicio 2.7, sejam n /" f, ©n /' g duas

sequéncias crescentes de funcgoes simples. Logo, ¥, + ¢n / f 4+ g. Usando o Teorema da Convergéncia

Mondtona, temos que [ f+ [g=1im [, + [ =lm [, + ¢, = [ [ +g.

7



Coroldrio 2.12 (Lema de Fatou). -  Seja {fn} C M*(X). Entao,

/lim inf fr, < lim inf /fn

Demonstragio - Seja gm = inf,>m fn. Entdo g, € uma sequéncia crescente em MT(X) que converge a

lim inf f,. Como gy < f,, se n>m entdo

/gm < lim inf /fn

Passando ao limite em m e usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, temos

/lim inf fn < lim inf /fn

Se X ¢ um espago de medida infinita e f,, = 1/n, entdo [lim f, =0 enquanto que lim [ f, = +oo. Isto

mostra que ndo hd, em geral, igualdade no lema de Fatou.

Coroldrio 2.13. -  Seja (X, A, u) um espago de medida e f mensurdvel. Definimos

M(E) = [ fan,
E
onde E € A. Entao (X, A, \{) € um espaco de medida.

Demonstragao - E claro que Af > 0 e que A\¢(0) = 0. Resta mostrar a aditividade enumerdvel. Seja entdo,
E =U,E,, E, € A disjuntos. Definindo Gp, = Up<mEn € fm = fx(Gn), temos que f, é uma sequéncia de

fungoes crescentes de M (X) que converge a fx(E). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,

Do Ai(Ba) = /fm—>/fx(E) = \;(EB).

n<m

Coroldrio 2.14. - Seja X a reta lebesguiana e f : [a,b] — R continua. Entdo as integrais de Riemann

e de Lebesgue de f sobre [a,b] estdo bem definidas e coincidem.

Demonstragao - f € mensurdvel e, portanto, sua integral de Lebesque estd definida. Consideremos uma
sequéncia de parti¢oes de [a,b], cada uma obtida a partir da anterior pela divisao dos intervalos pela metade.
Seja 1, a sequéncia de funcgoes escadas associada ao infimo de f em cada intervalo. FEntdo v, € uma

sequéncia crescentes de funcoes simples que converge a f. Como as integrais de Riemann e de Lebesgue de



Yy coincidem, usando a definicao de integral de Riemann e o Teorema da Convergéncia Mondtona obtemos

o resultado. O

Proposicao 2.15. - Seja f € MT(X). Entio [ f =0 se e sd se u({z, f(z) > 0}) =0.

Demonstragio - Suponha que [ f = 0 e seja A, = {x € X, f(z) > 1/n}. Como f > 1/nx(A,), entdo
w(Ay) = 0. Seja A = {z, f(x) > 0}. FEntio, A = UA, e, portanto, n(A) = 0. Se p(A) = 0, onde
A ={z, f(z) > 0}, seja ¢ < f uma fungdo simples de M*(X). Entao, ¢ = 0 sobre A® e, entio, [ = 0.
Portanto, [ f=0.

Ezercicio 2.16. -  Sejam f,g € M*(X) tais que p({z, f(z) # g(x)}) = 0. Mostre que [ f = [g.

Observagao 2.17. -

(i) O Coroldrio 2.13 diz que toda fung¢io de M (X) pode ser identificada com a medida Ay. Dizemos que o
espaco das medidas estende o espaco das funcdes mensurdveis positivas. Fsta extensao € propria se X € a

reta de Lebesgue. De fato, dado y € R, considere a medida

1 seyek,
5y(E) =
0 sey¢E.

Entao 6, nao provém de uma fung¢do . Suponha, por absurdo, que §, = Ay e seja E = R—{y}. Entdo,
6y(E) = 0= [, f. Por outro lado, da Proposi¢io 2.15 temos que [, f = 0. Entio [ f = [, gz f =0c¢
dy # Af. 0y € dita a medida de Dirac em y.

(i1) Se f : R— R € continua, seja F uma primitiva de f. Seja pur a medida de Lebesque-Stieltjes de F.
Entao \¢(a,b] = f; f=F(@) — F(a) = pp(a,b). Pela unicidade da extensao de medidas de Hahn, Teorema
1.9, Ay = pr. Por outro lado, considere a fungdo de Heaviside H,, definida por Hy(z) = 1 se z > y,
H(z) =0 se x <y. Entdo §,(a,b] = H(b) — H(a) (ambos sdo iguais a zero ou a 1) e, como anteriormente,

a medida de Lebesgue-Stieltjes de H, coincide com 0.

(ii) Dizemos que uwma certa propriedade vale em quase todo ponto (gtp) se ela se verifica em todos os
pontos, salvo um conjunto de medida nula. Por exemplo, dizemos que f = 0 glp quando u({z, f(z) # 0}) = 0.
A Proposicao 2.15 implica que pode-se, em geal, ignorar o que se passa em conjuntos de medida nula. Uma

ilustracdo € dada pela sequinte versao do Teorema de Beppo Lewvi.

Teorema da Convergéncia Mondtona. -  Seja {fn} C M¥(X) uma sequéncia crescente que converge a f

qtp. Entio f € MT(X) e
[ =t [ 1,



Demonstragao - Seja N tal que f,, converge a f em N€ e defina f(x) = f(x) sex & N, f(x) =0sexeN.
Defina f,, analogamente. Entdo f, converge em todos os pontos a f e ffn = [ fu, ffz [ f. O resultado

decorre da versao I do teorema. O

De forma andloga, o Lema de Fatou 2.12 também vale se supusermos convergéncia pontual qtp. Vejamos

agora alguns exemplos de espagos de medidas (e integrais correspondentes).

Ezxemplo 2.18. -
(i) Seja X =N e u(E) = #E se EC N. Entao se f: N—R*, [ f=3" f(n) (verifique).

(i) Seja X = R, f R— R" continua e \y a medida associada a f. Se w S-aix(E;) é uma fungdo
simples, entdo 1,(¢) = [dp = a;u(E;) e Ip(t /wd)\f = Zaﬁ\f az/ fdu = /fi/)d,u
Seja agora g € M*(X) e U, uma sequéncia crescente de funcoes simples convergindo a g. Entao, pelo
Teorema de Beppo Levi, I¢(vn) — If(g). Por outro lado, fi), converge monotonamente a fg e, portanto,
L.(fn) = 1.(fg). Assim, If(g) = I,(fg) = [ fgdu. Dizemos que Iy é a integral de Lebesgue com peso
f. Pela Observagao 2.17, se F' € uma primitiva de f, entdo fng = fgf du. fng € dita a integral de
Lebesgue-Stieltjes de g, relativa a F.

(iii) Seja X = R, p a medida de Dirac em a e A = P(R). Se ¢ € simples, é facil ver que [ = 1(a).
Se g é uma funcio qualquer e ¢ < g, entdo [ =1p(a) < g(a). Por outro lado, ¥ = g(a)x({a}) < g, com
[ = g(a). Portanto, [ g= g(a) para toda g. Pela Observacio 2.17, [ gdé, = [ gdH,, onde H, ¢ a fun¢do

de Heaviside.

(iv) E imediato ver que, se u, A sdo duas medidas e a,b € R, entdo p = au + bX é uma medida. Além
disso, fgdp = afgdu + bfgd)\, Seja f : R— R™ € continua por partes e crescente, com um nimero
finito a; de pontos de descontinuidade, e d; = f(a}) — f(a;) >0 o salto de f em a;, i = 1,2,.... Podemos
escrever f = f + > d;H;, onde H; € a fungdo de Heaviside de a; e f € uma funcio continua. Desta forma,

Jgdxs = [gdr;+ dig(ai).
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3.  Funcoes Integraveis.

Se f € M(X) entao fT =sup{f,0)} e f~ =sup{—/f,0)} sdo mensurdveis e nao-negativas. Além disso,
f=r=r.

Definicao 3.1. - Seja f € M(X). Dizemos que f € integrdvel se [ f* e [ f~ sdo finitas. Neste caso,
definimos a integral de f como ff = ff+ — [ f~. O espago das fungées integrdveis serd denotado por
L(X).

Observe que |f| = fT + f~, de modo que f € L(X) se e s6 se f € absolutamente integrdvel, isto é,
|f] € L(X). Em particular, se |g| < |f| e f € L(X) entdo g € L(X). Além disso, se f = f1 — fa, onde
f1. f2 > 0 € uma decomposicao qualquer de f com [ fi e [ fo finitas, entio f € L(X) e [ f= [ fi—[ f2. De
fato, temos que f+ < fi e f~ < fo (verifique), de modo que [ f* e [ f~ sdo finitas. Como fi—fo=fT—f",
temos que f1+ [~ = fo+ [T e assim, [ fi+ [~ =[fo+ [fT. Logo, [fr—[fo=[ft =) =[F.

Proposicio 3.2. - Seja f,g € L(X) e c € R. Entao,
(i) f+gelX)e[f+g=[f+]g
(it) cf e L(X) e [ef=c [ f,

(iii) se f < g entio [ f < [g.

Demonstragio - Temos que f+g = (fT+g")—(f~+g~), de modo que f+g € integrdvel, com [ f+g= [ f+
J g. Suponha ¢ > 0. Entdo, como c¢f = cft —cf~, temos (ii). Se ¢ <0, escrevemos cf = (—c)f~(—c)fT e
(ii) seque. Se h =g — f >0, entdo, de (i) e (ii) temos que 0 < [h= [g— [ f, o que mostra (iii).

Outras propriedades da integral, vdlidas quando [ € positiva, se estendem para funcgoes integrdveis. Por
exemplo, se f = g gip entdo [ f = [ g. Temos ainda que as fungoes simples sio densas em L(X), no sentido
que, dado € > 0, existe 1 simples e integrdvel tal que [ |f — | < e (mostre estes resultados). No que se
refere ao limite de seqiiencias de funcdes integrdveis, temos o sequinte resultado fundamental da Teoria da

Medida e Integracao .

Teorema 8.3.(Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Sejam f, uma sequéncia de fungoes de
L(X) tal que fn(x) converge a f(x) qtp, com f mensurdvel. Suponha que exista g € L(X), com |fn] < g
qtp. Entao, f € L(X) e [ f,— [ f.

Demonstragao - Seja fn =g+ fn > 0. Podemos usar o Lema de Fatou 2.12 para concluir que [ g+ f <
lim inf [ g+ fn = [ g+lim inf [ f,. Portanto, [ f < lim inf [ fn. Por outro lado, se f = g— f, >0, usando
ainda o Lema de Fatou, temos que [ g—f < lim inf [ g— fn, = [ g—lim sup [ fn. Assim, [ f > lim sup [ fn.

As duas desiguldades provam o teorema.
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Apresentamos a sequir algumas consequéncias do Teorema da Convergéncia Dominada.

Coroldrio 3.4.  Seja (a,b) CR e f: (a,b) x X — R uma funcgdo continua em t € (a,b) para todo x € X
e mensurdvel em x para todo t. Suponha que exista g € L(X) tal que |f(t,2)| < g(z) ¢tp em x e para todo

€ (a,b). Entdo, f(t,.) € L(X) eslii)nt/f( /f

Demonstragao - Como |f(t,.)] < g, temos que f(t,.) € L(X), Seja s, —t e fn(x) = f(sn,x). Do Teorema

da Convergéncia Dominada seque que [ f(sn,.)— [ f(t,.). Isto mostra o resultado.

Coroldrio 3.5.  Seja f : (a,b) x X — R uma funcao derivdvel em t € (a,b) para todo x € X e tal que

f(to,.) € L(X) para algum ty € (a,b). Suponha que exista g € L( ) tal que \W\ < g(x) gtp em x ¢
para todo t € (a,b). Entdo, f(t,.) € L(X) para todo t e & [ f(t,.) = [ af(t 25

- T of(t,x)
Demonstragao - Como existe t tal que f(t,z) = f(to,z) + T(t —to), temos que |f(t,z)| < |f(to,x)| +

f(tnax) — f(tvx)

lg(x)|(b —a) qtp em z. Logo, f(t,xz) € L(X). Seja t, —t. Entdo, < g(z) e, usando o

t, — 1t
af(t tn,T) — t, o
Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que / f(at’ z) =, limt J5( ?) {f( ?) . Como o limite
e -

independe da sequéncia considerada, a igualdade acima mostra que [ f(t,x) € derivdvel e que % Jft,.) =
f of(t,.)
ot -

A Proposi¢do 3.2 mostra que L(X) é um espago vetorial. E facil ver que Ifli = [|f] é uma semi-norma
em L(X). |fl1=0seesdsef=0qgtp em X. A igualdade qtp define uma relagdo de equivaléncia. Iremos

considerar o espago quociente das classes de equivaléncia obtidas mddulo igualdade qtp.

Defini¢io 3.6. Seja [f] = {f € L(X), f =g qtp em X. Definimos [[f] = [ f e ||[f]lli = [ |f], onde f € [f].

Observe que a definicao acima faz sentido, jd que, se f = g qip, entio [ f = fg, Denotamos Lq(X)
ao espago vetorial destas classes de equivaléncia. E fdcil verificar que ||[f]||1 define uma norma em Ly (X).

Simplificamos a notagdo escrevendo f no lugar de [f]. Mais geralmente, se p > 1, notamos L,(X) ao espago

1/p
das (classes de equivaléncia das) fungoes de M(X) tais que [ |f|P € finita e definimos || f||, = (/ |f|p> .
Iremos mostrar a seguir que || f|l, € uma norma sobre L,(X). Além disso, L,(X) € um espaco de Banach,
isto é, um espaco normado completo. Comecemos por mostrar que ||f|l, € uma norma se p > 1. Para fazer

isto, iremos estabelecer dois resultados preliminares.
Lema 3.7. Sejamp>1e0<r<p. Se fe L,(X) entao |f]" € L, (X) e[If"llpr = Il

Demonstracao - Imediata.

1 1
Dizemos que um par p,q > 1 € conjugado se — + — = 1. Temos entdo o
p q

12



Lema 3.8 (Desigualdade de Young). Sejam p,q conjugados e a,b > 0. Entdo,

aP  b?
ab < — 4+ —.
p q
. 1— 1 a Pyt )
Demonstracao - Basta mostrar que a* b < — + . Mas p = (p — 1)q, de modo que a desigualdade
p
acima € equivalente a x < 1% + %, onde x = a'=Pb. E fdcil ver que f(z) = % —x, x > 0, tem um valor

minimo em x = 1, correspondente a —1/p, o que termina a prova.

Uma consequéncia da Desigualdade de Young € a Desigualdade de Hélder, enunciada abaixo.
Proposi¢ao 3.9. Sejam f € L,(X), g € Ly(X) onde p,q sio conjugados. Entao fg € L1(X) e

1fglle < £ 1lpllgllq- (3.1)

Demonstracio - Seja a = |f(x)|/||fllp, b = |g(z)|/llgllq- Usando o Lema 8.8, e integrando sobre X, temos
1 1 1
que ————— / |f(z)g(x)] < =+ = =1, o que encerra a demonstragao .
1fllpllgllq P q

Proposi¢ao 3.10. L,(X) é um espaco vetorial e ||.||, induz uma norma sobre L,(X).

Demonstracdo - Se f € LP(X) ek € R, entao kf € LP(X). Além disso, se f,g € LP(X), entdo |f(x) +
g@)P < 2maz (f(z), g(@) < 2(f (@) +|g(@)[P). Isto mostra que [ |f(x) + g(@)lP < oo ¢, logo, f+g €
LP(X). Portanto LP(X) € um espago vetorial. Mostremos que || f||, € uma norma. Claramente, ||f||, > 0
e |kfllp, = |kll|fllp para todo k € R. Desta forma, basta verificar que vale a chamada desigualdade de
Minkowski

1f + gllp < IIf1lp + llgllp, (3.2)
para todo f,g € Ly(X). Temos que
/|f($)+g(w)lp < /If(fﬁ)Jrg(x)l”*l(lf(x)l + lg(2)])- (3.3)

Usando o Lema 3.7, vemos que |f(z) + g(z)|P~r € LI(X), onde q é o conjugado de p. Usando entdo a
Desigualdade de Holder (3.1), obtemos

/If(x) +9@)PHF@ < N + gl I

e que

/\f(m) +g@) P g@) < If + g5 lgllp-
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Usando estas desigualdades em (3.3) vem que

If + gl = / [f(@) +g(@) [P < |If +gllb (IFllp + llgllp):

o que dd (3.2).

Na realidade, LP(X) é completo, como mostra a proposicdo abaizo.
Proposigio 3.11. LP(X) é completo.

Demonstragio - Seja {f,} C LP(X) uma sequéncia de Cauchy. Escolha g1 = f,, onde ny é tal que || fn, —
fallp < 1/2 sen > ny. Escolha ainda go = fr,, no > n1 e tal que || frn, — follp < 1/4 se n > ny. Desta forma,
o0
podemos construir uma subsequéncia gy de fy, tal que ||gr+1—gillp < 27%. Seja ainda h = |91|+Z |9k+1— 9|
(se a série € divergente em um certo x € X, entdo h(xz) = +o00). Temos que ||k, < ||g1llp+D ||kg=kl+1—gk\|p <
oo
llg1ll,+1. Portanto, h € LP(X) e, em particular, h(x) < 400 gtp. Definamos agora f = ¢1 +ng+1 —gr =

k=1
lilgngk. Temos que f(x) < 400 se h(x) < 400 e f € LP(X). Além disso, do Lema de Fatou 2.12,

{/If—gklp}l/p = {/| i Jr+1 —gkl”}l/p < {_;i_l/lgm —gklp}l/p~

i=k—1 %

Da Desigualdade de Minkowski (3.2) (verifique que ela pode ser usada para uma série) temos que

1/p o0 1/p
{/|f—gk|p} <>y {/|gk+1 —gk”} <27k
i=k—1

Isto mostra que g, — f em LP(X). Como ||fn — fllp < | fa — gkllp + llgk — fllp € como {fy} € de Cauchy,

vemos que a série toda converge a f.

Observacdo 3.12. A demonstracio acima mostra que se f, — f em LY (X) entdo existe uma subsequéncia
gr de f, tal que g — f qtp. Em geral, ndo € verdade que toda a sequéncia f, converge a f qtp. Por

exemplo, seja

1 sexel(k—1)/n,k/n)
fn,k@c):{o i

onde 1 < k < n. Deizamos ao leitor verificar que f,  — 0 em LP(X) para todo p, mas fn. () ndo converge

a 0 em nenhum ponto x € [0,1).

Outro espaco vetorial importante nas aplicacdes € o espaco das fungoes essencialmente limitadas, definidoll
por

L®(X)={f e M(X),3M € R,3E C X, com u(E) =0, |f(z)| < MVz € X/E}.
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Introduzimos a seminorma | f|eo = sup{|f(x)],z € X} e, considerando novamente as classes de equivaléncia

[f1=[g] se e s6 se f =g qtp, definimos ||[f]|c = inf{|g|e. g € [f]}.
Proposi¢ao 3.13. L>°(X) é um espago normado completo.

Demonstrag¢io - Como anteriormente , escrevemos || flleo em vez de ||[f]|lco- Deizamos ao leitor ver que
L>(X) é um espago vetorial e que ||.||co € uma norma. Seja {fn} de Cauchy. Dado n,m € N, eziste E,,
W(Enm) =0, tal que | fn(z) — fm ()] < ||fr — fimlloo S€ © & Epm. Seja B =Up By e redefina fn(x) =0
sex € E. Entao w(E) = 0 e {f.} € uniformemente de Cauchy e, portanto, uniformemente convergente.

Dai, f,, converge em L*>®(X). O

I oo € dita a norma essencial. A notagao se justifica pelo resultado abaizo.
Proposigao 3.14. Seja f € N{LP(X),1 <p < +oo}. Entao ||fllec = Lm | f]l,-
p—> 00
Demonstragio - Dado € > 0 existe E C X com u(E) > 0 e tal que |f(x)| > || fllcoc — €. Entao,

e /E P2 (1 fll — )PulE).

Além disso, pu(E) < 400, caso contrdrio f ndo pertenceria a nenhum LP. Assim, liminf ||f]|, > || fllec — €
p— 00
e, fazendo e — 0, obtemos

Hminf [ fll, = [|f]loc- (3.4)
p — 00

Consideramos agora vdrias etapas.

FEtapa 1 - caso em que p(X) < 0.

Temos que [ |f|” < || fIBop(X). Portanto, | flly < || flloc(n(X))!/7 e, entdo,

limsup [| f]l, < [[f]]oo- (3.5)

p— o0
O resultado decorre de (3.4) e de (3.5).

FEtapa 2 - Seja f € LP(X). Dado e > 0 existe E C X tal que i(E) < +o0 e || fx(E)|p > || fllp—¢. Para provar
isto, considere fu(x) = £(x) s |f(@)] = 1/n ¢ ful) = 0 se |f(@)| < 1/n. Entdo|ful? < £ ¢ fulz) — f(x)
para todo x € X. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, ||fullp — | fllp. Seja E, = supp fn. Como

feLP(X), u(E,) < +o0o. Basta tomar E = E,, para n suficientemente grande.

Etapa 3 - caso em que u(X) = 4o00. Usamos a Etapa 2 e (3.5) para escrever que || flloo = |[fX(E)]|co >
limsup || fx(E)|, > limsup || f||, —e. Como € € arbitrdrio, temos que || f|lcoc > limsup || f||,. Desta desigual-
p— OO p— OO

p—> X

dade e de (3.4) seque o resultado.
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Apresentamos a segquir um lema que ajuda a entender o espago LP(X), e que serd til mais tarde.

Lema 8.15. Seja f € LP(X), p < co. Entdo,

(i) Dado € > 0 existe E C X tal que u(E) < +o0 e fX/E lfIP <e.

(i1) Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que / |f|P < e para todo E tal que p(E) < 6.
B

Demonstracdio - (i) foi mostrado na Etapa 2 da Proposicdo 3.14. Para mostrar (i), seja f*(z) = f(x)
se |f(z)] < k e f*(x) = 0 se |f(x)| > k. Do Teorema da Convergéncia Dominada vemos que f¥— f

em LP(X). Isto mostra que / |fIP —0 se k— 00, onde Ey, = {z,|f(x)| > k}. Escolhemos k tal que
Ey

/ |fIP < e/2. Fizado k, temos que [ |f|P < ku(F) se F'NE, = 0. Seja entio 6 = e/2k. Se u(F) <4,
E
temos que F' = (FNER) U (FNE) e o resultado seque.

Relagoes entre os vdrios tipos de convergéncia.

Vamos discutir a sequir as relagoes que existem entre: convergéncia uniforme, convergéncia qtp, con-
vergéncia em LP(X), 1 < p < +oo. Antes de mais nada, lembremos que a Observagao 3.12 mostra que
LP-convergéncia para p < oo implica convergéncia qtp para uma subsequéncia. (Obviamente, convergéncia
em L implica convergéncia qtp para toda a sequéncia.) A reciproca ndo é verdadeira. Podemos mesmo
ter convergéncia uniforme sem convergéncia LP, se p < oo (tome fn(x) = 1/n para |z| < n?). Claramente,

. A ) L oo L
porém, convergéncia uniforme acarreta convergéncia em L. Por outro lado, convergéncia pontual (ou qtp)
ndo implica convergéncia em L. Por exemplo, se fp(x) = z", se |x| < 1 entao fn(x)— 0 qtp mas

[[fn = Olloe = 1.

Hd uma grande distingdo entre os casos de medida finita e infinita. Tomemos X de medida finita. Se
fn — [ uniformemente, entio [|f, — fIP < ||fn — fllooit(X) e, portanto, f,, — f em LP para todo p. Uma
generalizagdo deste fato € a sequinte. Se f, — f em LP er < p entdo f,,f € L"(X) e fn — f em L". De
fato, da Desigualdade de Hélder temos que /|g\r = /1.|g|r < (/ l)pfr/p(/ lg|P)"/P, isto ¢, existe C > 0
tal que |\g|l» < C|lgllp- Isto mostra que g € LP(X) = g € L"(X). Além disso, usando que g = f, — f na
desigualdade acima, vemos que convergéncia em LP(X) implica convergéncia em L™ (X). Deizamos ao leitor
a verificagao que estes resultados sio falsos se p(X) = oo.

No entanto, em qualquer espaco de medida X wale o sequinte resultado de interpolagdo . Se 1 < r <
p < oo entao f € LP(X)NL"(X) implica f € L*(X) para todo r < s < p. Além disso, se 0 < 0 < 1 satisfaz

+ =
r

)

1-6 1
S

ESHIS-Y

entao

lualls < Tl llull; =
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(Mostre isso usando Hdélder).
Apresentamos agora uma nogao alternativa de convergéncia.

Defini¢ao 3.16. Uma sequéncia f, de fun¢des mensurdveis converge quase-uniformemente a f mensurdvel
se dado 6 > 0 existe um conjunto E de X com u(E) < § e tal que f, — f uniformemente em X/E. Temos

o sequinte belo resultado.
Teorema de Egorov 3.17. Suponha u(X) < oo e seja f, — f qtp. Entao, f, — f quase-uniformemente.

Demonstragdo - Seja Ey, , = {z, |fr(x)—f(x)] < 1/m se k > n}. Temos que X = U, E,, ,, e, portanto, existe
n(m) tal que, se By = Eyy p(my, entao p(Ey,) > p(X) —2770. Assim, u(X/Eny) = m(X) —p(Ep) < 627™.
Seja E = Uy X/ Ey,. Entio u(E) <> w(X/Ey) <6 e fr,— f uniformemente em X/E = NE,,.

Seja fn(x) = x/n, x € R. Entdo f, — 0 pontualmente mas nao quase-uniformemente. Portanto, a

hipdtese u(X) < oo € essencial. Finalmente introduzimos (mais wma!) nogao de convergéncia.

Definicao 3.18. Uma segéncia f, de fungoes mensurdveis converge em medida a f mensurdvel se para
todo § > 0 temos que u({z, |fn(x) — f(x)] > §}) — 0 quando n — oo Este conceito € importante devido &

sequinte caracteriza¢do de convergéncia LP.

Teorema de Vitali 3.17.  Sejam fn, f € LP(X), p < co. Considere as condi¢ées abaizo.
(i)fr, — f em medida.

(i) Dado € > 0 existe E C X com u(E) < 0o e tal que / |fulP < € para todo n.
X/E

(i11) Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que / |fnlP < € para todo n e para todo E tal que p(E) < 4.
E
Entao, f, — f em LP(X) se e sd se (i), (ii) e (iii) se verificam.

Demonstragao - Suponha inicialmente que f, — f em LP(X). Dado 6 > 0, considere E,, = {z € X, |fn(z)—
f(z)| > 6. Entao,

/ o — fIP = 6P u(E,).

Logo, u(E,) —0 se n— 00 e temos (i). Para mostrar que (i) é vdlido, lembremos que do Lema 3.15

(i) temos que dado € > 0 existe ' C X com p(F) < oo e tal que / |fIP < (¢/2)P. Seja N tal que
X/F

1/p 1/p 1/p
lfn — fllp < €/2 se n > N. Entao, </X/F|fn|1’> < (/X/F|f|p> _|_</X/F|fn_f|l’> < ¢ se

n> N. Paran =1,2,...,N seja F, tal que u(F,) < oo e / |fnl? < e. Tomando E = F Uy,<y F,
X/Fy
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vemos que E satisfaz (ii). (iii) pode ser provado de forma andloga. Do Lema 3.15 (ii) seque que (iii) é
valido para f e para cada f,, 0, dependendo de n. Da convergéncia de f, a f podemos concluir que existe
N tal que podemos tomar § uniforme paran > N. Fazemos entao, 6 = inf{d’,d1,...,0n}.

Suponhamos agora que (i), (i) e (iii) se verifiquem e fitemos € > 0. Usando (ii), escolhemos A C X

tal que p(A) < oo e [ 4 IfIP <P, [y alful? < eP. Entdo,

/ fu— fIP < (22)7.
X/A

De (iii), tomamos § > 0 tal que [, |fulP <P e [ |fIP < &P se u(F) < 6. Seja E,, = {x € X,|fn(x)—f(x)] >

e}. Usando (i), escolhemos N tal que pu(E,) < 6 se n > N. Entdo,
[in@-t@r = [ 1f@-r@rs [ i@ -s@r [l - @l <2+ ae,
Ae ANE, ANEe

sen > N. Isto mostra que f, — f em LP. 0

Definicao 3.18. Sejam p e A duas medidas finitas, definidas sobre uma mesma o-dlgebra. Dizemos que
p = — X\ € uma carga sobre esta o-dlgebra. Um conjunto P é dito positivo em relagcdo a uma carga p se

p(E) > 0 para todo E C P. N € dito negativo se N € positivo em rela¢io a —p.
Temos o sequinte resultado de decomposicao de cargas.

Teorema de Decomposicao de Hahn 3.19. Seja p uma carga. Entdo existe P positivo e N negativo disjuntos

com X =PUN.

Demonstrag¢io - Seja = sup{u(E), E € positivo }. Seja E, uma sequéncia de conjuntos positivos tal
que p(E,) — B. Seja ainda A, = Ug<,Ei. Entdo A, forma uma uma sequéncia de conjuntos positivos
com A, C Ant1 e u(Ay,) /' B. Vamos mostrar que P = U221 A,, e N = X/P formam a decomposi¢ao
desejada. E facil ver que P ¢é positivo, com u(P) = (. Basta verificar que N € negativo. Suponha por
absurdo que isto é falso. Entdo, existe By C N com u(E7) > 0. Ey ndo € positivo pois senao P U F; seria
positivo, o que contraria a mazimalidade de 3. Portanto existe F C E com pu(F) < 0. Definimos entao
B = if{u(F),F C E1,u(F) < 0}. Como anteriormente, podemos encontrar Fy C E com u(Fy) = (.
Neste caso, E1/Fy € positivo. De fato, se existisse Eo C E1/Fy com pu(FEs) < 0, entdo p(Fy U Es) < 3, um

absurdo. Mas entao PU E;1/Fy € positivo, com (P U E1/Fy) > (3, outra contradi¢do . Isto encerra a prova.

Teorema de Radon-Nikodym 3.20. Sejam X\ e u duas medidas o-finitas, com A absolutamente continua em

relagdo a p. Entio exviste f € M+ (X) tal que
NE) = [ fn.
E
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para todo E mensurdvel. f € univocamente determinada u qtp.

Demonstragao - Consideremos inicialmente que A e p tém medidas finitas. Dado ¢ > 0, seja p =X —cu e
P(c), N(c) uma decomposicdo de Hahn de p. Seja Ay = N(c) e Ay = N(kc)Ujcr Aj = N(kc) Nj<r P(jc).
Seja ainda B = X Up2, A, = N2, P(ke). Se E C Ay entdo

(k = De(E) < XNE) < kep(E).

Além disso, kep(P(ke)) < MP(ke)) < MX). Isto mostra que p(B) = limpu(P(ke)) = 0 e, portanto,
A(B) = 0. Definimos fc(x) = (k—1)c se x € Ay e f(z) =0 se x € B. Seja agora E mensurdvel. Entdo,

/Efc dy = %:/EW fodp = zk:(k —1Dew(EN Ag) < %:A(E NAg) < ME),

/Efc+0d'u_;/EmAk fc+cdu:§k0/¢(EﬁAk) > \NE). (3.6)
Assim,
[ feau=xE) < [ fedusentx), (3.7)
E E

Tomemos agora ¢ = ¢, =27 " e f, = fe,. Usando (5.6) e (3.7), temos que

‘/ In _.fmd,u‘ < 27”.“()()7
E

sen <m. Tomando Ey = {z, fr(z) < fm(x)} e B2 = X/E;, obtemos que

/E oo — fonl dpt < 271 (X)),

Assim, f, é de Cauchy em L*(X), o que mostra que f, — f. Finalmente, usando (3.6) vemos que \(E) =
[ fdu. A unicidade € trivial.

Suponha agora que \ e i sdo o-finitas (a demonstragdo é a mesma caso apenas uma delas € finita). Entdo
podemos escrever X = UX,,, com X,, C Xy41 e tal que u(X,), \(X,,) < co. Seja f,, tal que \(E) = [ f, dp
se BEC X, falz) =0 sex & X,. E ficil ver que f,(z) = fns1(z) se 2 € X,,. Definimos f(z) = fn(z)
se x € X, e podemos usar o Teorema da Convergéncia Mondtona para concluir que N(E) = [ fdp. A
unicidade pode ser mostrada facilmente.

/

Uma consequéncia importante do Teorema de Radon-Nikodym é a caracterizag¢ao (LP(X))', o espago dual de

z

LP(X). Antes de apresentd-la, precisamos mostrar um resultado preliminar. Dizemos que L € (LP(X)) ¢é

positivo se L(f) >0 se f > 0.

Lema 3.20. Sejal < p < 400 e L € (LP(X))’. Podemos escrever L = LT — L™, onde L™, L™ sdio

funcionais lineares positivos.
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Demonstragdo - Dado f > 0 seja L*(f) = sup{L(g),0 < g < f}. Temos que |L(g)| < [[L|lllgllp < [ILI[[If]lp,
de modo que L*(f) < oco. Se f = fT — f~ definimos LT(f) = LT(f*) — L*(f™). Decorre imediatamente
da definicao que L™ € positivo. Mostremos que L+ € linear.

Considere f1,fo > 0. Se 0 < g1 < f1, 0 < g2 < fo entdo L(g1) + L(g2) = L(g1 + g2) < LT(f1 + f2).
Portanto,

LT(f1) + LY (fa) S LT (f1 + f2)-

Por outro lado, se 0 < g < f1 + fa, seja g1 = inf{g, f1} e go =g —¢g1. Entio, 0 < g1 < f1 €0 < g9 < fo.
Assim, L(g) = L(g1) + L(g2) < LT (f1) + L*(f2), o que implica que

LY(fi+ f2) < LY(fi) + LT (fo).

Isto mostra que LY (f1 + f2) = LT (f1) + LT (f2) se f1, f2 > 0. Suponha agora f, g quaisquer. Observe que,
se f=ft—f" =hy—hg, com hi,ha > 0, entao L*(f*) + L*(ha) = LT(f* + ha) = LT(f~ + hy) =
LY (f~) + L*(hy). Portanto, L™ (f) = L*(h1) — L™ (hz), independe da decomposicio de f. Desta forma,
LY(fi+ fo) = LN+ f = T = f2) = LY(fF + f37) = LY(fT + f5) = LT (f1) + LT (f2). Deizamos
ao leitor a verificagio que LT (cf) = cLT(f) se ¢ € R. Da desigualdade |L*(f)| < ||L||||f]l, obtemos que
Lt € (LP(X))'. Definindo L~ (f) = L*(f) — L(f), vemos que L™ € linear, continuo e positivo.

Teorema da Representagdo de Riesz 3.21. Se 1 < p < +0o entdo dado L € (LP(X))', existe f € LX) tal
que L(g) = [ fg, onde q € o conjugado de p. Além disso, f € inica a menos de um conjunto de medida nula

e |L|| = || fllq- As mesmas conclusoes sao vdlidas se p =1 e p € o-finita.

Demonstracao - Serd feita por etapas.

FEtapa 1 - caso em que p =1 e p € finita. Suponha L positivo. Seja E € A e \(E) = L(x(F)). Entdo, A\(E) >
0 com A(0) = 0. Suponha E = UE;, com E; € A disjuntos. Seja F,, = U;j<nE;. Entao x(F,) /" x(E). Pelo
Teorema da Convergéncia Mondtona, x(F,) — x(E) em L'. Logo > j<n AMEj) = L(x(Fn) — L(xE) =
ME). Isto mostra que \ é uma medida. Do Teorema de Radon-Nikodym vem que existe f € MT(X) tal
que L(x(E)) = [, f para todo E € A. Por linearidade L(¢) = [ fib para toda v simples e, por passagem
ao limite, obtemos que L(g) = [ fg se g € L*(X). Agora, se L € (LP(X))', pelo Lema 3.20, escrevemos
L =L"—L", e vemos que existe f tal que L(g) = [ fg se g € L'(X). Para mostrar a unicidade, sejam
f1 e fa sio tais que [ fig = [ fag para todo g € LP(X) e F = {x, fi(z) > fo(x)}. Para g = x(F)
temos que fF fi— f2 =0, o que mostra que u(F) = 0. Invertendo papéis, vemos que f1 = fa qtp. Resta
mostrar que f € L®(X) com ||flls = [|L|. Observe que | [, f| = |L(x(E))| < |[L|n(E). Considere
By = (o (@) > LI+ 1/n. Butio, (|] + Umu(En)| < [ f = Lc(Ba) < LB e portanto,
w(Ey) = 0. Logo, por continuidade da medida, p({f(z) > ||L||})E£ 0, isto é, f(z) < ||L|| qtp. Analogamente,
—f(z) < IL| gtp. Isto mostra que | € L(X) com |[floe < IILIl. Por outro lado, |L(g)| < |fllscllglls
implica que |L|| < |flloo. Desta forma L] = | fll.
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Etapa 2 - caso em que p > 1 e p € finita. A ezisténcia e unicidade de f tal que L(g) = [ fg jd foi
mostrada na Etapa 1. Falta mostrar que f € LI(X) e que |[L|| = ||fllq- Seja E, = {z € X,|f(x)] < n} e
fn = fx(Eyn) € L"(X) para todo r. Temos que / |fnl? = L(fn sgn(fu)|fa]?™h) < ||L||||fn\|g/p, onde sgn € a
fungdo sinal. Assim, || fnllq < |LIl. Como |fn| /' |f|, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona temos que
fe LYX) com |fllg < IILIl. Mas, pelo Desigualdade de Hélder, |L(g)| < ||fllqllgllp, donde || LI < |/ fllq e
portanto, ||L|| = || f[lq-

Etapa 8 - p é o-finita. Seja X = UX,, com X,, C Xp41 e u(X,) < oco. Entao, existe f, € L1(X,).
Estendendo f, = 0 fora de X,, podemos considerar que f, € L%(X). Pela unicidade, podemos definir
f(z) = fu(x) se x € X,,. Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona aplicado a |f,| concluimos que
feLPX), sep<oo (sep= 00 a conclusao € ébvia). Usando o Teorema da Convergéncia Dominada,

obtemos que L(g) = [ fg para todo g € LP(X).

FEtapa 4 - caso geral parap > 1. Seja f,, tal que || follp =1, com L(f,) — ||L||. Seja X, = {zx € X, |fn(x)| >
0}. Entio X, é o-finita (prove isso) e, logo, X = U, X,, ¢ o-finita. Seja g € LP(X) tal que g = 0 em X.
Temos que

L(fn +tg) < LIl fn +tglly = LI+ 2" (lg][5)"/>.
Dividindo por t e fazendo n — oo,

(1+ g/ —1

L(g) < |1Z] -

Se t — 0 vemos que L(g) < 0. Analogamente, —L(g) = L(—g) < 0. Logo, L(g) =0 se g =0 em X e

podemos tomar f dado pela Etapa 3 sobre LP(X).

O Teorema 3.21 permite fazer a identificacio (LP(X)) ~ L9(X) se p < 0co. Nao € verdade que (L (X)) =~
LY(X). De fato, seja X = [0,1] C R munido da medida usual de Lebesgue e C(X) o espaco das funcies
continuas sobre X, com a norma do mdzimo. Considere L(g) = g(1/2). Claramente, L € (C(X))’. Como
C(X) € um subespaco fechado de L>®(X), o Teorema de Hahn-Banach garante que existe L € (L(X))" que
estende L. L ndo pode ser identificada a uma funcdo f de LY(X). De fato, se isto fosse verdade, teriamos

g(1/2) = [ fg para toda g € C(X), um absurdo.

1. Medida produto e integragao multipla.

Consideremos agora (X, Ay, ptg) € (Y, Ay, 1) dois espagos de medida. Dados A C A, e B C By, seja
R = Ax B C Z um retangulo. Como (A x B)* = A°x B U A X B® e como Ay x By N Ay X By =
Ay N Ay X By N By, € facil ver que A, a unido finita de retangulos R € uma dlgebra sobre Z. Definimos

pz(A X B) = pg(A) x py(B) e pz(R) = > p(R;i) se R é a unido finita e disjunta de retingulos R;.
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Lema 1.22. u, € uma medida sobre A, .

Demonstrac¢ao - Precisamos mostrar que, se A x B = UA; x B; é uma unido enumerdvel de retangulos
disjuntos, entao iz (A)py(B) = 32 pa(Ai)py(Bi). Observemos que x(A x B)(z,y) = x(A)(z)x(B)(y) =
S x(49) (@)X (Bi)(y). Fizando y, temos que » _ x(A:)(x)x(Bi)(y) converge a Y  x(A:)(x)x(Bi)(y) mono-

i=1 i=1

tonamente. Portanto, integrando em x obtemos p,(A)x(B)(y) = > p(A:)x(B;)(y). Repetindo o argumento
para y, vemos que o (A)py(B) = 5 e (g (B). :

Podemos entao estender p, a uma medida sobre A,, a o-dlgebra gerada por A, (extensdo unica se X e Y
sdo o-finitas). Esta estensdo € dita a medida produto piz ® py, que iremos denotar por .. Dados E C A,
f e M(Z)ex € X, definimos a se¢io E, = {y € Y,(z,y) € E} e a restricio f, : Y — R tal que
fz(y) = f(x,y). Definimos analogamente E, e f, para caday €Y.

Lema 1.23. Temos que
(i) se E C Z é mensurdvel entio E, e E, sao mensurdveis para todo x,y.

(ii) Se f € mensurdvel entdo fy e f, sdo mensurdveis para todo x,y.

Demonstracdo - Basta mostrar que E, e f, sdo mensurdveis. Sejo Z' = {E C A,,E, € A,Vz € X}.
Afirmamos que Z' é uma o-dlgebra. Primeiramente, ) € Z'. Como (E°), = (E.)¢, se E € Z' entdo
Ec e Z'. Além disso, (UE;)y = U(E;),. Logo, se E; € Z' entao U(E;), € Z'. Isto mostra que Z' € uma o-
dlgebra. Se R = Ax B é um retingulo tal que A € A, e B€ Ay, entio R, =B sex € AeR, =0 sex ¢ A.
Desta forma, R € Z'. Portanto, Z' é uma o-dlgebra que contém os retingulos, o que mostra que A, C Z'.
Mostremos agora (ii). Fizados x € X e a € R, {y, f2(y) < a} ={y, f(z,y) <a)} = {(z,y), f(z,y) < a)}..

Decorre de (i) que {y, fo(y) < a} é mensurdvel, o que mostra (ii).

Dado f € MY (Z) seja Fy = [ foduy e Fy = [ fydug. Pelo lema acima, F, e F, estao bem definidos
(podendo eventualmente serem iguais a +00). Queremos discutir as relagoes entre [ fdp., [Fypdu, e

ny dpy. Para isto, introduzimos a sequinte definigdo .

Definicao 1.24. Dado X um conjunto qualquer, uma colecdo M de subconjuntos de X € dita uma classe
monoténica se satisfaz

(i) Se E; € M com E; C E;11 para todo i € N entdo UE; € M.

(i) Se E; € M com E; C E;_1 para todo i € N entao NE; € M.

E fdcil ver que a intersecao de um conjunto de classes monotonicas € uma classe monoténica. Como X

€ uma classe monoténica, faz sentido definir a classe monoténica gerada por um conjunto A C X como a

menor classe monoténica que contém A.
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Lema 1.25. Seja A uma dlgebra e M a classe monotonica gerada por A. Entao M € a o-dlgebra gerada por

A.

Demonstragio - Dado E C X seja M(E) = {F c M,E/F,F/E,ENF € M}. E ficil ver que X € M(E) e
que M(E) é uma classe monotonica. Se E € A entdo A C M(E). Como M € a classe monotonica gerada
por A, seque que M(E) = M. Portanto, se F € M e E € A, F € M(E) e, logo, E € M(F). Assim,
A C M(F) e, entdgo, M = M(F). Desta forma, se F € M = M(X), entdo F° € M. Além disso, se
FEeM,FeM(E)e, logo, FONE € M. Isto mostra que M ¢é uma dlgebra. Uma dlgebra que é uma classe

monotonica € uma o-dlgebra. O

Lema de Cavalieri 1.26. Sejam X eY espagos de medida o-finita e E € A,. Entdio, pu,(E;) e py(Ey) sdo

mensurdveis e

pelB) = [ B dps = [ ol E) di,

Demonstracao - Suponha primeiro que X e Y tém medidas finitas e seja M a colecao dos E para os quais
vale o lema. Se R = A x B entio p,(E;) = py(B)x(A). Assim, [ py(Ey)dps = py(B)ps(A) = p-(R).
Analogamente, [ p,(Ey)dp, = p.(R) e, portanto, R € M. Deizamos ao leitor a verificagio que A., a
algebra gerada pelos retangulos, estd contida em M. Além disso, M € uma classe monoténica. De fato,
mostremos (i) da Definicio 1.24. Seja E = UE; com E; C E;y1 e E; € M. Segue da monotonicidade da
medida que py(Ey) = lim py(E;), € mensurdvel e que p.(E) = limp.(E;). Do Teorema da Convergéncia
Mondtona temos que [ jiy(Ey) dpy = lim [ py (E;)g dpy = lim p,(E;) = po(E). Como X e Y tém medidas
finitas, mostramos analogamente (ii) da Defini¢ao 1.24. Segue entdo do Lema 1.25 que A, C M.
Consideremos agora o caso em que X = UX,, Y =UY,, com X,, eY, de medidas finitas. Seja E C A,

e E" = ENX, xY,. Do anterior temos que

i) = [ (B2 s = [ 1a(E)

Mas po(E") — pi(E), pa(Ey) — pa(Ey) € py (E}) — 1y (Ez) e, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,|]
S e (EY) dpy — [ pia(Ey) dpy, [ 1y (EY) dpre — [ py(Er) dpie. Passando ao limite,

ne(B) = [y (B dims = [ ol E,) di,

Teorema de Tonelli 1.27. Sejam X eY espacos de medida o-finita e f € MT(Z). Entao Fy = [ fyduy e

/fdﬂz:/deﬂx:/Fyd,uy-

23

F, = [ fydug sio mensurdveis e



Demonstragao - O Lema de Cavalieri mostra que o teorema vale se f = x(E). Por linearidade, vale também

Jorane= [ [rauydn.= [ [y du. d, (19)

Seja agora f € MT(Z) e ™ / f, Y™ simples. Temos que Y™ / fo. Entdo, pelo Teorema da Convergéncia

para fungoes simples isto €

Mondtona [ Y2 duy / [ fodpy, com [ fi mensurdvel. Mais uma vez o Teorema da Convergéncia Mondtona

garante que podemos passar ao limite a equagdo (1.9), terminando a prova.

Antes de considerar o caso de uma fungdo f que muda de sinal, observe que se X =Y =[0,1], X com a
medida de Lebesgue e Y com a medida da contagem, D = {(z,y),z =y} e f = x(D), entdo [ [ fi dpy dps #
J [ fydpg dpy,. Isto mostra que a hipdtese de o-finitude € essencial no Teorema de Tonelli. Vejamos agora

0 caso geral.

Teorema de Fubini 1.28. Sejam X e Y espagos de medida o-finita. Se f € L'(Z) entdo Fy = [ fyduy e
F, = [ fydug sio bem definidas e integrdveis qtp e

/fd,uZ:/Fmd,uI:/Fyduy.

Demonstragio - Temos que f+ e f= tém integral finita. Pelo Teorema de Tonelli, F,} e F; tém integral

finita qtp em Y . Logo, F, estd bem definida qtp em Y . O resultado seque da aplicacao do Teorema de Tonelli

para ¥ e f~.

.
(% +y2)%
fo fo x,y) dy) dz = 0. Por outro lado, como B(0,1) C Q = [0,1] x [0,1], temos que [, |f(z,y)| dzdy >

fo f2ﬂ |sm0cos9| dfdr = +oco. Portanto, a existéncia da integral iterada de f ndo implica que f € L*(X xY).

Seja X =Y =10,1] com a medida usual de Lebesgue e f(x,y) = Entao, fo fo x,y)dz)dy =
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